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AVERTISSEMENT. 


On  a  tâché  de  faire  disparaître  dans  cette  seconde  £diti< 
la  plus  grande  partie  des  imperfections  ou  même  des  er- 
reurs qui  étaient  restées  dans  la  première ,  malgré  le« 
soins  qu'on  y  avait  apportés.  Les  changemens  sont  tels  ^ 
qu'une  moitié  environ  du  volume  est  devenue  un  ouvrage 
nouveau. 

L'Introduction  a  été  refondue  presqu'en  eijtier ,  et  cor- 
rigée d'ime  erreur  qui  s'était  glissée  dans  les  deiTiiers 
articles. 

La  prMnière  partie  a  été  augmentée  de  quelques  Théo- 
rèmes sur  les  équations  indéterminées ,  et  d'une  Méthode 
nouvelle  pour  l'approximation  des  racines  imaginaires. 

Dans  la  deuxième  partie  la  démonstration  de  la  loi  de 
réciprocité ,  entre  deux  nombres  premiers ,  a  été  perfec- 
tionnée à  quelques  égards. 

La  théorie  contenue  dans  la  troisième  partie  a  été  pré- 
sentée d'une  manière  nouvelle  et  entièrement  rigoureuse. 

La  quatrième  partie  a  été  augmentée  de  plusieurs 
paragraphes  sur  différens  sujets.  Dans  Tùn  d'eux  on  dé- 
montre que  toute  progression  arithmétique  (excepté  celles 
dont  tous  les  termes  ont  un  commun  diviseur)  contient 
une  infinité  de  nombres  premiers. 


V  AVERTISSEMENT. 

Enfin  il  a  ëté  ajouté  une  cinquième  partie  où  Von 
expose  avec  tout  le  détail  nécessaire  ,  la  belle  théorie 
de  la  résolution  de  l'équation  ic»  —  1=0,  donnée  par 
M.  Gauss ,  dans  ses  Disquisitiones  arithmeticœ. 

Cet  ouvrage  qui  parut  à  Léipsick  en  1801 ,  et  qui  plaça 
tout  d'un  coup  son  auteur  au  rang  des  Analystes  les  plus 
célèbres ,  contient  beaucoup  de  choses  analogues  à  celles 
qui  sont  traitées  dans  l'Essai  sur  la  Théorie  des  Nombres  y 
publié  en  1798.  Il  contient  particulièrement  une  démons- 
tration directe  et  fort  ingénieuse  de  la  loi  de  réciprocité 
déjà  citée  ;  démonstration  qu'on  se  proposait  d'insérer 
avec  des  développemens  plus  étendus ,  dans  cette  seconde 
Edition.  Mais  l'Auteur  étant  parvenu  depuis  à  en  trouver 
une  beaucoup  plus  simple  et  plus]  élégante ,  on  a  exposé 
de  préférence  cette  dernière  dans  le  §  VU  de  la  quatrième 
partie. 

On  aurait  désiré  enrichir  cet  Essai  d'un  plus  grand 
nombre  des  excellens  matériaux  qui  composent  l'ouvrage 
de  M.  Gauss  :  mais  les  méthodes  de  cet  auteur  lui  sont 
tellement  particulières  qu'on  n'aurait  pu ,  sans  des  circuits 
très-étendus ,  et  sans  s'assujétir  au  simple  r61e  de  traduc- 
teur ,  profiter  de  ses  autres  découvertes. 
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DE  LA  PREMIERE  EDITION. 


A  EN  juger  par  différens  fragmens  qui  nous  restent^  et  dont 
quelques-uns  sont  consignés  dans  Euclide^  il  parait  que  les 
anciens  Philosophes  avaient  fait  des  recherches  assez  étendues 
sur  les  propriétés  des  nombres.  Mais  il  leur  manquait  deux 
înstrumens  pour  approfondir  cette  science  ;  l'art  de  la  numë^ 
ration  qui  tert  à  exprimer  les  nombres  avec  beaucoup  de 
facilité  i  et  PAl^èbre  qui  généralise  les  résultats  et  qui  peut 
opérer  également  sur  les  connues  et  les  inconnues.  L'invention 
de  Tun  et  l'autre  de  ces  arts  dut  donc  influer  beaucoup  sur  les 
progrès  de  la  science  des  nombres.  Aussi  voj^-on  que  Touvrage 
de  Diophante  d'Alexandrie  y  le  plus  ancien  auteur  d'Algèbre 
qu'on  connaisse^  est  entièrement  consacré  aux  nombres^  et 
renferme  des  questions  difficiles  résolues  avec  beaucoup  d'adresse 
et  de  sagacité. 

Depuis  Diophante  jusqu^au  temps  de  Viète  et  de  Bachet^ 
les  Mathématiciens  continuèrent  de  s'occuper  des  nombres, 
mais  sans  beaucoup  de  succès  ^  et  sans  faire  avancer  sensible^ 
ment  la  science» 

Viète,  en  ajoutant  de  nouveaux  degrés  de  perfection  à 
l'Algèbre ,  résolut  plusieurs  problèmes  difficiles  sur  les  nombres^ 
Bachet  ^  dans  soa  ouvrage  intitulé  Problèmes  plaisans  et  délec^ 
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tables  y  résolut  réquation  indéterminée  du  premier  degré  par 
une  méthode  générale  et  fort  ingénieuse.  On  doit  à  ce  même 
savant  un  excellent  commentaire  sur  Diophante  ^  qui  fut  depuis 
enrichi  des  notes  marginales  de  Fermât. 

Fermât ,  Tun  des  Géomètres  dont  les  travaux  contribuèrent 

le  plus  à  accélérer  la  découverte  des  nouveaux  calculs  ^  cultiva 

avec  un  grand  succès  la  science  des  nombres^  et  s'y  fraya  des 

routes  nouvelles.  On  a  de  lui  un  grand  nombre  de  Théorèmes 

intéressaos  ^  mais  il  les  a  laissés  presque'  tous  sans  démonstra- 

tion.  C'était  Tesprit  du  temps  de  se  proposer  des  problèmes 

les  uns  aux  autres.  On  cachait  le  plus  souvent  sa  méthode^ 

afin  de  se  réserver  des  triomphes  nouveaux  tant  pour  soi  que 

pour  sa  nation  ;  car  il  y  avait  surtout  rivalité  entre  les  Géo* 

mètres  français  et  les  anglais.  De  là  il  est  arrivé  que.  la  plupart 

des  démonstrations  de  Fermât  ont  été  perdues^  et  le  peu  qui 

nous  en  reste  ^  nous  fait  regretter  d'autant  plus  celles  qui  nous 
manquent. 

Depuis  Fermât  jusqu'à  Euler ,  les  Géomètres ,  livrés  entiè- 
rement à  la  découverte  ou  à  l'application  des  nouveaux  calculs^ 
ne  s'occupèrent  point  de  la  Théorie  des  Nombres.  Euler  ^  le 
premier ,  s'attacha  à  cette  partie  ;  les  nombreux  Mémoires 
qu'il  a  publiés  sur  cette  matière  dans  les  Commentaires  de 
Pétersbourg ,  et  dans  d'autres  ouvrages ,  prouvent  combien  il 
avait  à  cœur  de  &ire  fidre  à  la  science  des  Nombres  les  mêmes 
progrès  dont  la  plupart  des  autres  parties  des  Matfaématiqaus 
lui  étaient  redevables.  Il  est  à  croire  aussi  qu'Euler  avait  un 
goût  particulier  pour  ce  genre  de  recherches ,  et  qu'il  s'y  livrait 
avec  une  sorte  de  passion^  comme  il  arrive  à  presque  tous  ceux 
qui  s'en  occupent.  Quoi  qu'il  en  soit^  ses  savantes  recherches 
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le  conduisirent  à  démontrer  deux  des  principaux  Théorèmes 
de  Fermât,  saToir,  i^.  que  si  a  est  un  nombre  premier,  et  x 
un  nombre  quelconque  non  divisible  par  a,  la  formule  a:''""' —  i 
est  toujours  divisible  par  a\  %^.  que  tout  nombre  premier  de 
forme  472  +  i  ^  est  la  somme  de  deux  quarrés* 


Une  multitude  d'autres  découvertes  importantes  se  font  re- 
marquer dans  les  Mémoires  d'Euler.  On  y  trouve  la  théorie 
des  diviseurs  de  la  quantité  û'^  +  ô",  le  traité  de  partitione  nume^ 
Torurrij  qui  est  inséré  aussi  dans  son  Introd.  in  Anal.  infinU.y 
Tusage  des  facteurs  imaginaires  ou  irrationnels  dans  la  réso* 
lution  des  équations  indéterminées ,  la  résolution  générale  des 
équations  indéterminées  du  second  degré ,  en  supposant  qu'on 
en  connaisse  une  solution  particulière  ;  la  démonstration  de 
beaucoup  de  Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres ,  et 
particulièrement  de  ces  propositions  négatives  avancées  par 
Fermât^  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  cubes  n,e  peut 
être  un  cube,  et  que  la  somme  ou  la  différence  de  deux  bi- 
quarrés  ne  peut  être  un  quarré.  Enfin  on  trouve  dans  ces 
mêmes  écrits  un  grand  nombre  de  questions  indéterminées  ré- 
solues par  des  artifices  analytiques  très-ingénieux. 

Euler  a  été  pendant  long- temps  presque  le  seuL  Géomètre 

qui  se  soit  occupé  de  la  Théorie  des  Nombres.  Enfin  Lagrange 

est  entré  aussi  dans  la  même  cari'ière ,  et  ses  premiers  pas  ont 

été  signalés  par  des  succès  égaux  à  ceux  qu'il  avait  déjà  obtenus 

dans  des  recherches  d'un  genre  plus  sublime.  Une  méthode 

générale  pour  résoudre  les  équations  indéterminées  du  second 

degré,  et,  ce  qui  était  plus  diflBcile ,  une  méthode  pour  les 

résoudre  en  nombres  entiers,  fut  le  coup  d'essai  de  ce  savant 

illustre  ;  bientôt  après  il  appliqua  les  fractions  continues  à  cette 
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branche  d'analyse;  il  démontra  le  premier  cjné  la  fraction  con- 
tinue égale  à  la  racine  d'une  équation  rationnelle  du  second 
degré ,  devait  être  périodique,  et  il  en  conclut  que  le  problème 
de  Fermât,  concernant  l'équation  x^  —  Ay^  =  i,  est  toujours 
résoluble;  proposition  qui  n'avait  pas  encore  été  établie  d'une 
manière  rigoureuse,  quoique  plusieurs  Géomètres  eussent  donné 
des  méthodes  pour  la  résolution  de  cette  équation. 

Le  même  savant ,  par  des  recherches  ultérieures  qui  sont 
consignées  dans  les  Mémoires  de  Berlin,  a  démontré  le  premier 
que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  quarrés  ;  on 
lui  doit  également  plusieurs  autres  démonstrations  importantes^ 
mais  la  plus  remarquable  de  ses  découvertes  est  une  méthode 
générale  de  laquelle  découlent  comme  corollaires  une  infinité 
de  Théorèmes  sur  les  nombres  premiers. 

Cette  méthode,  singulièrement  féconde,  est  fondée  sur  la 
considération  des  formes  tant  quadratiques  que  linéaires  qui 

0 

conviennent  aux  diviseurs  de  la  formule  /*-|-ai/^,  où  ^  et  24 
sont  deux  indéterminées,  et  a  un  nombre  donné.  Il  restait 
cependant  à  établir,  d'une  manière  générale,  la  relation  qui 
doit  exister  entre  les  formes  linéaires  et  les  formes  quadratiques 
appliquées  aux  nombres  premiers  ;  car  au  défaut  du  principe 
qui  contient  cette  relation  (i),  la  Théorie  de  Lagrange,  qui 
donne  une  infinité  de  Théorèmes  pour  les  nombres  premiers 
4/^ -4- 3  ,  n'en  fournit  qu'un  très -petit  nombre  relatifs  aux 
nombres  premiers  4»-|-  i. 

Un  Mémoire  que  j'ai  publié  dans  le  volume  de  l'Académie 


(i)   Voyez  sur  cet  objet  les  Mémoires  da  T  Académie  des  Sciences  de  Berlia, 
année  1776^  pag.  35o  et  35a. 
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des  Sciences  pour  l'année  1785,  oflDre  les  moyens  de  démontrer 
le  principe  dont  il  s'agit  y  et  renferme  d'ailleurs  des  propositions 
gui  paraissent  avancer  la  science  des  nombres.  J'y  ai  donné 
1°.  la  démonstration  d'un  Théorème  pour  juger  de  la  possi- 
bilité ou  de  impossibilité  de  toute  équation  indéterminée  du 
second  degré,  ramenée  à  la  forme  ax^-^by^  =  cz^\  2®.  la 
démonstratfon  d'une  loi  générale  qui  existe  entre  deux  nom- 
bres premiers  quelconques ,  et  qu'on  peut  appeler  loi  de  réci- 
procité ;  3^.  l'application  de  cette  loi  à  diverses  propositions, 
et  son  UwSage,  tant  pour  perfectionner  la  Théorie  de  Lagrange, 
que  pour  vaincre  d'autres  di£Bcultés  du  même  genre. 

Le  même  Mémoire  contient  en  outre  l'ébauche  d'une  théorie 
entièrement  nouvelle  sur  les  nombres  considérés  en  tant  qu'ik 
sont  décomposables  en  trois  quarrés  ;  théorie  à  laquelle  appar- 
tient le  fameux  Théorème  de  Fermât ,  qu'un  nombre  quel- 
conque est  la  somme  de  trois  triangulaires^  et  cet  autre  Théorème 
du  même  auteur ,  que  tout  nombre  premier  8/e  -4-  7  est  de  la 
forme  jp^  -h  y^  -h  2r*. 

Depuis  l'époque  de  la  publication  de  ce  Mémoire,  je  me 
suis  occupé  à  diverses  reprises  de  développer  les  vues  qu'il 
contient,  et  d'apporter  quelques  perfectionnemens  à  différens 
points  de  la  Théorie  des  Nombres  ou  de  l'Analyse  indéter- 
minée (i).  Mes  recherches  à  cet  égard  ayant  été  suivies  de 


(1)  Je  ne  sépare  point  la  Théorie  des  Nombres  de  TAnalyse  indéterminée .  et  je 
regarde  ces  deux  parties  comme  ne  faisant  qu'une  seule  et  même  branche  de  l'Analyse 
algébrique.  En  effet,  il  n'est  pas  de  Théorème  sur  les  nombres  qui  ne  soit  relatif  à  la 
résolution  d'une  ou  de  plusieurs  équations  indéterminées.  Ainsi  quand  on  assure ,  d'après 
Fermât ,  que  tout  nombre  premier  4»  -f- 1  est  la  somme  de  deux  quarrés ,  c'est  comme 
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quelques  succès ,  je  me  proposais  d'abord  d'en  publier  le  ré- 
sultat dans  un  Mémoire  particulier  ;  j'ai  cru  ensuite  devoir 
profiter  de  cette  occasion  pour  traiter  la  Théorie  des  Nombres 
avec  plus  d'étendue  qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'à  présent,  et  en  y 
comprenant  le  résultat  des  principales  recherches  d^Euler  et 
de  Lagrange  sur  la  même  matière. 

C'est  ainsi  que  je  me  suis  déterminé  à  composer  Fouvrage 
que  j'offre  en  ce  moment  au  Public  ;  je  le  donne  non  comme 
un  traité  complet,  mais  simplement  comme  un  essai  qui  fera 
connaître  à-peu -près  Tétat  actuel  de  la  science,  et  qui  contri- 
buera peut-être  à  en  accélérer  les  progrès 


si  on  disait  que  Téquation  ^  =^  +  ^^  est  toujours  résoluble  tant  que  ji  est  un  nombre 
premier  de  la  forme  4^  +  ^  •  On  peut  ajouter  que  dans  ce  même  cas  l'équation 
ji  :=y*  -H  z*  n'aura  jamais  qu'une  solution ,  ce  qui  est  un  second  Théorème  contenant 
une  propriété  caractéristique  des  nombres  premiers  4»  -f~  i* 
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produit  de  deux  ou  de  plusieurs  nombres  premiers  ;  ^^i 

En  général  les  diviseurs  d'une  même  formule  t*  zfc  cu^  se  partagent  en  un  nombre 
déterminé  de  groupes^  composés  chacun  d'un  même  nombre  de  formes  linéaires 
2CX  -f"  «  >  ou  ^cx^  a,  ihid. 

Méthode  abrégée  pour  trouver,  par  le  moyen  des  diviseurs  quadratiques,  toutes  les 
formes  linéaires  des  diviseurs,  aSa 

S  XL  Explication  des  Tables  III,  IV,  V,  VI  et  VII,  ^44 

Ces  Tables  présentent ,  pour  chaque  formule  i^  -^  cv^  comprise  dans  leurs  limites , 
le  système  de  ses  diviseurs  quadratiques  et  des  divûfeurs  linéaires  correspondans. 

§  XU.  Suite  de  théorèmes  contenus  dans  les  Tables  précitées  y         a55 

On  démontre  en  général  que  si  ^cx-^  a  est  Tune  des  formes  linéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  la  formule  t*  di  cu^ ,  tout  nombre  premier  compris  dans  la  forme 
^cx'\'ay  sera  diviseur  de  la  formule  i^  ±  cu^,  et  par  conséquent  sera  de  l'une  der 
formes  quadratiques  qui  répondent  à  la  forme  4<^  4"  ^  On  tire  de  là  autant  de 
théorèmes  particuliers  qu'il  y  a  de  formes  linéaires  dans  les  Tables ,  260 

§  Xin.  Autres  théorèmes  concernant  les  formes  quadratiques  des  nombres  y 

265 

Tout  nombre  premier  A  qui  divise  la  formule  t^  ±:  eu" ,  ne  peut  appartenir  qu'à  l'un 
des  diviseurs  quadratiques  de  cette  formule ,  ibid. 

Tout  nombre  premier  A  qui  est  de  la  forme  y  +  ^ï**  ;  ^^  peut  être  qu'une  fois  de 
cette  forme,  265 

On  détermine  le  nombre  de  manières  dont  un  même  nombre  composé  A  peut  être 
de  la  forme  y^  +  az^ ,  d'où  Ton  déduit  la  solution  d*un  problème  de  Fermât ,  affg 

Tout  nombre  A ,  premier  ou  double  d'un  premier ,  compris  dans  la  formule  py^  -f- 
ïj^qyz  +  rz^t  où  pr — q^  est  un  nombre  positif,  n'y  peut  être  compris  que  d'une 
manière,  sauf  le  cas  des  diviseurs  bifides ^  2271 

S  XIV.  Sur  les  moyens  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand  quun 
nombre  donné ,  2jQ 

Tableau  de  diverses  formules  propres  à  exprimer  des  nombres  premiers ,  si  une  con- 
dition est  remplie ,  â8a 
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Explication  de  la  propriété  qu'ont  certaines  formules  de  contenir  une  suite  assez  étendue 
de  nombres  premiers  ^  pag.  â84 

§  XV.  Usage  des  théorèmes  précédens  pour  reconnaître  si  un  nombre 
donné  est  premier  ^  ou  s^il  ne  Vest  pas^  286 

On  ajoute  aux  autres  moyens  déjà  indiqués  le  déyeleppement  en  fraction  continue  de 
la  racine  du  nombre  donné,  ou  d'un  de  ses  multiples,  fl88 

TROISIÈME  PARTIE. 

THÉORIE  DES  NOMBRES  CONSIDÉRÉS   COMME  DÉCOMPOSABLES 

EN  TROIS  QUARRÉS. 

§  I.  Définition  de  la  forme  trinaire.  Nombres  et  diviseurs  quadratiques 
auxquels  cette  forme  peut  ou  ne  peut  pas  cons^enir,  295 

§  II.  Correspondance  entre  les  formes  trinaires  du  nombre  c  et  les  dii^iseurs 
trinaires  de  la  formule  t*  +  cu%  296 

Si  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  ^  +  cm*  est  décomposable  en  trois  quarrés  ^ 
toute  manière  de  faire  cette  décomposition ,  c'est-à-dire  toute  forme  trinaire  de  ce 
diriseur,  donnera  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c ,  ibid. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  forme  trinaire  du  nombre  c,  on  pourra  toujours 
trouver  un  diviseur  quadratique  trinaire  de  la  formule  f^  4*  <^^*«  correspondante  à  la 
valeur  donnée,  2238 

On  démontre  généralement  i*^.  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un  diviseur  quadratique  qui 
répondra  à  la  valeur  trinaire  donnée  de  c  \  2"*.  que  ce  diviseur  ne  pourra  avoir  qu'une 
seule  forme  trinaire  correspondante  à  cette  même  valeur ,  sauf  le  cas  des  diviseurs 
bifides  où  il  y  en  a  deux,  3o5 

§  m.  Théorèmes  concernant  les  dis^iseurs  quadratiques  trinaires  ,       3q6 

Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d*un  premier ,  la  formule  i^  -)-  eu*  aura  autant 
de  diviseurs  quadratiques  trinaires  qu'il  y  a  de  formes  trinaires  du  nombre  c ,  et 
chacun  de  ces  diviseurs  ne  pourra  avoir  qu'une  seule  forme  trinaire ,  3o8 

Si  le  nombre  N  est  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t^-^cu*^  réci- 
proquement le  nombre  c  sera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  t*  -}-  Nu^. 
De  plus  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  iV  et  c  seront  les  mêmes  dans  les 
deux  cas ,  309 

Caractères  qui  distinguent  les  diviseurs  quadratiques  réciproques,  des  diviseurs  non" 
réciproques  i  3i8 

Les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t^  -f*  ^^^  ^^  distinguent  encore  en  diviseurs  de 
première  et  diviseurs  de  deuxième  espèce ,  3i  g 

Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un  premier  1  tout  diviseur  quadratique  de 
première  espèce  est  un  diviseur  réciproque ,  3ao 

Quel  que  soit  c ,  pourvu  qu'il  ne  soit  ni  de  la  forme  4'* ,  ni  de  la  forme  8/1  +  7 , 
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les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t*  ^  eu*  en  contiendront  toujours  au  moins  im 

qui  sera  réciproque,  pag.  3a i 

Tout  diviseur  quadratique  réciproque  de  la  formule  t^-j-cu*  est  un  diviseur  trinaire^ 

et  ce  diviseur  a  autant  de  formes  trinaires  qu'il  y  a  d'unités  dans  a'""',  i  étant  le 

nombre  des  facteurs  premiers ,  impairs  et  inégaux  qui  divisent  c  ,  3aa 

Ck>roIlaires  généraux  qui  offrent  toutes  les  propriétés  de  la  Table  YIII ,  continuée  in« 

définimeut ,  335 

Tout  nombre  impair,  excepté  seulement  ceux  de  la  forme  8/»-|-7>  ^^t  la  somme  de 

trois  quarrés ,  336 

Tout  nombre  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires ,  55j 

Tout  nombre  double  d*ùn  impair  est  la  somme  de  trois  quarrés ,  ibid. 

Tout  nombre  entier,  ou  au  moins  son  double,  est  la  somme  de  trois  quarrés,       338 

On  peut  trouver  un  nombre  qui  ait  tant  de  formes  trinaires  qu'on  voudra,        ibid. 

QUATRIÈME  PARTIE. 

MÉTHODES   ET  RECHERCHES   DIVERSES. 

§  I.   Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres  j  5^0 

L'aire  d'un  triangle  rectangle  en  nombres  entiers  ne  saurait  être  égale  à  un  quarré,  ibid. 

La  somme  de  deux  biquarrés  ne  peut  être  un  quarré,  3^3 

La  formule  x^  +  ay*  ne  peut  être  un  quarré^  544 

Aucun  nombre  triangulaire ,  excepté  i  ,  n'est  égal  à  un  biquarré ,  3^5 

La  somme  ou  la  diff'érence  de  deux  cubes  ne  peut  être  un  cube ,  ibid. 

Elle  ne  peut  non  plus  être  double  d'un  cube,  547 

Aucun  nombre  triangulaire ,  excepté  i ,  n'est  égal  à  un  cube ,  348 

§  IL  Théorèmes  concernant  la  résolution  en  nombres  entiers  de  Véquation 
x«— b  =  a)r,  349 

Condition  de  possibilité  et  réduction  de  l'équation  lorsque  a  est  un  nombre  premier, 

ibid^ 
Résolution  de  l'équation  x*  — - 1  =  oy ,  lorsque  a  est  un  nombre  premier,  et nim  di- 
viseur de  a  —  1  ,  35o 
Résolution  de  l'équation  a:^*-|-  ir=zay ,  dans  les  mêmes  cas ,  353 
Résolution  de  l'équation  x^  —  &  =  oy ,  dans  les  mêmes  cas  ,  355 
Résolution  générale  de  la  même  équation ,                                 «                                   35/ 

§  IIL  Résolution  de  ^équation  x*  -+-  a  =  a™y,  S5& 

§  IV.  Méthode  pour  trouver  le  diifiseur  quadratique  qui  renferme  le  pro^ 
duit  de  plusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés  ,  3&i 

Formule  pour  avoir  le  produit  de  deux  diviseurs  quadratiques  donnés  ,  36^ 

Formule  pour  avoir  le  produit  de  deux  diviseurs  quadratiques  semblables,  365 

Diverses  formes  dont  est  susceptible  le  produit  de  plusieurs  diviseurs  quadratique» 
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donnés,  pag.  367 

Formule  pour  avoir  la  pnissance  n  d'un  diviseur  quadratique  donné ,  36g 

§  V.  Résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation  ljy*'^Myz  +  'Nz*=:hn  y 
n  étant  le  produit  de  plusieurs  indéterminées  ou  de  leurs  puissances ,  874 

Après  avoir  dégagé  le  second  membre  du  facteur  constant  b ,  on  fait  voir  comment 
la  résolution  de  cette  équation  se  déduit  des  développemeos  donnés  dans  le  §  pré- 
cédent ,  375 

Exemples  divers ,  375  —  379 

S-  VI.  Démonstration  d'une  propriété  relative  aux  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  t*  +  au*  ^  a  étant  un  nombre  premier  8n  «4^  i ,  58o 

Après  quelques  propositions  subsidiaires,  on  prouve  que  Téquation  r/*=Pr*  + 
SkQYZ  +  RZ^f  dans  laquelle  PR  —  Ç»  =  a ,  n'est  susceptible  que  de  deux  solutions, 
lesquelles  se  réduisent  à  une  seule  ^  lorsque  Téquatlon  proposée  est  de  la  forme 
IJ^  =  sçy»  4.  aya+  i  (a  4.  i)z»,  383 

De  là  on  conclut  que  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  /^n^  \  de  la  formule 
/*-f"  ^^^  y  surpasse  toujours  d*une  unité  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4^  +  3 
de  la  même  formule ,  385 

§  VU,  Démonstration  du  théorème  contenant  la  loi  de  réciprocité  qui 
existe  entre  deux  nombres  premiers  quelconques  j  586 

§  VIII.  D'une  loi  très-remarquable  observée  dans  Vénumération  des  nombres^ 

premiers  j  694 

Comparaison  de  la  formule  avec  les  Tables,  ibid. 

Valeur  moyenne  et  probable  de   la  diGFérence  entre  deux  nombres  premiers  consé- 
cutifs ,  395 
Sommation  de  quelques  suites  qui  dépendent  de  la  loi  des  nombres  premiers^      396 
Essai  sur  la  démonstration  de  la  formule  trouvée  par  induction ,                             398 

§  IX.  Démonstration  de  divers  théorèmes  sur  les  progressions  arithmé-^ 
tiques  y  Sgg 

Si  on  désigne  par  ^  le  terme  de  rang  (Je  — 1)  dans  la  suite  des  nombres  premiers 

3,  5,  7i  11 ,  etc.,  je  dis  que  sur  tf  termes  consécutifs  d*une  progression  arithmétique 

quelconque ,  il  y  en  aura  toujours  au  moins  un  qui  ne  sera  divisible  par  aucun  terme 

pris  dans  une  suite  de  k  nombres  premiers  quelconques ,  ^oJ^ 

n  en  résulte  que  toute  progression  arithmétique ,  dont  le  premier  terme  et  la  raison 

sont  premiers  entre  eux,  contient  une  infinité  de  nombres  premiers,  ibid. 

§  X,  OM  Von  prouve  que  tout  diviseur  quadratique  de  la  formule  l*-|-Nu% 
contient  au  moins  un  nombre  premier  à'^  et  plus  petit  que  N  ,  4^7 

S  XI.  Méthodes  pour  trouver  combien  ,  dans  une  progression  arithmétique 
quelconque  j  iljr  a  de  termes  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres 
premiers  compris  dans  une  suite  donnée,  4^^ 
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Formule  générale  qui  satisfait  dans  tous  les  cas,  pag.  4<4 

Algorithme  pour  simplifier  le  calcul  de  la  formule  générale  »  4^^ 

,  Formules  pour  la  comparaison  des  diverses  progressions ,  4^0 

Une  progression  quelconque  et  la  simple  progression  des  nombres  impairs  peuvent  être 

disposées  terme  à  terme ,  de  manière  que  les  termes  corretpondans  soient  tous  deux 

premiers ,  ou  tous  deux  non-premiers  à  un  même  produit  Cï  ^  4^a 

§  XIL   Méthodes  pour  compléter  la  résolution   en  nombres  entiers  des 
équations  indéterminées  du  second  degré  y  4^ 

On  ramène  généralement  l'équation  c^ -f~ ^^ -f-cz^-f-€^-(~y^-f'g==o  à  la  forme 
tfy/*  +  ty a'+  ^*'*  =  if  :  on  donne  ensuite  une  méthode  générale  et  exempte  de  tâton- 
nement pour  déduire  des  valeurs  dej/  etz'  celles  de  j^  et  2  en  nombres  entiers,  4^^ 

Le  succès  de  la  méthode  précédente  étant  fondé  sur  ce  que  les  fractions  k  faire  dis- 
paraître ont  pour  dénominateur  bb  —  /^ac ,  on  se  propose  plus  généralement  de  dé- 
terminer Texposant  »,  tel  qu'en  faisant  (^  +  4V^-^*  =  ^+ ^  V'-^*  '*  quantité 
},p^fjiG  -f-  V  soit  divisible  par  un  nombre  premier  quelconque  «,  ^2j 

On  détermine  ensuite  directement  la  valeur  du  même  exposant ,  telle  que  kF'\'1/.G  -f-  ^ 
sôit  divisible  par  une  puissance  donnée  du  nombre  premier  »  ,  4^S 

§  Xm.  Méthode  de  Fermât  pour  la  résolution  de  l'équation  y*  =  a  + 
bx  -|-  ex*  -|-  dx'  -f-  ex*  en  nombres  rationnels  ,  4^  ï 

Si  l'équation  proposée  est  telle  que  a  ou  e  soit  un  quarré  positif ,  ou  si  on  en  connaît 

une  solution ,  on  donne  la  méthode  d'avoir  successivement  d'autres  solutions ,     ibid. 

Application  à  deux  problèmes  particuliers ,  4^3 

CINQUIÈME  PARTIE. 

Usage  de  V analyse  indéterminée  dans  la  résolution  de  V équation  x"— i  =0 , 
n  étant  un  nombre  premier ,  4^5 

Ayant  fait  X= ,  le  polynôme  X  ne  peut  être  décomposé  en  facteurs  ration- 
nels, 41^3 
Connexion  entre  la  résolution  de  l'équation  X=o  et  celle  de  Téquation  indéterminée 

or»-'  —  1  =  ny ,  A^^ 

Formation  des  périodes  dans  lesquelles  se  distribuent  les  racines  de  l'équation  -Yiso; 
équations  subsidiaires  qui  servent  à  trouyer  la  somme  des  racines  comprises  dans 
chaque  période,  44^  —  459 

Développement  de  la  solution  lorsque  n=  19,  4^^ 

Développement  du  cas  où  n  =:  1 7 ,  4^^ 

En  général  il  résulte  de  cette  théorie  que  si  Ton  décompose  n  —  1  en   ses  facteurs 

premiers  cf'b^c^ ^  etc. ,  la  résolution  de  l'équation  X'=  o  se  réduira  à  celle  de  a  éqiia* 

tions  du  degré  a ,  C  du  degré  b  ,  etc.  465 

On  peut  toujours  trouver  deux  polynômes  K  et  Z,  tels  que  4^=5rr*i:nZ*,      4^8 
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Théorëmei  relatifs  à  la  résolution  de  Téquation  X  =  o ,  dans  le  cas  de  n  =  3m  -f  i , 
et  dans  celui  de  n  =  4^1  +  i  >  P*6-  4?^ 

La  résolution  des  équations  auxiliaires  se  réduit  toujours  à  celle  des  équations  à  deux 
termes  de  même  degré.  On  en  donne  un  exemple  dans  la  résolution  de  Téquation 
0?'*  —  1  =  o ,  ce  qui  condsit  an  même  résultat  qu'a  donné  Yandermonde  dans  ies 
Mémoires  de  T Académie,  année  1771  >  «  47^ 

TABLES. 

I 

Table  /.  Expressions  les  plus  simples  des  formules  Ly^  +  aMyz  +  A'** ,  po^r  toute» 
les  valeurs  du  nombre  noii-quarré  A  =  3f^  —  LN,  depuis  u^  =  fl  jusqu'à  A=  i36. 

Table  JL  Expressions  les  plus  simples  des  formules  Ly  +  Myz  +  Nz"",  pour  toutes 
les  valeurs  de  B=zM^  —  4^^>  depuis  ^  =  5  jusqu'à  ^==3o5. 

Table  ///.Diviseurs  quadratiques  et  linéaires  impairs  de  la  formule  <*  — ai/*,  pour 
tout  nombre  a  non-quarré,  ni  divisible  par  un  quarré ,  depuis  a  =  a  jusqu'à  a  =  7g. 

Table  ÏV,  Diviseurs  quadratiques  et  linéaires  impairs  de  la  formule  t^  +  ou*,  pour 
tout  nombre  a  de  forme  i^-f"  ^  %  non-quarré  ni  divisible  par  un  quarré^  depuis  a=  1 
jusqu'à  a=  io5. 

Table  V,  Diviseurs  quadratiques  et  linéaires  impairs  de  la  formule  t*  -f"  '^'y  po^^  tout 
nombre  a  de  forme  4^^  -f*  3 ,  non-divisible  par  un  quarré ,  depuis  a  =  3  jusqu'à 
a  =  io3. 

Table  VI,  Diviseurs  quadratiques  et  linéaires  impairs  de  la  formule  i^  -f-  ^^^^  >  pour 
tout  nombre  a  de  forme  4»  +  ^  1  non-divisible  par  un  quarré ,  depub  a  =  1  jusqu'à 
c==  53. 

Table  VU*  Diviseurs  quadratiques  et  linéaires  impairs  de  la  formule  ^  '^au^  ^  pour 
tout  nombre  a  de  forme  4^1  +  3 ,  non-divisible  par  un  quarré  ^  depuis  a  =  3  jusqu'à 
a  =  5i. 

Table  VIJI  ^  contenant  les  diviseurs  quadratiques  trinaires  de  la  formule  i^ -^  cv^  ^ 
avec  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  ç ,  pour  tout  nombre  c  qui  n'est  ni  de 
la  forme  ^^  ni  de  la  forme  81»  +  7>  depuis  c  =  1  jusqu'à  c  =  S14. 

Table  IX,  Valeurs  du  produit  = .  2 ,  - ,  —  ... ^  formé  avec  les  nombres  pre- 
miers successifs,  depuis  «  ^=  3  jusqu'à  «  =:  laag. 

Table  X,  contenant  les  fractions* les  plus  simples  —  qui  satisfont  à  l'équation  /n'— ' 
aii*=:dzi,  pour  tout  nombre  non-quarré  a,  depuis  0=  a  jusqu'à  as  i35. 
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ESSAI 


SUR 


LA  THÉORIE  DES  NOMBRES- 


INTRODUCTION 

CONTENANT  DES  NOTIONS  GÉNÉRALES  SUR  LES  NOMBRES. 


!• 


JMoTRB  objet,  dans  cette  Introduction,  est  de  présenter  quelcpie» 
considérations  générales  sur  la  nature  des  nombres,  et  particulièrement 
sur  celle  des  nombres  premiers.  Mais,  ayant  tout,  nous  croyons  devoir 
nous  occuper  de  quelques  propositions  fondamentales ,  dont  la  démons^ 
tration  ne  se  trouve  pas  dans  les  Traités  ordinaires  d'Arithmétique,  ou 
du  moins  n'^  est  présentée  que  d'une  manière  peu  rigoureuse. 

I.  Nous  examinerons  d'abord  pourquoi  le  produit  de  deux  nombres 
demeure  le  même,  en  changeant  Tordre  des  JËsicteurs,  c'est-à«-dire,  pour^ 

Soit  ji  le  plus  grand  des  deux  nombres  A  t\B  y  soit  C  leur  différence/ 
et  en  conséquence  jizszBrjrCé  On  accordera  aisément  que  le  produit 
de  A  par  B ,  c'est-à«-dire  A  pris  B  fois,  ^t  composé  du  produit  de  B 
par  B  et  du  produit  de  C  par  i? ,  de  sorte  qu'en  écrivant  le  multiplia 
citteur  jie  dernier^  on  a  Ax,Bz=:BxB'^Cx.B.  Mais  le  produis 
de  B.  par  A  ou  par  i?+  ^9  ^^^  composé  aussi  de  B  pris  B  fois  et  de  B 
pris  Cfois,  de  sorte  qu'on  a  BxAzzzBxB+Bx.C.  De  là  on  voit 
;qae  le.produit  A  ><,B  Mra  le  même  que  le  produit  ^  x  ^>  si  le  produit 
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partiel  CxS  est  égal  à  5  x  ^.  Mais  par  la  même  raison  Tégalîté  entre 
CB  et  BC  se  prouvera  par  Fégalité  entre  deux  produits  plus  petits  CD 
et  DC;  et  en  continuant  ainsi  on  fMu^endrà  nécessairement^  soit  au  cas 
où  les  deux  facteurs  sont  égaux ^  soit  au  cas  où  lun  des  deux  est  égal 
à  l'unité.  Dans  le  premier  cas  y  l'égalité  est  manifeste  ;  dans  le  second  y 
elle  se  conclut  de  ce..aue  II  x  \  e$t  H  y  ainsi  que'i  X  -ST.  Donc  le 
produit  -^  X  J5  est  toujours'  égal;  au  proauîi  Byi^A. 

.'  IL  Oiî  MppDse  ordinâiréHiiJent  quVn  multipliant  un  nombre  donné  C 
par  un  autre  nombre  N  qui  est  lui-même  le  produit  de  deux  acteurs 
A  et  By  il  revient  au  même  de  multiplier  C  par  N  tout  d'un  coup^  ou 
Men  de  itfuWplîèr  Cpàr  A  y  ensuite  le  produit  par  B. 

Potifr  démotitrter  ctette  j)i^op6iîticln,  j'observe  d'idK>rd  que  le  prodiSiSt  AB 
n'est  atitré'  Crhôse  "  que  1^  -f-  -//  -f-  j^  -f-  etc. ,  ie  *  nombre  de  ces'  fermes 
étant  B.  Lors  donc  qu'on  multiplie  un  troisième  nombre  (7  par  le  pro- 
duit ABy  on  est  censé  répéter  B  fois  l'opération  de  multiplier  Gi^dx  A  ^ 
c'est-à-dire  qu'on  a  CA+CA-^CA^^jt.  y  le  t«raie  CA  étftnt  écrit 

B  fois.  Le  résultat  est  donc  CA  x  By  de  sorte  qu'ont  Cyc.ABzsz  CAx,B. 

ni.  D'après  ces  dent  {tft>pbsiti^ns'^' (t>â'*'Aémohtrera  facileiifient  que 
le  produit  de  tant  de  fauteurs' qxibh  vouâira'^' demeure  toujàtirs  tè  ntême  ^ 
eu  quelque  ordre  ijue  les  facteurs  soieni  multipUés.  "   '        ^  '  «    - 

Pour  prouver,  par  exemple,  que  le  j^duit  Ay^Bx.  CxD  est  égal 
an  produit  C  X  ^  X  Z'  X  -^^  je  commence  jfUur  £sdre  enftorte'  Itjne  la  même 
lettre  occupe  la  demi^  plac$  dans  "les  dbak.  Or  <ki  a,  eta  vârtu  dea 

propositioni    prÀ^éâeates  y    À  x  BÛzsîj  x  CB  =  AU  x.  B  ;    donc 

AxBxCxDz=;ZiCxBxDz=ÂCxBD==ZFdxDxB;Ulettré 
^  est  à  la  denûèré  place  dans  œ  produit,  comme  elle  Test  dans  l'anlre 
produit  donné  CADB.  ObuA  la  dernière  lettre,  Usuâisa  de  prouver  Téglb- 


litë  AC  X  />  =  C X  A  xD;  or  ceH^-cî réiuhe  de  ee  xjwACxsssCxA^ 

IV.  f<Lepff<>dbitdefàeiiKiiQiBbpeaJf  etjBestdhrjsil^ 
>)  qui  divise  exactement  l'un  des  den  fecte^irs  w^  et  ^:.  » 
•    Car  soit  6  un  nombre  cpii  divise  £,  et  soift  énaonséqttance^SxKCxtfy 


on  aura  AS=:AC X^i  donc  -^5  divisé  par  8    donne  le  ^tf tient 
fcxact  AC.  '^^     ^  •      • 

a 

■«.  '     :  ■ 

\ 

.   Vp  m&Uxiffmhre$dm^k'4tt-{aiêimééi^ 

•  •  •  m        ^  
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41  avisera  la  somme  et  la  différence  de  deux  multiples  quelconques  de  ces 

D  nombres,  j^ 

/  Car  si  Fou  a  J^J%  B=Bè,  il  en  résulte  mJdznB=nu4'QdziiB'6, 

quantité  qui^  divisée  par  â^  donne  le  quotient  exact  mA''àznJff. 

-  • 

VI^  <c  Tout  upmbre  premier  qui  ne  devise  ni  Vun  ni  Tautre  des  &c« 
}>  teurs  À  ^\  ByXïià  peut,  diviser  leur  produit  AB.ïï 

.  Cette  propositioû  ëtant  Tune  des  plus  importantes  de  la  théorie  des 
nombres^  nous  donnerons  à  sa  démonstration  tout  le  développement 
nécessaire. 

^  Soit  ^  s'il,  est  po^ible^  â  i;q  nombre  .pi^i^mier  qui  ne  divise  ni  ^  ni  B2 
mais  qui  divise  le  pj:oduit  fÀB  y  on  pourra  supposer  qu'eu  divisant 
A  par  0  on  a  le  qnoâent  /^  (qpî  pourrait  être  z^éro)  et   1^.  reste  À'\ 

ou  aunt  donc  ^=:/it94-^V  ®^  semblablement  B:=:n$^B^.  Donc 
^j55=iwiô«H-/»-^'ÛH-iB^flH-u^'J5'.  Cette  quantité,  d'après  l'hypothèse^ 
doit  êtrç  divisible  ipar  0,  et  comme  les  tijois  premiers  termes  sont  divi- 
sibles tpar  6  y  il  faudra  que  le  quatrième  A'B^  soit  également  divisible 
par  ft  ;-  ainsi  nous  pourrons  faire  jfB'zzz  C9. 

Dans  ce  premier  résultat,  nous  remarquerons  i*.  que  ^  et  ^  ne  sont 
2é];o,ni  l'ua  ni  l'autre,  parce  -que  A  el  B  sont  supposés  non  divisibles 
par  8}  a**,  que  j4^  et  w^^.  comme  restes  d^  la  division  par  0,  sont  moindres 
que  0}  3**.  qu'aucun  des  jgp^res  A*^  et  iST  ne  peut  être  égal  à  Yuidtef 
car  si.pn  avait  A':^  i  yle.ipvqflx^lA^B'  se  réduirait  à  B";  or  B'  étant  <9'^ 

il  egt  impossible  <fi^!^Ai  f^  ^^  ^^\ 

^o  N9i:^,^vons  dopi;  ^^ux^^ç^fpbir^s  entiers ,  A\  B^  tous  deux  plus  grands 

que  Tunité  ,  et  tous  devx  moindre  que  0 ,  dont  le  produit  est  divisible 

par"0,  de  sorte  *qu*on  a  ^jfrsssC'S.  Voyons  les  conséquences  qui  en 

rértitbbt     ■    "    ^    '  *^   .- 

'   Puisque  Jt  est  moindre  que  0>  on  peut  diviser  0  par  A'  \  soit  p  le 

^Mtiéflt^t  ^te  rasfley  on  an»  9:s3LpA'^A'';  4anc  %^B=:pA'B^A''B. 

jûe  {MWmiet  imnpsbrt  e$t  divisible  par  0 ,  il  £iut  donc  que  le  second  le 

•oit  aussi.  Mais  k  partie  A'B  est  divisible  d'elle-même  par  0,  puisque 

^UTBwiffêi  émsc  IVratre  pattie  ^'jB'  doit  être  enoûre  divisible  par  0. 

Le  nombre  A'y  comme  reste  d&da  division  par  A^y  est  moimbre  que  A\ 
H  )ie  )pêht  d^iWrars  4trt  %ito^  car  si  cela  était,  0  serait  divisible  par  A^. 
49^  ne  sendt  plm  tm  nombre  premier.  Donc  du  produit  A^B,  supposé 
ibisil4«  par  9,  on  tire  un  autre  produit  A'B  divisible  encore  par  0  , 
M  oni  eM  plus  petit  que  A'B  sans  être  zéro. 
-  Bfc  stdvMtt  1^  ttdaie  ms^nnement^  on  déduira  du  produit  A'B  un 


i  1*^  l'^ 
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auti'e  produit  JfB'  ou  y/'J?*^  «encore  plus  petit ^  et  qui  sera  toujours  di« 
visible  par  0  sans  être  zéro. 

Et  en  continuant  la  suite  de  ces  produits  décroissans  ^  on  parviendra 
nécessairement  à  un  nombre  moindre  que  0.  Or  il  est  impossible  qu'un 
nombre  moindre  que  0^  et  qui  n'est  pas  zéro,  soit  divisible  par  0;  donc 
l'hypothèse  d'où  l'on  est  parti  ne  saurait  avoir  lieu. 

Donc  si  les  nombres  A  et  B  ne  sont  divisibles  y  ni   Fun  ni  l'autre  f 

par  Qy  leur  produit  JB  ne  pourra  non  plus  être  divisible  par  0. 

■» 

VIL  La  doctrine  des  incommensurables  repose  entièrement  sur  le 
principe  qu'on  vient  de  démontrer.  En  effet,  s'il  existait,  par  exemple^ 

une  fraction  rationnelle  —  égale  à  y/^,  il  faudrait  que  -^  fut  égale  à  a. 

Donc  m*  devrait  être  divisible  par ,  chacun  des  nombres  premiers   qui 

divisent  n.  Mais  la  fraction  —  étant  censée  irréductible,  iti  n'a  aucun 

diviseur  commun  avec  wj  donc,  en  vertu  du  théorème  précédent,  m*  ne 
peut  avoir  non  plus  aucun  diviseur  commun  avec  n;  donc  il  est  im- 
possible qu'on  ait  -7=  :2. 

En  général  une  puissance  quelconque  du  nombre  a  ne  peut  avoir  poui^ 
diviseurs  d'autres'  nombres  premiers  que  ceux  qui  divisent  a  ;  ainsi  s'il 
n'y  a  point  de  nombre  entier  x  tel  que  a;"  :=  & ,  b  étant  un  nombre 

donné,  il  n'y  a  point  non  plus  de  fraction  -  telle  que  ^  =  ^. . 


<  * 


Vni.  (i  Un  nombre  quelconque  iV,  s'il  n'est  .pas  premier,  peut  être 
»  représenté  par  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  a,  €,  ^,  etc. , 
»  élevés  chacun  à  une  puissance  quelconque,  de  sorte  qu'on  peut  toujours 
»  supposer  i\r=pt'"€">'',  etc.  » 

La  méthode  à  suivre  pour  opérer  cette  décomposition ,  consiste  à 

essayer  la  division  du  nombre  N  par  chacun  des  nombres  premiers 

n4  iHJifi  ^A*^  3^  3,5,7,  ^^  y  ^^^*  Lorsque  la  division  réussit  par  l'un  de  ces  nombres  et^ 

^^(p(j^        on  la  répète  autant  de  fois  qu'elle  est  possible,  par  exemple,  m  fois,  et 

en  appelant  le  dernier  quotient  P,  on  a  N:=^(t'^P. 

Le  nombre  P  ne  pouvant  plus  être  divisé  par  a ,  Il  est  inutile  d'essayeir 
ia  division  de  P  par  un  nombre  premier  moindre  que  a  ;  car  si  P  était 
divisible  par  0  moindre  que  a.  Il  est  clair  que  N  serait  aussi  divisible 
par  0,  ce  qui  est  contraire  à  la  supposition.  On  ne  devra  donc  essayer 
de  diviser  P  que  par  des  nombres  premiers  plus  grands  que  et}  on  trour 


introduction;  5 

vera  ainsi  successivement  P=s€"Q,  Qsszyf'B,  etc.,  ce  qui  donnera 
'N;=etrC'y,  etc. 

IX.  «  Si,  après  avoir  essayé  la  division  d'un  nombre  donné  N  par  les 
»  nombres  premiers  plus  petits  que  \/Ny  on  n'en  trouve  aucun  qui  di- 
})  vise  iV ,  on  en  conclura  avec  certitude  que  N  est  un  nombre  premier.  >i 

Car  supposons  que  N  soit  divisible  par  un  nombre  premier  9  >  \/]V, 
on  aurait  donc,  en  appelant  P  le  quotient,    N'zszQP.   Mais  puisque 

8  est  >l/iV,  on  aura  P  =  j<-~<i/iV^;  donc  N  serait  divisible 

par  un  nombre  P  moindre  que  \/iV;  donc ,  à  plus  forte  raison,  il  serait 
divisible  par  un  nombre  premier  <  V^Ny  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
On  peut  donc  trouver,  de  cette  manière ,  si  un  nombre  donné  JV  est 
premier,  ou  s'il  ne  Test  pas  ;  mais  quoique  cette  méthode  soit  susceptible 
de  quelques  abrégés  dont  nous  ferons  mention  ci-après,  elle  est  en  général 
longue  et  fastidieuse.  Aussi  plusieurs  mathématiciens  ont-ils  jugé  con«- 
venable  de  construire  des  tables  de  nombres  premiers  plus  ou  moins 
étendues. 

La  manière  la  plus  simple  de  construire  ces  tables,  est  de  commencer  * 

'  par  écrire- dfs  suite  lea nombres  impairs  i,  3,  5,  7,  etc.. jusqu'à  looooo, 
ou  telle  autre  liinite  qu'on  peut  se  proposer.   Cette  suite  étant  formée, 
on  en  efface  successivement  tous  les  multiples  de  3,  tous  ceux  de   5, 
tous  ceux  de  7,  etc.,  en  conservant  seidement  les  premiers  termes  3, 
5,7,  etc.,  non  effacés  par  les  opérations  antérieures.  De  cette  ipanière; 
il  est  visible  que  tous  les  nombres  restans  n'ont  d'autres  diviseurs  qu'eux- 
même»,  et  qii'ainsi  ils  sont  des'  nombres  premiers.  On  trouvera  à  la  fin 
de  cet  Ouvrage  une  Table  li*  IX ,  qui  contient  les  ncynbres  premiers         /      />  ' 
jusqu'à   1229.  Dans  un  Livre  intitulé ,  Georgii  Vega  Tahulœ  logarith--       ^^^  f 
micotrigonometricœ ,  Lipsiœ  1797,  on  en  trouve  une  qui  s'étend  jusqu'à   O^i^i'*-*^  ^* 
4.00000,  et  qui  a,  de  plus,  l'avantage  d'indiquer  pour  chaque  nonÂre     /      r,     r      ^ 
composé  le  plus  petit  nombre  premier  qui  en  est  diviseur.  /ifn*^<^^   y^ 

X.  Un  nombre  N  étant  réduit  à  la  forme  a*'C">%  etc. ,  tout  diviseur    .       , 

de  ce  non[ibre  sera  aussi  de  la  forme  af^&y^y  etc.,  où  les  exposans  ^,  ^^"^       ^  f 

Vy  "TCy  etc.  ne  pourront  surpasser  m,  /?,/?,  etc.  Il  suit  de  là  que   tous  ^Uf^M^^  •♦^  h 
les  diviseurs  du  nombre  N  seront  les  différens  termes    du   produit  ^  y    . 

développé  ^  **/^-^  '^  -^ 

P=B(i4-«4-tt»...+«-)  (i4-€-J-€«...4-C«)  (etc.)  i^M*Mm^  o-  *« 
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Donc  li  nombre  de  tous  ces  diviseurs  est  - 

(/n+i)  (/^+I)  (;^+ï)  etc. 
Et  en  même  temps  la  somme  de  ces  mêmes  diviseurs  est  égale  a  P  et 
peUt  se  mettre  sous  la  forme' 

Par  exemple ,  puisqu^on  ai  S6o  =s  â' .  5* .  5',  le  nombre  des  cirvisetxrs 
de  i6o  est  4-5.^;=sa4,'  et  leur  soxmBe    '*  ^  ^ 

fl<— 1  aP— 1   5*— 1  r     »  iî_^ 


XI^  Il  est  &cil^  do  trouver  un  nombre  ^tà  ait  tan^  de  diviseurs  qu'on 
troudi^.  Gkerchons ,  par  exemple^  on  nombre  qui  ait  36  divisç^rs;^on 
dsc<^posttra  36  en  Êiçteurs  premiera  ou  ppn ,  tels  que  4  •  3  •  3  ;  ;on  di- 
jounuera  cbaqae  facteur  d'une  unité ,  ce  qui  dpnnera  5^2.2;  d'pù  Toq 
conclura  €pk^jtt?C^^  est  Tune  des  formes  ^u.nombic^  cherché^  ^#.Cf  y 
^tânt  des  nombres  premiers  inégaux.  Les  facteurs  6^  5^  2  donneraient 
une  autre  forme  A^C^'y  dans  laquelle  le  plus  simple  des  nombres  com.7 
pris  est  3*.'5*.5=c  i44o- 

'  XDt. .  Si  on  cherche  en  combien  de  manières  le  nombre  -^2=  a,^C^y^  etc. 
{leût  être  lé  prodtdt  de  deux  Êicteurs  ^  et  J?^  on  trouvera  que  ce  non^ro 
tszKfn'^i)  (n+i)  (/^  +  i)  .etc.  Car  chai^ue  dîyisenr  ^est  accompagna 

oe  son  inverse  -^  ou  JB;  ainsi  le  nombre  des  quantités  AB  ou  BA  est 

la  moitié  de  celui  des .  diviseurr  de  N.  r 

Si  le  nombre  N  était  un  quarré,  tous  les  exposans  m,  n,  p,  etc« 
seraient  p«rs^  et  alors  la  moitié  du  produit  (m^t)  (n^i)  (p+i)jBt6. 

contiendrait  la  fraction  {^  pour  laquièlle  il  £Biudrait  prendre  l'unité. 

"  #      *  ■. 

■'  .... 

,  TiîJl»  SilW  vëukt.qi^e  les  deux  j^cteiiif s  dans  lesquels  on  décompose 
le  wmbri^  iV^  soient  premiers  entreeux,  alors  le  nom}}Fe  des  combinai- 
sons rue  dépend  plus  des  exposans  my  riy  p,  etc.  y  et  il  est  le  même  que 
si  le  nombre  N  était  simplement  ^tCyJ^y  etc.  de  sorte  qu'en  appelant  k  le 
nombre  des  Êtcteups  premiers  inégaux  O'yCyy^  etc.^  on  aura  2^"^  pour  le 
nombre  de  ihaHières  de  partager  iv  en  deux  ifacteurs  premiers  entre  eux. 
Phr  exéntpte,  le  noitibre  iBob  pènt  ée  pâîlagef  de  18  Aiàhiëre^-  en 
flèùïT  facteurs  ;  Aï&is  il  ne  peut  se  partager  que  de  qtiatre  màniët*e^  en  denx 
facteurs  premiers  entre  eux;   car  on  a  1 800  =±r 2^ . 3* . 5%  et  îi'^'iié^- 

XIV.  lïn  nombre  N  étant  àmné ,  Boiï  pre|Ki5é  4ei  tinonteF  combien 
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«1  /  a  â9  nombres  premiers  à  iF  et  pbi9  peUts  qn«  JV^.  Pour  cela^ 
nous  aUons  examiner  successivement  ri»fluence  des  différèns  facteurs 
premiers  sur  le  résultat. 

Soit  d'abord  N^=.olM  y  tt  étant  un  nombre  premier  etilf  un  fiicteur 
quelconque  qui  pourrait  être  divisible  par  a  ou  par  une  pnissaiiee  4e  â. 
Si  l'on  coMi^re  la  «vite  dés  ôombr^s  patureli  i  ^  2^  3^.  •  .N ^  les  termes 
de  cette  suite  qui  «ont  divi^les  par  a  £dipent  eux-mêmes  la  suite 
a^  ntty  5eL. .  .Ma;  leur  nopmbre  s:^M;  àûaç  en  appelant  x  le  nombre 
'des  termes  de  la  première  $uite  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  a  ^  on  aura 

Soit  en  second  lieu  N:ssaÇM,'a  et  C  éttmt  deux  nombres  premiers 
diffëfens  et  M  un  fatcteur  quelconque.  Dans  la  suite  x  ^  :2^  $« .  .i^^  an 
peut  distinguer  trois  sortes  de  ierm«y  1**.  les  a:  termes  quS'%6^  séhV^ 
Visibles  ni  par  «  ni  par  €;  a"*,  les  tenues  <}tai  Sont  dximMelf  par*  Vttn  dt 
ces  nombres  premi^^^^dns  l'êtf é  par  l'antre  7  5^.  les  ternes  ditisiJ46^ 

paf' ctÇ. 

If 
Les  termes  divisibles  par  «  sont  au  nombre  de  —  ou  M€}  mais  si  on 

en  exclut  les  termes  divisibles  par  Ç,  leur  nombre  se  réduira  j  suivant 
ce  qu*ori  a  déjà  trouvé,  \  J^(€' —  i).  De  même  les  tenheè  divi^bles 
fwr  €y  sans  l'être  par  «,  sont  au  nombre  de  ^(«t  — - 1).  £afîa  les  t^naoïes 
divisibles  par  m€  Bont  au  nombre  de  M.  Donc  on  aur^ 

ciÇM=:x  +  M(€^t)^M      ' 

+  A^(«t— i); 
d'où  Fon  tire 

Soit  en  troisième  lieu  N=^  cLQyM;  nous  distinguerons  semblablement 
dans  la  suite  i^  2,  ^...N^  quatre  sortes  de  termes,  i''.  les  x  termea 
qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  (acteurs  oLy  Cy  y;  2^.  les  termes 
qui  sont  divisibles  par  un  de  ces  Jeteurs  seulement;  3*.  ceux  qui  le 
tOiA  par  deux  seulement;  4**  enfin  aemX^Êpi  ie  sont  par  fmsL' 

Les  termes  divisibles  par  a  sont  en  général  au  nombre  de  ^  oa 

MGy;  mais  si  parmi  eux  on  ne  considère  que  ceux  qui  sont  premiers 
à  6,  et  y  y  leur  nombre  se  réduit  à  jtf  (6— 1)  (j^— i),  ainsi  qu'on  l'a 
trouvé  dans  le  second  cas. 

>  Les  tenaes  divisibles  par  a£  sont  en  général  au  nonbre  de  -^/On  Myi 
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mais  en  ne  considérant  parmi  ceut-ci  que  les  termes  premiers  ity,  letxr 
nombre  se  réduit  k  M^y^^i). 

Enfin  les  termes  divi^les  par  oiÇy  sont  au  nombre  de  -7-  ou  M: 

Donc  on  aura  jY  ou 

+  itf(a— i)  (€—!)  + J»f(Ç-.i). 

Soît,  pour  un  moment^  «— .ï=a',  € — ï=Ç',  >—is=)r',  le  premier 
mejnbre  deviendra  M((t'+  i)  (é'+i)  (>''+0>  ^^ 

Et  le  second  membre  ne  difiêre  de  cette  quantité  que  par  le  premier 
terme  ^  qui  est  a;  au  lieu  de  MafC^y.  Donc  on  a  x7=iMeL'C'y,  ou 

Le  même  raisonnement  s'étend  aisément  à  un  plus  grand  nombre  de 
Acteurs^  et  on  voit  que  le  résultat  sera  toujours  de  la  même  forme. 

XV.  Cela  posé,  tout  nombre  N  pouvant  être  mis  sous  la  formÇ' 
^Ç'^f  etc.,  laquelle  est  comprise  dans  l'expression  gfoàrale  Met^y^  etc«^r 
il  est  clair  que  par  la  forniule 

on  connaîtra  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  k  N  et  plus  petits 
que  N. 

Par  exemple,  on  a  6o=s2*.3.5,  et  60(1— i)  (i— §)  (i— |)?=i6; 
donc  il  y  a  16  nombres  plus  petits  que  60  et  premiers  à  60.  Ces  nombres 
sont  I,  7,  II,  i5,  17,  19,  23,  :î9,  3i,  3;,  41,  43,  47,  49,  53,  Sg, 

XVI.  Cherchons  maintenant  combien  de  fois  un  uQmbre  preniier 
donné  8  est  facteur  dans  la  suite  des  nombres  naturels  depuis  i  jusqu'à  N^ 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  quelle  est  la  plus  grande  puissance  de  (I 
cpii  divise  le  produit  i  .2.3.  •  .N. 

Pour  cela,  désignons  par  J^(-^  l'entier  le  plus  grand  contenu  dân$    1 

mm 

la  fraction  -,  et  le  nombre  cherché  ou  l'exposant  de  â  étant  nommé  ^r^ 
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nons  auroxis 

cette  suite  étant  prolongée  tant  que  le  numérateur  est  plus  grand  que 
le  dénominateur* 

y  J  représente  le  nombre  des  termes 

de  la  suite  i ^  2,  5....N ,  qui  sont  divisibles  par  0 ;  pareiUement ^ 

JE  Ç^j  représente  le  nombre  des  termes  de  la  même  suite  qui  sont  di-«; 

visibles  par  0%  ainsi  des  autres.  Or  si  dans  le  produit  i.2.5. .  .N^  il 
n'y  avait  point  de  termes  divisibles  par  6%  le  nombre  des  facteurs  0  qui 

divisent  ce  produit  serait  simplement  JE  Tj  J;  s'ily  a  ensuite  des  termes 

divisibles  par  0%  chacun  de  ces  termes  ajoute  un  nouveau  facteur  fi  à 

celui  qui  était  déjà  compris  dans  E  C^ji  ^^  sorte  qu'à  raison  des  termes 

divisibles  par  0^  et  des  termes  divisibles  par  0*,  le  nombre  des  Êicteurs  9 

devient  E  Cj)  +  ^  Cf)'  P^cî1'^^™^û*>  chaque  terme  divisible  par  fl*« 
ajoute  un  ficteur  0  de  plus  k  ceux  qui  étaient  déjà  dénombrés  ;  de  sorte 
que  le  nombre  total  des  facteurs  0  devient  jB^jJ  +  ^(f)  "f*  ^  vP'y' 
ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  une  puissance  0'  >  iV  ;  alors 
la  série  des  E  est  terminée^  puisque  u"  étant  plus  petit  que  Famté^  l'en-; 

tîer  compris  E  (^  j  =s  o. 

XVn.  Cherchons  ^  par  exemple  y  combien ,  dans  le  produit  des  nombres 
naturels  de  i  à  loooo,  il  y  a  de  fois  le  Êicteur  7.  Nous  ferons  l'opéra* 
fion  suivante^  qui  se  termine  bientôt |^ 

oooo\         »  o 
j  =  1428 
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La  somme  de  tous  ces  nombres  ;=  i665;  donc  le  produit  dont  il  6'agk 
est  divisible  par  7*"*. 

Si  le  nombre  proposé  N  eût  été  une  puissance  entière  de  7  ^  on  aurait 

WBL  exactement  Jtrs=  JV  (J-  ^\^  etc.  j  5=2     ~^'>  En  général ,  si  On  a 
iV = &"^  le  nombre  des  facteurs  â  compris  dans  le  produit  i  •  2  •  3  •  •  •  iV  ser^ 

tomme  on  petit  touptirs  le  supposer^ 
jy=^Ô-4--Bfl*+^  +  etc., 

les  coefficiens  A^  B ^  C^  etc.  étant  plus  petits  que  0^  il  en  résultera 

TJ—A—B—C—^\c. 
*== TTi 


XVni.  Dans  le  cas  particulier  où  0=2^  si  Ton  a  iVs;  2*^  il  en  rér 
sultera  \xs:iV^— >  i^  et  si  Ton  fait  généralement 

iVss  :i"  +  a"  +  2^ -f- etc. , 
en  aura 

A  étant  le  nombre  des  termes  2"*,  a%  2%  etc.  dont  se  compose  la  valeor 
de  if. 

Veut-on,  par  exemple,  savoir  combien  de  fois  2  est  facteur  dans  la 
suite  des  nombres  naturels  de  i  à  1000  ?  on  décomposera  1000  en  puis^ 
sances  de  2,  savoir  a»  +  2* -(-  2'  +  2*  -f-  2*+  2^  ;  et  comme  le  nombre 
de  ces  termes  est  6,  le  nombre  cherché  sera  1000*— 6  ou  994* 

Le  même  résultat  s'obtient  non  moins  facilement  par  la  formule  gé-* 

n^nle,  cm  on  •  £(  ^)  =  5oo,  jB  (^)  =  25o,  £(252)=  ,»5j 

B  (i^)  =  6,,  <^)=5.,  ^©=.5.  £(^)  =  7,  £(?)  =  »' 
J?  r-j=si,  et  la  somme  de  tous  ces  nombres  =:  gg4* 

XIX.  <^Tout  nombre  premier,  excepté  2  et  S,  est  compris  dans  la 
D  formule  6a:=t:i.  j) 

En  effet,  si  l'on  divise  un  nombre  impair  par  6 ,  le  reste  ne  peut  être 
que  l'un  des  nombres  i,  3,  5.  Donc  tout  nombre  impair  peut  être  re« 
présenté  par  Tune  des  fbnmoles  6a:4-i^&C7^3,&ri+;^«  L^  secondo 


y 
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«ke  peut  conraiir  aux  nombres  premiers  ^  puisqu'elle  est  divisible  par  5^ 
et  que  3  est  excepté  ;  d'ailleurs  la  formule  6x  +  ^  contient  les  mêmes 
nombres  que  dr— -*  i  ;  donc  tout  nombre  premier^  hors  2  et.  5^  est  com*« 
pris  dans  la  formule  6jr  zb  i  • 

Il  ne  s'ensuit  pas  réciproquement  que  tout  nombre  compris  dans  la 
formule  6ir  ±  i  soit  un  nombre  premier  ;  on  trouverait  que  cela  n'a  pas 
lieu  lorsque  a:=:4>  6,  etc. 

XX.  En  général  il  n'existe  aucune  formule  algébrique  propre  à  n'ex^ 
primer  que  des  nombres  premiers.  Car  soit,  par  exemple,  la  formule 
P  z=:ax^  -f-  bx^  '^cx'^dy  et  supposons  qu'en  faisant  x  =  i,  la  valeur 
de  P  sôit  égale  au  nombre  premier  pi  si  on  £sdt  a:=Â:+/j7-,  j  étant 
un  entier  quelconque,  on  aura 

d'où  Ton  voit  que  P  n'est  pas  un  nombre  premier,  puisqu'il  est  divi- 
sible par  ;?  et  différent  àe  p. 

Il  est  néanmoins  quelques  formules  remarquables  par  la  multitude  des 
nombres  premiers  qu'elles  contiennent:  telle  est  la  formule  jc*+a:-f-4ï> 
dont  Euler  fait  mention  dans  les  Mémoires  de  Berlin ,  1772,  pag.  36  ^ 
et  dans  laquelle,  si  l'on  fait  successivement  jc=50,  i,  2,  3,  etc.,  on  a 

la  suite  4^9  4^^  47>  ^^y  ^<>  l^y  ^^*  y  dont  1^  quarante  premiers  termes 
sont  des  nombres  premiers. 

On  peut  citer  dans  le  même  genre  la  formuLs  o^*  -f*  a:  -f- 1 7  >  dont  les 
dix-sept  premiers  termes  sont  des  nombres  premiers  ;  la  formide  2x'-{~^9> 
dont  les  yingt-neuf  premiers  termes  le  sont,  et  une  foule  d'autres. 

XXL  Si  on  ne  peut  pas  trouver  de  formule  aljgébrique  qui  renferme 
uniquement  des  nombres  premiers ,  à  plus  forte  raison  n'en  peut-on  pas 
trouver  ime  qui  renferme  absolument  tous  ces  nombres  et  qui  soit  Tex- 
|itfes8k>n  de  leur  loi  générale.  Cette  loi  parait  très-difficile  à  trouver,  et 
il  n'y  a  guère  d'espérance  qu'oAi  y  parvienne  jamais.  Gela  n'empêche  pas 
*q[a'on  ne  puisse  découvrir  et  démontrer  un  grand  nombre  de  propriétés 
générales  des  nombres  premiers,  lesquelles  répandent  un  grand  jour  sur 
Jeur  nature. 

Et  d'abord  nous  pouvons  démontrer  rigoureusement  que  la  multitude 
des  nombres  premiers  est  infinie. 

Car  si  la  sinte  des  nombres  premiers  i.a.3.5.7.ii ,  etc.  était  finie, 
et  que  pGAh  dernier  OU  lei^  grand  de  tous .  il  faudrait  qu'un  nombre 
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quelconque  N  fut  toujours  divisible  par  quelqu'un  des  nombres  premiers 
1.2.3.5.../?.  Mais  si  on  représente  par  P  le  produit  de  tous  ce» 
nombres  (i),  il  est  clair  qu'en  divisant  P'+'i  par  l'un  quelconque  deR 
noml>res  premiers  jusqu'à  P,  le  reste  sera  i.  Donc  l'hypothèse  que  p 
est  le  plus  grand  des  nombres  premiers  ne  saurait  avoir  lieu;  donc  la 
multitude  des  nombres  premiers  est  infinie. 

Cette  proposition  se  prouve  encore  d'une  manière  directe   et  fori  . 
élégante ,  en  faisant  voir  que  la  suite  réciproque  des  nombres  premiers^ 
7+î+i  +  i+^4-ctc.  a  une  somme  infinie  (Introd.  in  Anal,  infin., 
pag.   J235), 

XXII.  Tous  les  nombres  impairs  se  représentent  par  la  formule 
SJKT-f-i^  laquelle^  selon  que  x  est  pair  ou  impair^  contient  les  deux 
formes  4^-{-  i  et  4^ —  i  ou  4^+3.  De  là  deux  grandes  divisions  de» 
nombres  premiers ,  l'une  comprenant  les  nombres  premiers  4*^  +  ^  ^ 
savoir ^  I,  5,  i3,  17,  29,  37,  ^\^  53^  61,  73,  etc.;  l'autre  comprenant 
les   nombres   premiers  4^ — i   ou  4^-j-3,   savoir^  3,  7,  ii,  ig,  aS^ 

3i^  4^9  4? 9  ^9>  ^^^*^ 

La  forme  générale  4^^i  se  subdivise  en  deux  autres  formes  Sx^^i 
et  8a: — 3  ou  8j:+5;  de  même  la  forme  4^+3  se  subdivise  en  deux 
autres  8x4-3  et  807+7  ou  &x — 1;  de  sorte  que  relativement  aux  mul- 
tiples de  8  ^  les  nombres  premiers  se  partagent  en  ces  quatre  formes 
principales  r 

« 

8x-f-i  .  .  .   ï,  17,  4ï>  75»  89,  97,  ii5,  137,  etcv 

8o:  +  3  •  .  .   5,  II,  19,  45,  59,  67,     83,  107,  etc.- 

8a:-f-5  .  .  .5,  ï3,  29,  37,  53,  61,  loi,  109,  etc.  •  ^ 

8^  +  7  •  •  •  7^  A  3i,  47,  71,  79,  io3,  127,  etc; 


mtm^mmmmmmmm^mmÊi^mÊmm»Êmi^m^^m^mamm^mtm^mamÊi*mma^m^mmmmmmimÊm^^ 


(1)  Si  Ton  admet  saccessivemenf  2,  3,  4>  ^tc.  facteurs  dans  le  produit  P  ^  oâ 
trouvera  que  le  nombre  P+  i  prend  les  valeurs  3>  7,  3i,  an,  â3ii,  3oo3i,  etc.  Lea 
cinq  premiers  termes  de  cette  suite  sont  des  nombres  premiers ,  ce  qui  pourrait  £aîr9 
présnmer  que  les  suivans  le  sont  :  mais  cette  conjecture  est  bientôt  anéantie ,  en  exa*^ 
minant  le  sixième  terme  3oo3i ,  qu*on  trouve  être  le  produit  de  59  par  609.  Ea 
général,  c'est  un  problème  difficile  et  non  encore  résolu,  de  trouver  un  nombre pre-* 
mier  plus  grand  qu'un  nombre  donné.  Fermât  avait  annoncé  (mais  sans  dire  qu'il  é)t 
eût  la  démonstration)  que  la  formule  a*  +  *  donnait  toujours  des  nombres  premiers, 
pourvu  qu'on  prit  pour  x  un  terme  de  la  progression  double  1,  a,  4»  ^t  ^^»  ^^^* 
Cette  formulé,  qui  aurait  fourni  une  solution  très-simple  du  problème  mentiooué, 
e'est  trouvée  en  défaut;  car  suivant  la  remarque  d'Euler^  si  l'on  £ût  a;=î3dj  m 
a  a*  ;-f- 1  55  641 .  6700417. 
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lesquelles  donnent  lieu  à  différens    théorèmes  qui   caractérisent  ces 
formes  et  que  nous  exposerons  dans  la  suite. 

XXIIL  Nous  avons  déjà  vu  que  les  nombres  premiers^  considérés 
par  rapport  aux  multiples  de  6 ,  sont  de  Tune  des  formes  6a:  4*  i  et 
6r  —  1  ou  fir -f-  5  ;  dans  celles-ci  x  peut  être  pair  ou  impair ,  et  de  là 
résultent^  par  rapport  aux  multiples  de  12,  les, quatre  formes  12x4-1  f 
I2X+5,  12x4-7,  1 2x  +11,  chacune  renfermant  une  infinité  de 
nombres  premiers. 

En  général,  a  étant  un  nombre  donné  à  volonté,  tout  nombre  impair 
peut  être  représenté  par  la  formule  /^axzizby  dans  laquelle  b  est  impair 
et  moindre  que  2^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  formule 
4^zx4-^^  dans  laquelle  b  est  impair,  positif  et  moindre  que  4^.  Si,  parmi 
toutes  les  valeurs  possibles  de  ^  ,  on  retranche  celles  qui  ont  un  diviseur 
commun  avec  a,  les  formes  restantes  4^^+^  comprendront  tous  led 
nombres  premiers  (à  l'exception  de  ceitx  qui  divisent  4^)  partages,,i;e^ 
lativement  aux  multiples  de  4^,  en  autant  d'espèces  ou  formes  que  b 
aura  de  valeurs  différentes.  Le  nombre  de  ces  formes  est  évidenmtient 
le  même  que  celui  des  nombres  plus  petits  que  4^  ^^  premiers  à  4^1 
donc  si  on  a  4^  =  3"'A"Cf>  etc.,  ât,  €,  etc.  étant  des  nombres  prenûers^ 
le  nombre  de  ces  formes  sera  donné  par  la  formule 


a 


-4«(i-0  0-^)0-?)'®**'' 


XXrV.  Par  exemple,  si  Ton  ait=:6o>  il  en  résulte  a?=:i6.  Ainsi ^ 
relativement  aux  multiples  de  60 ,  tous  les  nombres  premiers  (  excepté 
:2,  3,  5^  diviseurs  de  60),  se  partagent  ei^  seize  formes,  savoir  : 

60x4-   i>  60x4-  7>  6ox4-iii  6ox4-i5^ 

60x4-17^  60x4-19^  60x4*^5,  60x4-^1 

6ox4-3i,  60x4-57,  6ox4-4ï>  60x4-45* 

6ox4-47>  6ox4-49>  6ox4-55,  60x4-59; 

on  prouvera,  de  plus,  par  la  suite,  que  la  distribution  des  nombresi 
premiers  entre  ces  seize  formes  Se  fait  également ,  ou  suivant  des  rap^ 
ports  qui  tendent  de  plus  en  plus  vers  l'égalité. 


émfmmmmmmmimmmmmmmmm0mmmmmmmmm     i  ^^.^Mw*"^^»^— w^ii^— »^i^ii»— ^*w^w^—  ,■     — — ^i— ^„— pi,— , 
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EXPOSITION  DE  DIVERSES  MÉTHODES  ET  PROPOSITIONS 
RELATIVES  A  L'ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 


"■■         ■'     '      '       '  '  I   I  II  .. 


§  r.  Des  Fractions  continues. 

(i)  MTo  V  II  cbanger  ime  '<pantité  quelconque  x  rationnelle  ou  irratioti* 
nelle  en  fraction  continue,  le  principe  est  de  ûdre  successivement 

«s=«+J?,    a:'ss:«'+^,    x's=«'H-p,    etc., 

a  étant  le  plus  grand  entier  contenu  dans  x,  a'  le  plus  grand  entier  con- 
tenu dans  aff  et  ainsi  de  suite.  De  cette  manière^  il  est  visible  que  la 
quantité  x  sera  transformée  en  cette  fraction  continue 


+7  + 


7+^ 

«e   -f-  etc. 


laquelle  aura  un  nombre  fini  ou  infini  de  termes  ^  selon  que  la  quantité  X 
est  rationnelle  ou  irrationnelle*  . 

.  ■  I  r 

Ces  termes  ou  quotiens  et  y  ^^,(^i  etc.  sont  supposés  j  ainsi  que  la 
quantité  x^  toujoord  positif  (  le  premier  et  serait  zéro ,  si  a:  était  au- 
dessous  de  Funité).  Quelquefois  cependant  il  convient,  pour  rendre 
la  suite  plus  convergente ,  d'admettre  des  quotiens  négatifs  ;  mais  c'est 
une  exception  dont  il  Êiut  avertir  expressément ,  et  qui  n'aura  pas  lieu 
dans  ce  qui  suit. 

(a)  Lorsque  la  quantité  ùc  est  une  fraction  rationnelle  -^,pourtrans<> 

former  cette  quantité  en  fraction  continue ,  il   ne  s'agit  que  de  faire  ^ 
•ur  les  deux  nombres  M  et  N^  la  même  opération  que  si  on  en  cher-. 
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cliait  le  plus  grand  commun  diviseur.  Voici  le  tjrpe  de  cette  opération^ 
^-•en  supposant  M^  N. 

■:£  MiN  N(P  PtQ 

*'  rertePl«»      teAe  QW*      reste  m «"     "* 

Pu*  ce  itioy«n,  on  a  succeteivement 

77«=»"+"iv'       p«»H-t*       ^«••♦•15»    •**'• 
Donc 

-r«+etc  •+?+ctc. 

Dans  ce  cas^  les  termes  de  la  fraction  continue  ne  sont  autre  chose 
que  les  quotiens  successiTement  trouvés  par  l'opération  du  comftiun  di- 
viseur,  et  il  est  clair  que  la  fraction  continue  sera  toujours  bornée  à 
un  certain  nombre  de  termes  qui  pourra  fltre  plus   ou  moins  grand , 

selon  que  la  fraction  -^  sera  plus  ou  moins  composée* 

(5)  Nous  avons  ofi^elé  quotiens  les  termes  successifs  a^,  a',  «%  etc.  de 
la  fraction  continue;  nous  appellerons  semblaUement  quotien&-''complôts 
les  quantités  Xj  x\  a:%  etc.  résultantes  de  l'opération  du  dévelojj^^^emefiftj 
et  dont  les  entiers  ct^  a\  afy  etc.  font  la  plus  grande  partie.  Chaque 
quotîent'^onq[>let  renferme  implicitement^  outre  l'entier  qm  y  est  con« 
tenu^  tous  les  quotiens  suivans  de  la  fraction  continue^  puisque  c'est 
par  le  développement  de  ce  qUotient^-complet  qu'on  trouve  successive^ 
ment  tous  les  quotiens  suivans* 

Si  on  a  une  expression  a]gel>rîque  qui  représente  la  valeur  de  la  frac- 
tion continue  prolongée  jusqu'au  terme  ct^'^  inclusivement^  et  qve  dans 
cette  expression  on  substitue  ^  au  lieu  de  a^'^,  le  quotient-complet  jp^'^^ 
il  est  clair  que  le  résultat  sera  la  valeur  exacte  de  x;  car  quand  même 
la  fraction  continue  s'étendrait  à  l'infini^  on  aurait  rigoureuseuMUt 

ar  =  *  +  y,    jp=:^«+i      1        sr=«  +  ^      1 

^^^  ^3^+iç^    etc. 

De  là  il  suit  qu^an  moyen  de  chaque  quotient-complet^  on  peut  toujours 
reproduire  la  valeur  entière  et  exacte  de  la  quantité  développée ,  quelque 
loin  qu'on  ait  poussé  le  développement.  Cette  propriété  recevra  par  la 
suite  un  grand  ngndnre  d'applications  utiles. 
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(4)  Étant  proposée  une  fraction  continue 

''"'"jf  +  etc. 

pour  la  réduire  en  fraction  ordinaire,  ou  pour  en  trouver  la  valeur j 
quel  que  soit  le  nombre  de  ses  termes ,  il  faut  observer  la  loi  que  suivent 
les  résultats  obtenus,  en  prenant  successivement  le  premier  terme,  les 
deux  premiers,  les  trois  premiers,  etc.  de  cette  quantité;  or  on  a,  par 

les  réductions  ordinaires  : 

'■  .        -  » 


..* 


Dé  là  il  suit  que  --,  ^  étant  deux  résultats  cpnaécuti&^  et  fc  ua  nou- 
veau quotient,  le  résultat  suivant  sera^^^^^^j  c'est  la  «loi  générale  €ui-« 

▼ant  laqiieile  on  peut  calculer  fitcilénïenl  la  valeur  de  la  fractjon^  <con- 
tinue  proposée,  quel  que  ^oit  le  nombre  de  ses  termes.  Voici  le  types 
de  l'opération  ; 

Quotiens et,  €,.     y  ;  Jf,t  ».  ':  ,>  ./a,  /a',  fx' . . .  etc/ 

Fraction»    )        i     «    «Ç  +  i.     d£y  4-  >  -R«       p\  j/     p" 
convergentesj        o'  1'       C      ^    ^   ^+1  ?'  9      v 

Sur  une  ligne  on  écrit  les  quotieni», sUceep^ •  # ,  ^^y^-^^  etc.  ;  au- 
dessous  des  deux  premiers  on  met  les  f^iuç^^^^ctions  -,  -  (la  prexnière 

:  étant  mise  seulement  pour  nu^ux  faire  sentir  la  loi  ) ,  ensuite  on  mul-^ 
tiplie  chaque  numérateur  par  le  quotieu};  écrit  au-dessus,  on  ajoute  le 
numérateur  précédent,  e^  la  somime  est  le  numérateur  suivant;  on  fait 
de  même  à  l'égard  des  dénominateurs  ^  et  la  stiîte  des  fractions  qui  ré^ 
sultent  de  ce  calcul  représente  les  diverses  valeurs  de  la  fraction  continue 
proposée,  selon  qu'on  en  prend  plus  ou  moins  de  termes.  Ces  valeurs 
doivent  approcher  dé  plus  en  plus  de  la  valeur  totale  de  la  fractioa 
continue,  c'est  pourquoi  nous  les  appelons y/Yic^ioTz^  convergentes;  si  la 
firaiction  continue  ne  s'étend  pas  à  l'infini,  la  dernière  des  fractions  con:*? 

Tergentes  sera  la  valeur  exacte  de  la  fraction  çpntinue  proposée. 
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(5)  PcfQf  Mndre  raison  de  la  loi  que  nous  yenons  d'indiquer  y  sup- 
posons qu'elle  ait  été  vérifiée  au  moins  jusqu'à  un  certain  quotient  jn; 

soit  £  la  fraction  convergente  qui  répond  au  quotient  jx,  ou  qui  est 
^l  ùom«i.Umen.  «-dessoo.,  ««n.  en  ^»e  .n^  ^  u  ^. 
tion  convergente   qui  précède  ^>  ci  ^  celle   qui    la   suit    en  cette; 

«^^*^ • ^--v ...V.. ,...;•  ^,e,^, 

on  aura^  suivant  la  loi  dont  il  s^agit  : 

^=9/^  +  9% 
et  la  fraction  ^  sera  celle  qui  résulte  de  tous  les  quotiens  de  la  frac^ 
tion  continue  jusqu'à  /i  inclusivement.  Ajoutons  maintenant  un  nouveau 
quotient  ft'^  à  la  suite  de  ft^,  et  soit  s  la  valeur  de  la  fraction  continue 
calculée  jusqu'au  quotient  fi.'.  inclusivenient^  il  est  clair  que  la  valeur 
analytique  de^  ne  sera  autre  chose  que  celle  de  S  dans  laquelle^  au 

lieu  de  ft^  on  mettrait  ffL  +  '^i  donc  on  aura 

Donc  la  fraction  convergente  p  se  déduira  des  deu:x  précédentes  ^  | 
^j  et  du  quotient  ii$f  r^ondant  à  la  dernière^  suivant  la  loi 

Ainsi  cette  loi  de  continuation  aura  lieu  généralement  dans  toute  Téten-' 
due  de  la  fraction  continue. 

(6)  n  est  à  remarquer  que  les  fractions  convergentes  successives 
-,  -,  — j— >     ^   J[]    ■^,  etc.  sont  alternativement  plus  grandes  et  plus 

petites  que  la  valeur  totale  x  de  la  fraction  continue  ;  c'est  une  suite  de 
ce  que  les  quotiens  it,  6^  v,  ^,  etc.  sont  supposés  tous  positif.  En  effet, 

5 


e 
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M  on  pread  ttn  VexA  terme  «^  on  a  ëyidemnient  «<^;  si  on  en  prand 

déiix,  Wiittràifc4*>>a^j  fcâjr  poni» ^Vofr  là  tï«ie  ^letfir  de  x,  M  fim- 

Aràît  angmèntèt  le  îftéitôtnîttatètttr  Ç  d'ûtie*  cerûine  tjuantîtë.  On  rerra  de 

mê^  "^'^^  )pfre»faM  trois  teilâdes  «  4^  ^  .  i^ ,  k  iréMÉut  «st  plus  pirtk 

^  jt,  «t  a^  âÉkémalîvèiMht 

Donc.cc  la  valeur  de  x  est  toujours  comprise  entr^id^px  fractions  con^ 
ï>  vei*geûtes.  consécutives.  » 

Cela  posé  9  je  dis  que  si  ^^  ^  soÈlt  "àtux  fractions  ^oiiveizgentes  con^ 

sécutives,  on  aura  pq"* — 'j9*y:t=tti,  ^savoir  +i  si  la  fraction-  est  dn 
nombre  des  fractions  plus  glandes  que  jty  ou  si  elle  est  de  rang  impair 
fi  étaht  censée  la  prcWtièfe  J,  rt  *^i  ti  elle  eaft  -de  Tang  pair. 

ïïn  •èffiet,  si  Fdn  ctfnsîdère  tJtois  ^cticfns  eon^ergent^  camêcaûr» 
-o9^9  7>  rt  *t^c  jtfsoitïé'quotîerit  qui  tépohd  k^B,  (m  atitti ,  snîvaitt  Tt 
loi   déltiotttrt^é ,  p'^  np'^Ty  f  tss>t^ ^f  ••  flîtHk^  «é^tèi' 

*-^  est  précédée  de  ^,  on  aura  /^— ^/?*^î=— jj;?'^**— ^^ki***^').  Qj^montant 

ainsi  jusqu'aux  deux  premières  fractions  -^ -^  Où  la  différence  analogue 

1X1 — axo=i,  on  en^cônclura  que  !k  oifSérenèe  p^-^p^tf  est  toujours 

égale  a  Tunité  avec  lé  sigp^^^^n  ^^  ^6^rang  impair^'  et  avec  le 
signe  —  dans  le  cas  contraire. 

(7)  Cliiin^cbAns ipf^nleiMnt ^dle  aat  k  ^ifféi^nee ^e^tre «Uneifrac^ 
tion  convergente^  et  la  valeur. entière  âLrde  la  fraction  continue.  Pour 

.  cela,  soit  toujours  ^  la,  fi^ctioti  convergente  qui  précède  ^ .  et  jr  le 
'  'qa6déllt-^otai0et-qtti  irë^ond  &  cteUeHd;  on  attra^^vant  ee  qcd  a  'été 
démontré ,  a;  =  ^  .  ^, ,  d'où  l'on  tire 
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Bè  Ik  on  toit  i*.  que  x^^^  et  a?— ^  «ont  toujours  de  *  signes  con?- 

fraires^  et  qu'ainsi  la  valeur  exacte  de  x  est  toujours  comprise  entre 
^  deux,  firactîons  çooivergefttçs  çonsécu^vesj  comme  on  Ta  d^j^  dëi^iantré; 

2"".  Que  la  différence  x— --.e$t  en  ^ëiiéral  moindre  que  ^3.  et   p^ 

conséquent  peut  être  représentée  par  —rjeT  étaut  p][^$  petit  que  l'unité.' 
3*.  Qtîe  la  quantité  p—'ÇV  est  plus  petitç  (abstraction  ^te  de  son 

1  D  ^^"  Ose 

signe)  que  ;e?*  — ^**a:.  Cgr  on  a  -;==4 — ^;  or  par  la  nature  des  frîic* 
tions  contitiues  ^  jr  est  toujours  plus  grand  que  Fuiiité. 
Donc  à  pltis  forte  raison ,  8  -i^'a;  est  plus  pigrtîl  que  ^ — x  ;  donc  «  cbaqup 

m  fraction  convergente  £  est  plus  approchée  dé  x  que  toutes  celles  qui 
M  la  précèdent.»  Propriété  qui  justifié  la'^denomînation  dé  ces  fractions. 

(â)  S^i^  jnfU^teçant  ^i  une  fraction  quelqoqque  dont  le  dénominateur  p 
soit  ni$Hi^dç9  qRPl^îel^'^  V^^^  quantité  ^r^^x,  abstpiction  fieute  de 

Car  si  Ton  jprend  Affs^pf-^ç^^  N^^fri^^^^,  Q»  4)«:^  h 


tpemtot^ 


i  Qr  pji  supçose^fC^tf^  ^  f^^ ^p-^^^f  i  4onc^  les  nombres  M 
et  iV^  seront  nécessairement   dé*  même  sî^e.   Cela  posé ,   on    aura 

(P9''  — /^**y)  ('^  "^  ^-^^  =!=  ^(P""  —  y^'o:).—  jy^p^çxj.  Maiè  ilf  et  iV  soijt 
de  même  çigne^  les  ouan^tés  ^•  —  9*0:  e\  p—^qx  sont  de  signes  con- 
traires et  on  ^^fSK^Ji:^  pù^—pf'âz=zdt\i  donc  >3r — '^Jc  est  non- 


p(f-^ff'(l^sz'Ai\i  donc  >3r— ^Jc  est  non-*seu-« 
lement  plt»  grande  que  chacune  des  quantités  p""  —  qfXy  P'^qx^  mafs 
'^jSe  «st  ija  «K>ias  .^gidie  à  leur  «somme.         . 


il  s'^nsMAt,  à  jplw  ftffW  r^Jwn,  qti!g9  »  -  *^  ^>^  — -^;  donc  .la  fraction 
convergeme£  est  itoiiianias  |das.apf«oché€  À9(c  que  toute  autace  fraction 

^  daot  le  deMminateur  eft  mo&i^Be  mieif. 

f  ^..^.  -,  -.,    ■  ■.  ' 

Cette  propriété  des  fractions  continues  s'applique  avec  avantage^  toutes 
les  fois  qu'il  est  qùestîda  4'exprimer  par  des  rapports  les  plus  simples 


^ 


/ 


ao  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

et  les  plus  approchés  qo'U  est  possible^  des  rapports  entre  de  très^and^ 
nombres^  ou  des  nombres  irrationnels.  .     . 

(9)  Étant  donnée  une  firactîon  ^  dont  la  différence  avec  une  quan-^ 

lité  quelconque  x  est  db-;^  ^  étant  plus  petit  que  Tunîté^  on  demande 

quelle  est  la  condition  pour  que  la  fractipn^  soit  Tune  des  fractions  con« 
vergentes  données  par  le  développement  dé  x  en  fraction  continue. 

Pour  cela^  supposons  que  le  développement  de  la  fraction  ^  produise 
les  quotiens  successifs  cl^  €,y....  /lyan  moyen  desquels  on  calculera  les 
fractions  convergentes  vers  2  ^  îéottAAé  il  stdt 


,tv 


U-     :i 


Quotiens,-..  .•.. [.  ,«,    C,     ,y.. 

Fraçt.  converg -,     -,     — ^r 


P'    P 


Si  la  fraction-  est  une  fraction  convergente  vers  x,  il  Êiudra  que  léff 

quotiens'^  oLy  €,  y, . . .  '/i  naissent  également  du  développement  de  x,  et 
que  le  quotient  f4^  soi^t-snivi  de  plusieurs  autres  f/,  ^t%  etc.  Appeloi;isj^ 
le  quotient-complet  qui ,  dans  le  développement  de    or ,  répond  à  ]hi 


fractign  convergente  5  ,  on  aura  x 

•H 


Ql^I,  d'où  résulté 


X 


p''q  —  pq''_       dri 


I  I 


9-    <i^y+0     <i(9y+9^y 


Cette  quantité  doit  être  égalée  à  -^  ,  ainsi  il  faut  d'abord  que  le  signe 

de  p^'q  — 7?7**  soit  le  même  que  celui  de  J^.  Or  c'est  ce  qu'il  est  toujours 
po^ible  d'obtenir. 

En  effet,  la  suite  des  quotiens  a,  S  é . .  sfi  étant  tirée  de  la  fraction 

donnée  - ,  par  la  même  opération  qui  servirait  à  trouver  le   commun 

diviseur  de  p  et  y ,  le  dernier  de  ces  quotiens  fi  est  toujours  phis  grand 

que  l'unité.  Car  s'il  était  égal  à  l'unité ,  la  fraction  continue  a-f-  >  •    *     9 

au  lieu  d'être  œ  terminée  parles  deux  termes  ^^771 9  le  ^serait  par  le 

p-- 
seul  terme     .  ^.  Réciproquement  donc  on  pourra^  si  on  le  juge  à  pro-f 
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pas,  étendre. le  dernier  quotient /st  en  deux  autres  fi-^i>  t;  de  sorte 

que  le  calcul  des  fractions  convergentes  vers  ^  pourra  êtfb  terminé  àvo* 

lonté  j  de.  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  deux  manières  : 


♦  • 


•  ^>    A* 


«  •  • 


•  •  • 


m     p 


m        p-^m     p 


Soit  ^  la  fraction  convergente  qui,  dans  Tune  ou  l'autre  hypothèse,  pré» 

.cède^,  on  pourra  doac  'prendre  ou  ^rtfcm,  (frAn^  omp^^sip-^m^ 

^^ssy— /^j  mais  le  signe  de  pff^^p"^  est  le  contraire  dans  un  cas  de  ce 
qu'U  est  dans  l'autre;  donc,pn  effet  on  peut  toujours  faire  ensorte  que 
la  quantité  /^y**— /^'y  ait  le  signe  qu'on  voudra. 

On  aura  donc  sans  ambrguifé^^^^'^^^,^  ê=:>;,  ou  J^— -i-^.Orilfaut 
que  y  soit  positif  et  plus  grand  que  l'unité  i^  pour  que  y  soit  le  quotient- 
complet  qui  répond  à  la  fraction  convergente  ^  ^  donc  on  aura  J^<-x^î 
et  récipro(^i}j^e]pt\^  pi|^  J^  <^^^,  la  valeur  de^  sera  positive  et  plus 

griûfirde  que  l'unité^  obnc  2'sera  l'uhe  des'  fractions  convergétites  vers  x* 

C'est  la  condition  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Cette  condition  serait  remplie  entre  aEUfres  cas,  si  on  avait  cT  < |,  pariée 
que  q"*  est  toujours  <  y. 


(10)  Nous  placerons  ici  une'  application' dç  la  propriété  précédente, 
laquelle  sera  utile  dans  la  résolution  des  équations  indéterminées  du 
second  degré. 

Soit  />*  — -  Aq^  =:  rb  />  une  équation  indéterminée  dans  laquelle  D 

est  <  V^ y  i®  ^^  ^®  ^  cette  équation  est  résoluble,  la  fraction  2 
sera  comprimé  parmi  les  fractions  convergentes  vers  ^A. 

En  effet,  dé  cette  équation  on  tire  p — q^Az=z     .     ,  ^-j,    et  ainsi 


±:<f 


±lD 


p  +  q\/ji' 


Y  A  que  je  représente  par  -^  =  ^(p^^^>  donc   cT 


Dq 


9       '^       *      '       *  *        r        ^Kp-rqv^j'  p  +  q\/A* 

Soit  2j  la  fraction  convergente  qui  précède  -  et  qui  est    déterminée  de 

manière  que  le  signe  de  «T  soit  le  même  que  celui  de  D,  il  restera  à 
,  prouver  qu'on  a  j:^^<^^,  ou  D('fhq')<p+fV^^.  Dans  Je 
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§11.  Résolution  des  Équations  indéterminées  du  premier  degré. 

(12)  Jutant  donnéar  deux  nombres  a  et  £  premiers  entre  enx^  ou 
pourra  toujours  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation 

AT  — i;^=  I. 
Pour  cela 9  il  âiut  réduire  t  en  fraction  continue^  et  calculer  la  suita 

des  fractions  couyergentes  yers  t.  Soit  p  celle  qui  précède  t>  on  aura 

l'équation  o^''^— a^'Â^rb  i.  Si  le  signe  +  a  lieu,  on  aura  immédiatement 
xzss^h'' y  j;s=.(f  ^  ou  plujs  généralement,  en  prenant  une  indéterminée  z^ 

jrzsiif'^az. 

SiFon  aaJ*— a^iss— i,alors  on  peut  faireorss— 5%^=— a%  ou  plut 
généralement 

-z  étant  une  indéterminée  qu'on  peut  prendre  à  volonté,  positive  ou 

négative. 

En  général,  si  on  a  à  résoudre  l'équation  iiX'^bjr:=zc,  a  eti  b  étant 

toujours  premiers  entre  eux,  on  cherchera  de  même,  par  les  fractions 

continues ,  les  nombres  a"*  et  b"*  qui  donnent  oi^  —  â''^  =  dl^  i ,  et   de  là 

on  conclura 

x:=ibz 


jr  zszazzrz  arc. 


.0. 


Au  moyen  de  l'indéterminée  z,  il  est  facile  de  trouver  une  solution 
telle  que  x  ne  surpasse  pas  dbj^by  et  une  autre  telle  que^  ne  surpasse 
pas  db\a.  En  effet,  si  b^c  surpasse  |6,  on  peut  prendre  pour  z  l'entier  le 

plus  proche  de  y,  et  alors  b'^c-^bz  sera  plus  petit  que  ib. 
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On  suppose  que  a  et  b  n'ont  point  de  commun  diviseur;  car  s'ils  en 
avaient  un,  l'équation  ax-^by^zzcne  pourrait  avoir  lieu,  à  moins  que  g 
lui-même  ne  fîit  divisible  par  ce  commun  diviseur ,  et  dans  ce  cas^  il 
faudrait  le  faire  disparaître  par  la  division. 

Remarque.  Sans  connaître  les  nombres  ^  et  u  qui  peuvent  être  indé-« 
terminés ,  il  suflît  de  savoir  que  Tim  de  ces  nombres  u  est  premier  à  un 
nombre  donné  ^,  et  on  pourra  toujours  supposer  qu'il  existe  deux 
nombres  n  ei  z,  tels  que  tz=zrm — j^z;  on  pourra  supposer  en  même 
temps  que  n  n'excède  pas  |  A.  Cette  propriété  recevra  par  la  suite  un 
grand  nombre  d'applications. 

(i5)  L'équation  ax  —  bjr^==^c  que  nous  venons  de  résoudre,  satisfait  à 
la  question  de  trouver  une  valeur  de  x  telle  que  — r^  soit  un  entier  , 

condition  que  nous  exprimerons  ainsi  — v —  =  e;  Or  on  peut  avoir  si-* 

multanément  plusieurs  conditions  de ,  cette  sorte  à  remplir  ;  supposons 
qu'on  demande  une  valeur  de  x  telle  que  les  trois  quantités 

F"'  b'      »  V 

soient  des  entiers.  La  première  condition  donnera  une  valeur  de  x  de  la 
forme  xsm  -f-  ^^  :  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  seconde  quantité^ 

il  Êiudra  déterminer  z  de  manière  que 7-T7 — ^^^=^.  Ici  peut  se  ma-* 

nifester  un  signe  d'imppssibiUté  :  car  si  b  et  V  ont  un  commun  diviseur  d^ 
il  est  clair  que  l'équation  précédente  ne  peut  avoir  lieu,  à. moins  que  1q 
nombre  déterminé  a' m — c'  ne  soit  divisible  aussi  par  6. 

En  général ,  la  valeur  de  z  qui  satisfait  à  la  condition  précédente  (  si 

elle  n'est  pas  impossible)  sera  de  la  fofme  j5=ii-+-AV,  ou  z=:/r»-|---  z', 

si  V  et  b  ont  un  commun  diviseur  6.  On  aura  donc  en  général 
X'srim''^  B:^y  R  étant  ou  bV  ou  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois 
par  b  et  b'.  Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  troisième  quantité  qui 
doit  être  un  entier ,  on  en  déduira  la  valeur  finale  de  a: ,  qui  sera  de  la 
forme  xz=:M+Bzy  B  étant  le  moindre  nombre  divisible  à-la-fois  par 
b ,  b\  b'y  et  z  étant  une  indéterminée.  Ainsi  on  pourra  toujours  trouver 
une  valeur  de  x  moindre  ou  non  plus  grande  que  jB:  et  de  cette  première 
valeur  on  déduira  toutes  les  autres,  en  lui  ajoutant  ou  en  en  retranchant 
un  multiple  quelconque  de  B. 

4 


t 
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Lorsque  les  nombres  sur  lesquels  on  opère  ne  sont  pas  bien  grands  ; 

jA  est  aisé  de  satisfaire  aux  diverses  conditi<^ns  ^  sans  avoir  recours  aux 

fractions  continues.  Cherchons^  par  exemple,  un  nombre  x  tel  que  les 

trois  quantités 

Sx—  lo  m  +  S  iGx  — 1 

soient  des  entiers.  La  dernière  quantité  contient  une  partie  entière  Zx , 
et  un  reste  T-  ;  soit  ce  reste  =  2  on  aura  jc = Sa  +  i .  Cette  valeur  , 
qui  satisfait  k  la  troisième  condition  ^  étant  substituée  dans  la  première^ 
on  aura  — — ^=:e,  ou  en  supprimant  Fentier,  •  =e;  donc  z=7m,  et 
X  =  55m  +  I .  Il  reste  à  substituer  cette  valeur  dans  la  seconde  quantité  , 
«t  on  aura  — ^       '^  =  e.  Supprimant  l'en  lier  contenu  dans  le  premier 

membre,  cette  condition  devient  ^^"^5 :=: c»    ofu*^  "*^^  =rg,  Multî- 

.  ^^  .  ■'^  ■  . 

j^liant  je  premier  membre  par  5  ,   et  supprimant  Tentier ,  on  aura 

— îî^^^  =  e;  donc  tt=:6-|-  ijt,  et  xsâii  +5.7.i7if;  d'où  l'on  voit 

que  le  moindre  nqmbre  qui  satisfait  à  la  question  est  211. 

(i4)  Toute  fraction  2j  dont  le  dénominateur  est  le  produit  de  deux^ 

nombres  m  eln  premiers  entre  eux ,  peut  se  décomposer  en  deux  autres. 
fra<^ lions  qui  auront  m  et  n  pour  dénominateurs. 

En  effet,  m  et  /»  étant  premiers  entre  eux ,  on  pourra  toujours  aatLsfairr 

à  réqruation  mx  +  nrz=:C.  d'où  résulte  t;  =  —  =:-+^. 

Chacune  de  ces  fractions  pourra,  se-  décon^poser  ultérieurement  en 
deux  autres^  si  son  dénominateur  est  le  produit  de  deux  nombres  pre- 

ifaiers  entre  eux.  En  générs^l  donc  y  toute  fraction  jr  dont  le   dénomir 

nateur  est  le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  entre  eux   m  y  n^ 
p. y  etc.,  pourra  toujours  se  décomposer  en  plusieurs  autres  dont  les- 
dénominateurs  seront  Iqs  facteurs  isolés /71,  iiypy  etc»f  etie  prohlènm 
deviendra  de  plus  en  plus  indéterminé,  àmesuire  que.  le*  nombre  des 
facteurs  augmentera. 


j 
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§  III.  Méthode  pour  résoudre  en  nombres  rationnels  les 
Equations  indéterjninées  du  second  degré. 

(i5)  i3oiT  proposée  réquation  générale 

■ 

(u^  +  ^^J  +  ^*  +  ^  +  ^  +^=0/ 

dans  laquelle  x  ^K  y  sont  des  indé  terminées ,  ^^^y^y^fdyCjf  des 
nombres  entiers  donnés  positifs  ou  négatiâ;  on  tire  d'abord  de  cette 
équation 

Ensuite  si  Ton  fait,  pour  abréger^  le  radical  =^,  A*  — 4^w=:^, 
hd-^:taezssgy  d* '-^ ^af;=i h ^  on  aura  les  deux  équations 

^ax^ÏJiy^d^srit 

Multiplions  la  dernière  par  A  y  ei  Êdsons  de  nouveau  4^-f-^= a/ 
^  •—  Ah  z=:B}  nous  aurons  la  transformée 

Réciproquement  si  on  peut  trouver  des  valeurs  de  u  et  /  qui  satisfissent 
à  l'équation  m' — ^^'=jB,  on  en  tirera  les  valeurs  des  indéterminées  x 
et  y  de  l'équation  proposée ,  savoir  : 

r  =  — 7^,        XZ=z ^ , 

•  •   • 

oii  Ton  doit  observer  que  u  et  t  peuvent  être  pris  l'un  et  l'autre  avec 
le  signe  qu'on  voudra. 

Si  on  cherche  la  solution  de  l'équation  proposée  en  nombres  ration-- . 
nels  ,  il  suffira  de  résoudre  par  de  tels  nombres  la  transformée  u* — At^z=zB  ; 
mais  si  on  veut  résoudre  la  proposée  en  nombres  entiers  y  H  faudra  non*- 
seulement  que  ^  et  z^  soient  des  entiers,  mais  que  les  valeurs  de  t  et  u 
substituées  dans  celles  de  x  et^  donnent  pour  celles-ci  des  nombres  en-" 
tiers.  Dans  ce  moment  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  résolution  en 
nombres  rationnels. 
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(i 6)  Toute  équation  indéterminée  du  second  degré  peut  se  réduire, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  à  la  forme  w*  —  At^i=iBi  or  quels  que 
soient  les  nombres  rationnels  ^  et  i^^  on  peut  supposer  qu'ils  sont  ré- 


duits à  un  même  dénominateur.  Ainsi,  en  faisant  2^=-,  t^s=^^  on  aura 
à  résoudre  l'équation 

dans  laquelle  maintenant  Xy  y^  z  sont  des  nombres  entiers. 

On  peut  supposer  que  ces  trois  nombres  n'ont  pas  entre  eux  un  même 
commun  diviseur  ;  car  s'ils  en  avaient  un  ^  on  le  ferait  disparaître  par  la 
division.  De  même  on  peut  supposer  que  les  nombres  A  et  j9  n'ont  au- 
cun diviseuï*  quarré ;  car  si  on  avait,  par  exemple,  Az=:A'k^y  J5=iî'^, 
on  ferait  t^j^s^y^  Izzsiz'^  et  l'équation  à  résoudre  deviendrait 

x^-^Ay^  =  Bz'% 

dans  laquelle  A'  et  B'  n'ont  plus  de  facteur  quarré. 

L'équation  x* — Aj^  =  Bz^  étant  ainsi  préparée,  on  observera  que  deux 
quelconques  des  indéterminées  x^jr^zne  peuvent  avoir  de  commun  di- 
viseur; car  si  6'  divisait  x'  et^,  par  exemple,  il  faudrait  qu'il  divisât 
Bz^ ;  or  il  ne  peut  diviser  s%  puisque  les  trois  nombres  x,  j^y  z  n'ont 
point  de  commun  diviseur  ;  il  ne  peut  diviser  non  plus  B ,  puisque  B 
n'a  aucun  âicteur  quarré.  Donc  x  etjr  sont  premiers  entre  eux;  par  la 
même  raison  x  et  z  le  sont,  ainsi  que  jr  et  z. 

Je  dis  de  plus,  que  A  et  B  peuvent  être  supposés  positifs;  car  on  ne 
peut  faire  à  l'égard  des  signes  des  termes  de  notre  équation ,  que  les 
trois  suppositions  suivantes: 

x*—^Aj*=:  +  Bz^ 

X*  "^  Ajr*  1=:''^  Bz* 

od^J{^Aj^=:+Bz\ 

(J'omets  la  combinaison  x*+Ajr^=:^~-Bz*,  parce  qu'on  voit  bien  qu'elle 
est  impossible.) 

De  ces  trois  combinaisons,  la  seconde  coïncide  avec  la  troisième  par 
une  simple  transposition  ;  or  si  on  multiplie  celle-ci  par  J? ,  et  qu'on 
fisse  Bzz=:z'y  ABz=,A\  on  aura 

Donc  1  équation  à  résoudre  peut  toujours  être  ramenée  à  la  forme 

x^-^Bj^^Az^^ 
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èxùA  laquelle  A  et  B  sont  des  nombres  positifs  et  dégagés  de  tout  fec- 
teur  quatre. 

(17)  La  méthode  que  nous  allons  suivre  pour  la  résolution  de  cette 
équation^  est  celle  qu'a  donnée  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin, 
année  1767  :  elle  consiste  à  opérer  par  des  transformations  la  diminution' 
successive  des  coefficiens  A  eX  B  ^  jusqu'à  ce  que  l'un  de  ces  coeffîciens 
soit  égal  à  l'unité ,  auquel  cas  la  solution  se  déduit  immédiatement  des 
formules  connues. 

En  effet,  l'équation  ainsi  réduite  est  de  la  forme  a^ — y^=iAz^  ou 
a:* — Bj*^  =  j5*  ;  mais  ces  deux  formules  n'en  font  qu'une,  et  ainsi  il  suffira 
d'indiquer  la  solution  de  la  première  x* — jr^:=:Az^:  Pour  cela,  décompo-^ 
sons  A  en  deux  âicteurs  cLy  €  (lesquels  seront  toujours  premiers  entre 
eux,  puisque  A  n'a  pas  de  diviseur  quarré),  et  imaginons  que  z  soit  dé* 
composé  aussi  en  deux  facteurs  p^  ^ y  de  sorte  que  l'on  ait  A:=:clQ y 
z^s^pqy  on  aura  l'équation  (j^H-^)  (x — jr)  ï=:  cté/?*^*,  à  laquelle  on  satis« 
fera  généralement,  en  prenant  x4-7'=«;^%  x— ^=€9%  ce  qui  donnera 

a:s=21_JL,       ^=        a    ^       ^=^P9 î 

de  sorte  que  les  trois  indéterminées  Xyjr  yZ  seront  exprimées  au  moyen 
de  deux  autres  arbitraires /?  et  ^;  et  s'il  arrivait  que  les  valeurs  de  o;  et 
de^  continssent  la  fraction  3,  on  midtiplierait  à-la-fois  x^y^z  par  tl. 

Telle  est  la  solution  générale  de  l'équation  o:*  — ^*  =  Az^y  laquelle 
comprendra  autant  de  formules  particulières^  qu'il  y  a  de  manières  de 
décomposer  A  en  deux  facteurs. 

Par  exemple ,  si  ^  =;  3o  ,  il  y  a  quatre  manières  de  décomposer  5o  en 
deux  facteurs,  savoir:  i.3o,  a.i5,  5. 10,  5.6,  et  de  là  résulteront  ces 
quatre  solutions  de  l'équation  x^  '-^jr^  ;=  3o2% 


1». 

jcs 

s  /?•  +  %% 

7- 

-  ;''- 

•  ^Oq*t 

2  = 

^spq 

a». 

x  = 

=  ajt?»+i59', 

^  = 

S2p*  — 

'  iV» 

z  = 

-^Pl 

5». 

x  = 

=  5;?«-f-io^% 

1  = 

s5p*  — 

.10^% 

ZZ 

z^npq 

4'. 

x  = 

=  5;»' 4-  6^», 

7  = 

s5p*- 

-  6y% 

2: 

=  ^W 

(18)  Venons  à  l'équation  générale  Jc*  —  jS;^*  ==  ^z%  et  observons  d'a- 
bord que  cette  équation  étant  la  même  que  o:*— ^s*=j5;^%  on  peut, 
sans  diminuer  la  généralité,  supposer  que  le  coefficient  du  second 
membre  est  le  plus  grand  des  deux.  En  cas  d'égalité,  la  réduction  que 
nous  allons  indiquer  aurait  toujours  son  effet. 
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-  Soit  donc  proposée  Fëquation  :£^*'-^Bjr^zszJiz*^  àams  laqaèDe  on  supî» 
pose  à-la-fois  A^B^  A  jq\  jS  positifs  et  dégagés  de  tout  facteur 
quarré. 

Nous  avons  déjà  prouvé  que  xeljr  sont  premiers  entre  eux;  de  là  il 
suit  que ^ et  jé  sont  également  premiers  entre  eux,  car^i^*  eij4  avaient 
un^rommun  diviseur  6,  il  faudrait  que  x*  fiit  aussi  divisible  par  0;  ainsi 
X*  et  jr*  ne  seraient  pas  premiers  entre  eux. 

Mais  puisque  y  €i  A  sont  premiers  entre  eux ,  si  on  suppose  que  l'é- 
quation prqposée  soit  résoluble ,  et  qu'ainsi  on  puisse  trouver  des  valeurs 
déterminées  de  x  et  dej^,  telles  que  x:=zMy  ^=iV,  on  pourra  aussi 
(n^  1 2)  satisfaire  à  l'équalion  du  premier  degré  * 

M:=znN^yA, 

dans  laquelle  M^  N  y  A  seraient  des  nombres  donnéf^,  premiers  entre 
eux ,  et  Hy  y  deux  indéterminées. 

Donc  en  général ,  sans  connaître  ces  solutions  particulières  x  =  M  y 
yz=iN y  on  peut  supposer  xz=:njr — Ay^  n  et  ^  étant  deux  indétermi- 
nées, et  en  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  proposée,  on  aura^ 
après  avoir  divisé  par  A  y 

Mais  puisque^  et  A  sont  premiers  entre  eux',  cette  équation  ne  peut' 

subsister,  à  moins  que  — ^ —  ne  soit  égal  à  un  entier.  Soît  cet  entier 

=  A' h  y  k*  étant  le  plus  grand  quarré  qui  peut  en  être  diviseur,  on  aura 
/i*  — <  j9  ;=  AAk^y  et  l'équation  à  résoudre  deviendra 

Ak^y — ^njy-^  Ay^ = 2*. 

Nous  donnerons  ci-après  les  moyens  les  plus  simples  pour  détermi- 

ner  un  nombre  n,  de  manière  que  — ^ —  soit  un  entier.  Il  suffit,  pour 

le  présent ,  d'observer  que  s'il  y  a  une  valeur  quelconque  de  n  qui  rende 
n*  —  B  divisible  par  A  ,  cette  valeur  peut  être  augmentée  ou  diminuée 
d'un  multiple  quelconque  de  -^,  sans  que  n^-^^B  cesse  detre  divisible 
par  A  ;  ainsi  on  peut  supposer  que  la  valeur  dont  il  s'agit  est  comprise 
entre  les  limites  o  et  ^,  ou  même  entre  les  Umites  plus  étroites  — ^A 

et  H-M- 
De  là  il  suit ,  qu'en  essayant  successivement  pour  n  tous  les  nombres 

entiers  depuis  — \A  jusqu'à  -|«^itf,  on  en  rencontrera  nécessairement 


; 
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mn  ou  plusieurs  qui  rendront  n^—^B  divi&ible  par  ^^  si  toutefois  Féqaa- 
tion  est  résoluble  ;  et  dans  le  cas  où  aucun  de  ces  nombres  ne  rendrait 
n* — B  divisible  par  ^^  on  en  conclura  avec  certitude  que  Fëquation 
proposée  n'est  pas  résoluble. 

(19)  Supposons  donc  qu'on  a  trouvé  une  ou  plusieurs  valeurs  de  n  qui 
aient  la  condition  requise^  il  £radra^  d'après  chacune  de  ces  valeurs^ 
icontinuer  le  calcul  de  la  manière  soivante. 

Reprenons  l'équation  A'h^j^^r-nnjy  -^Af^^ss-z^y  si  on  la  multiplie 
par  A'k^y  et  qu'on  fasse  pour  abréger ,  .  .  ' 

A'ky  —  nf  z=:  Xy     kz  =  z\ 
la  transformée  sera 

Cette  transformée  serait  résolue^  si  on  connaissait  la  soiatioii  de  l'équa- 
tion proposée ,  puisque  les  valeurs  de  af^  fy  ^  se  concluent  facilement 
de  celles  de  or ,  j^ ,  z  ;  réciproquement  la  proposée  sera  résolue  ,  si  on 
trouve  la  solution  de  sa  transformée.  Car  des  valeurs  connnes  de  :xl y  j^^ 
:£  on  peut  également  conclure  celles  de  or ^  ^,  2  :  et  il  importe  peu  que 
celles-ci  soient  sous  une  forme  entière  ou  fractionnaire^  puisqu'il  ne 
s'agit  que  de  la  résolution  en  nombres  rationnels^  et  qu'après  avoir 
trouvé  des  valeurs  quelconques  fractionnaires  de  x ,  ^  ^  25 ,  on  peut  les 
réduire  au  même  dénominateur  y  et  supprimer  le  dénominateur  conunun. 
Puisqu'on   peut  supposer   le    nombrq    n<Z,\^y    il   ^st   clair    que 

..^     ou  A'  sera  <C.\A  et  en  même  4emps  positif;  car  n  ne  peut  être 

'<^\/By  puisqu'autrement  n^^^B  serait  <i5,  et  ne  pourrait  être  divi- 
sible par  A.  Donc  l'équation  proposée  sera  ramenée  à.- une  équation 
toute  semblable^  dans  laquelle  le  coefficient  A'  qui  tient  lieu  de  ^'est 
moindre  que  l^A. 

» 
(20)  Si  on  a  encore  A'^B  y  on  pourra  semblablement ,  de  l'équation 

x'^  —  By^ = A^z'^y  déduire  une  seconde  transformée 

x'^^B/'=zA'z'\ 

dans  laquelle  A!'  sera  <.\A'  et  toujours  positif.  Il  n'y  aura  point  de 
nouvelle  condition  à  remplir  pour  obtenir  cette  seconde  transformée  y 
car  ayant  déjà  trouvé  . 
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ai  on  ùit  n^sstfiA'+n^  et  qu'on  prenne  rindéterminée /a  de  manière 

que  r{  soit  <  \  A\  il  est  facile  de  voir  que      T—  sera  ^un  entier  posi- 
tif moindre  que  \A'  \  on  fera  en  conséquence 

AP  étant  plus  petit  que  \  A'  et  ne  renfermant  aucun  facteur  quarré« 

S'il  arrive  que  A'  soit  encore  plus  grand  que  jS  ^  on  continuera  cç 
système  de  transformées^  où  B  est  constant^  jusqu'à  ce  qu'on  ea 
trouve  une 

dans  laquelle  C  sera  positif  et  <  jB. 

(:ai)  Mais  après  avoir  fait  passer  dans  le  second  membre  le  terme  qui 
a  le  plus  grand  coefficient^  ce  qui  donne 

on  peut  procéder  semblablement  à  la  réduction  du  coefficient  B  par 
un  second  système  de  transformées 

x'^—^Cz'^z=zBry% 

etc., 

dans  lesquelles  les  coefficiens  Rj  ff^  etc.  seront  positifs,  et  diminueront 

suivant  une  raison  au  moins  quadruple ,  et  ainsi  on  parviendra  bientôt  à 

une  transformée 

or»— C3»=sZ^% 

dans  laquelle  le  coefficient  D  sera  moindre  que  C. 

Or  la  suite  des  nombres  positifs  et  décroissans  A  y  By  Cy  D,  etc.  ne 
saurait  aller  à  l'infini;  elle  se  terminera  nécessairement  par  l'unité,  et 
lorsqu'on  sera  arrivé  à  ce  terme,  la  résolution  de  la  dernière  transfor* 
mée ,  qui  est  donnée  immédiatement ,  fera  connaître  celle  de  toutes  les 
précédentes  y  et  par  conséquent  celle  de  Téquation  proposée. 

Cette  méthode  n'est  pas  donnée  ici  comme  la  plus  simple  ni  la  plus 
courte ,  pour  arriver  à  la.  résolution  effective  de  l'équation  proposée  : 
mais  la  marche  qu'elle  prescrit  pour  opérer  la  diminution  successive  des 
coefficiens ,  est  très-lumineuse ,  et  nous  en  déduirons  bientôt  un  théo* 
rème  général  sur  la  possibilité  dçs  équations  indéterminées  du  second 
degré. 
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*  (22)  U  est  bon  de  prérenir  une  difficulté  qui  aurait  lieu^  si  deux 
coefficiens  étaient  égaux. 

Soit  donc  'A:=iB;  dans  ce  cas,  pour  faire  ensorte  que  — ^—  soit  un 

entier,  il  semble  qu'on  doit  faire  /i  =: o,  et  alors  on  aurait  A'k^ — ;  ■■■  i  ^ 
ou  ^"^=-—1,  ,ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  la  supposition  qu'on  &it 
toujdurs  que  A^,  est  positif.  Mais  cette  difficulté  est  fsicile  à  résoudre  y 

car  si  au  lieu  de  prendre  /i=o,  on  prend  n=zA  y  on  aura— j — =-^— i , 

ce  qui  serait  la  valeur  de  A'h^.  On  voit  donc  que  l'équation  af^^Aj^z=:Az\ 
aura  pour  transformée  x'* — Aj'*^ = -^V*,  dans  laquelle  A^  sera  <  A 
et  positif.  On  ferait  de  même,  si  dans  le  cours  de  l'opération,  on  trou*^ 
vait  C=:B  y  ou  Z)  =  C,  etc. 

Cette  remarque  fait  voir,  que  dans  le  cas  de  Az=;B  et  autres  sem- 
blables ,  la^  méthode  n'en  est  pas  moins  applicable ,  et  qu'ainsi  eUe  a 
toute  la  généralité  nécessaire.  Au  reste,  le  cas  dont  il  s'agit  est  suscep- 
tible d'être  traité  d'une  manière  plus  simple  et  plus  directe  ;  car  si  on  a 
l'équation  x^^^^Ajr^z^Az^y  on  voit  d'abord  que  x  doit  être  divisible 
par  A  y  ainsi  on  peut  faire  xz=:Auy  ce  qui  donnera 

Dans  cette  équation ,  2  et  ^  sont  premiers  entre  eux  (sans  quoi  J'etz 
ne  le  seraient  pas);  ainsi  on  peut  supposer  ^  = /i;? -f- -^^^  ee  qui 
donnera 

2-J-iz*  +  2nzy+  A/y  =  u\ 

Celle-ci  ne  peut  subsister,  à  moins  que  — —-—  ne  soit  un  entier,  j'ap- 
pelle cet  entier  A'hy  h  étant  le  plus  grand  quarré  qui  en  est  diviseur, 
•et  j'aurai 

A'k^z*  -f-  anzy  -f-  Ayy = a*. 

Multipliant  de  part  et  d'autre  par  A'iây  et  fistisant  l&A'z^ny zs^^i ^ 
Aas=:i/,  on  aura 

de  sorte  que  Féquation  proposée  is*  +^  =  •^<^*   sera  ramenée  à  une 

équation  de  même  forme,  dans  laquelle  A^  est  positif  et  <^^-f'~j* 

Continuant  ainsi  de  transformée  en  transformée ,  les  nombres  positifs 
et  décroissans  A  y  A' y  A'^  etc.  auront  nécessairement  pour  terme  l'unité, 

5 


54  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

^  alors  la  dernière  équation  étant  résoluble  immédiatement^  on  en  dé^^ 
duira  la  solution  de  toutes  les  précédentes.  Il  n'y  aura  dans  ce  cas 
d'autre  condition   pour  la  possibilité  de  l'équation^   qoe  la  prenûère 

^  7J  ^  g=stf>   car  les  autres  sont  une  suite  de  celle-là. 

Dans  la  oolotion  générale  ^  au  contraire  y  outre  la  première  conditioii 

«     j     ;t=:î  ^ ,  il  faut  qu'à  mesure  qu'on  passe  d*un  système  de  transfor-* 

tnées  à  un  autre  système  y  on  puisse  satisfaire  aux  diverses  conditions 

— ^^sszey  — ^^=e,  et  ainsi  des  autres.  Cest  ce  qu*ou  examinera 

plus  particulièrement  dans  le  §  suivant. 
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■  I 


Il  ,    ..1 


§  IV.  Théorème  pour  juger  de  la  posdbiiîté  ou  de  P  impossibilité 
de  toute  équation  indéterminée  du  second  degré. 

(25)U«r  a  Êdt  voir  dans  le  paragraphe  précèdent,  cjue  toute  ëquatîoiï 
indéterminée  du  second  degré  peut  se  réduire  à  la  forme 

x»  —  ^*  =  Jz\ 

dans  laquelle  A  el  B  sont   des  nombres  entiers  positifs,  dégagés  de 
tout  £aLCteur  ({uarré,  et  l'on  a  en  même  temps  A^  B. 

Cela  posé,  pour  pr4>céder  à  la  résolution,  il  Êiut  d*abord  déterminer 

un  nombre  cl  plus  grand  <fà^  7^,  tel  que  — -^   soit   un   .entier.    C« 

nombre  étant  trouvé ,  on  forme  la  suite  d'équations  : 

€L^  "^  B  z=z  A  A  A*  , j»  jL^       ^^  t  ^/ 

a**—  B  ;=  A^A^k"^        et  z=zf4,Jl  xcL    <Ct-^ 

etc» 

Dans  la  première,  A'k^  est  le  quotient  de  et^-^B  divisé  par  A yk^  ^ii 

îe  plus  grand  quarré  qui  divise  ^3t%  ensorte  que  A"  ne  renferme  plus 

que  des  facteurs  simples,  ainsi  que  A  et  £,  et  c'est  ce  qu'on  observera 

dans  les  autres  valeurs  semblables.  A^  étant  déterminé ,  on  a  a^  par 

l'équation  i£  iss^p^'^iicfL^  ayant  sein  de  prendre  l'indéterminée  ;bt,  de 

manière  que ^ ^soit  < \  A\  {le  a^gne  ><  n'excluant  pas  l'égalité},  a'  étant     <    -    ^ 

connu,  ol'^'^B  est  nécessairement  divisible  par  A' i  on  désigne  le  quo« 

tient  par  A'k*y  et  on  continue  de  même  à  former  les  autres  équations. 

Aa  moyen  de  ces  opérations,  k  smte  A  y  Aty  A' y  etc.  «dont  <rliaqae 

.terme  ttst  positif  et  nmodre  q«e  le  qaart  du  .précédent ,  décroîtra  d'une 

manière  i«ptde,  ^uaqu'à  ce  qu'on  parnenne  à  «m  terme  ^^"^  ou  C  moindre 

ique  ^;  et  l'iéqiiaticm  proposée  aura  pour  transibrmées  successives  les 

équations  suivantes  (ob  pour  plus  de  simplicité  je  laisse  les  indétermi* 
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« 


équations  tellemenâiées  entre  .^lles^  que  si  on.  connaît  la  solution  d'une 
seule  y  on  aura  immédiatement  celle  de  toutes  les  autres  ^  et  par  con- 
*éq(i<^'é»lle  clel^qùàtion  proposéei^  ^^    ' 

Dans  ce  premier  système  de  transformées^  il  n'y  a  aucune  eondftzôii 

à  remplir,  si  ce  n'est  la  preoiîèreL— *^^=±3^. 

Mais  puisque  C  est  <^By  la  dernière  transformée  étant  mise  sai^s 
îa  K^fi'éT  -ï'^'   -•  '  -  "^  -  "       ''■       -  -  ^^ 

il  faudra^  pour  quelle  soit  résoluble,  qu'on  puisse  trouver  un  nombre  S 
ter  que  fl* — C  soit  >dîvisible  '  par  !fi;' cette'  condition  étant  remplie,  on 
procédera  à  la  diminution  de  B  par  un  second  système  de  transfidrmées^ 

x^  —  Cz^^Bj^ 


x^-^Cz^zszDj^, 

dans  lequel  la  suite  B,  Bj  K .».  sera  prolongée  jusqu'à  ce  qu'on  par-* 
vienne  à  un  terme  D<C^C. 

On  continuera  ainsi  la  suite  des  nombres  entiers  décroissans  A-^  B  ^ 
Cj  Dy  etc.  jusqu'à  ce  qu'on  parvienne  à  un  terme  égal  à  l'unité^  et  alors 
la  question  sera  résolue* 

(:24)  11  ^^^  ^^^^  ^^  ^^î^  qu'on  ne  sera  arrêté  nulle  part  dans  le  cours 
de  cette  opération^  lorsqu'à,  l'égard  dHme  transformée  quelconque^ 

x^^Fj^:=Gz^y 

on  pourra  satisfaire  wspi  deux  conditions     ^    s=e^  ^  ~    s=sg.  Or  si 

ces  deux  conditions  sont  remplies  dans  l'équation  proposée  x^^^Bj^ssidz^ 
et  dans  sa  première  transformée  x^  -^-  Bj^  =x  ^2%  je  dis  qu'elles  le  se^ 
ront  dans  toutes  les  autres;  de  sorte  qa'alors  l'équation  proposée  sera 
nécessairement  résoluble. 
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i    Supposant  donc  qne  les  deux  conditions  mentionn^eftiwt  Vie%  dmik  les 
deux  premières  équations 

jc*  —  if/' s=:  ^a* 

c'est'à*>dire  qu'il  y  a  des  entien  et,  €,  et',  C  tels  que 

«•— ^       «"—5       C^—A       C'—jf 


^  «■•    < 


sont  des  entiers^  il  £siut  prouver  que  les  conditions  semblables  ont  Ueui 
dans  la  transformée  suivante 

Or  comme  on  a  déjà  — -^ —  =s  AV*^  il  suffit  de  £sdre  voir  qu'41  existe 

nn  entier  6'  tel  que  — ^ —  =  e. 

Soit  d  Tun  des  nombres  premiers  qui  divisent  j9  ,  on  a  déjà ,  par  les 
conditions  donne'es  : 

C^  —  A  C*—jf 

— 3— =  «,      — g— =  *• 

Cherchons  d'après  cela  un  nombre  X  tel  que  — g —  =  e.  Si  A"  est  di- 
visible par  8^  il  n'y  a  aucune  difficulté;  soit  donc  A'  non  divisible  par  9, 
je  distingue  deux  cas  y  selon  que  â  divise  ou  ne  divise  pas  A\ 
I*.  Si  0  divise  A\  il  divisera  a  et  a!  en  vertu  des  équations 

D'ailleurs  on  a 

jrKK^sz — 2^ —  ==^ ^r^ 5= /x*-^' d=  ajtMt  + -^A*; 

donc -g est  un  entier  ;  ajoutant  — — r qui  en  est  un  ,  on 

aura  — ^^^^— =  ^.  Mais  k  est  premier  à  i?^  et  par  conséquent  à  fl, 

puisque  si  A:^  et  iS  avaient  un  commun  diviseur  y  il  faudrait  y  d'après  l'é- 

* quation  a'^—'B^si  A!A'K*y  que  B  eût  un  acteur  quarré ,   ce  qui  est 

contre  la.  supposition  ;  donc  on  peut  faire  kQzs^nk^-^nAy  et  ainsi  on 

aura  .  s=e,  ou  sunpiement      ^  »  ■  s=  e. 


^\ 
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*    ^.  Si  f   M  dmse  pas   J^^  fà  ptt  oonsëquetit  €^y   de  Véift^ûon 

T — -- — =z=  e  on  déduira  d  abord z = e,  ou -7- s=  e. 

Ensuite  puisque  G!k  et  0  sont  premiers ,  entre  eux^  on  pourra  Êdre 
a!  zsznC'U-^^rmy  ce  qui  donnera — g sse. 

D'après  cette  dénionstration  ^  qui  a  lieu  pour  tous  les  facteurs  pre^ 
miers  de  ^^  on  voit  que  non-tfeulement  Téqu^tion  — -^ — =e  est  pos- 
sible ^  mais  qp'il  est  fiicile  de,  trouver  a  priori  la  valeur  tie  €^  Donc 
toutes  les  équations  jc*  —  JB;^*  =  -^V,  x^ — Bj^sszJ'z^^  etc.  où  B  est  le 
même  ,  n'offriront  aucun  signe  d'impossibilité. 

Nous  allons  faire  voir  maînieitant  que  la  même  chose  a  lieu  dans  le 
second  système  de  transformées  où^  en  conservant  une  même  valeur 
de  Cf  oa  ftit.  parcbonr  \B\bl  suite  décroissante  JEFy  B^j  etc. 

/.(\a5)  Les  deux  dernières  équations  du  premier  système  étant 

(où  n  et  /^— -I  sont  des  mdiees  et  non  des  exposans)^  on  peut  supposer 
que  ces  équations  satisfont  déjà  aux  conditions 


et  il  s'agit  de  prouver  que  dans  la  transformée  suivante;^  x^ — Ay^ 

(qui  appartient    au  .second  système)^   op    peut    satisfaire  aux    deux 

conditions 

Or  la  prcnière«l  inmiëéîatemefit  f^emplie  paar  l'equatioa  — ^^7—  s=  ^% 
il  reste  donc  à  £sare  voir  qu'on  peut  toujqurs  satis£ure  à  la  çeconde 


Désignons  par  fl  Vnn'  dès  nombre^  premiers  qui  divise 
dtrs  le  tiomiire  4/  tel  ^é  7— g—  =ïj^.  Si  JB^  eçj  dlvîsIbjLe 

;  0«  ai  «B'  n'est  pas  4ivisiWe  a 


^t. 


^  deux  cas  à  considérer.  > 

^  X*.  Si  0  est  diviseur  de  B^  il  le  wra  de  ji^  et  de  T,  en  vertu  des  êqua- 
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cette  suite  d'jentlers  qui  doivent  les  uns*  des  «aires  p«r  des  sdbstittttioits 
Ott  opérations  très-simples  ; 


*    •         M-  6 


*>    \ 


*    ■     ■  4         r       CSZ  €• 

*  î     .  ■  ' 

Soit  donc  \}/:=  jByXrff,  et  on  aura  ^^L- — s-:e. 

2"*.  Si  0  ne  divise  pas  B,  il  ne  divisera  ni  Â^  ni  C'^  on  aura  donc 
successivement  ■«  -i 

— r-=^>     ^    a^ — =^>    "^^-ê — =^ 

Mais  cLfeiQ  étant  premiers  entre  eux^  on  peut  supposer  £'=*  «4/0^ ««-^mf, 

ee  qui  donnera  ^^--g —  =  e.    - 

Le  même  raisonnement  ayant  lieu  par  rapport  à  tous  les  diviseurs 
premiers  de  j4%  il  s'ensuit  qu'on,  pourra  toujours  satt^^w^  à  T^u^tion 

-i-'-^  —  r 

(26)  Donc  réquation  ^* — ij;^*  =  ^;5'.  sera  résoluble,  si  Ton  peut 
sadsÊdre  aux  deux  conditions       "T    =se,    *-^ — =9 «,  et  si,  de  plus, 

4an8  la  première  trans&miée  a^'^JB^jsojfz",  on  peut  aatilbfidre  k  fat 

ce  —  -^' 
troisième  condition 5 — =se. 

Cette  denrièfe  condition  serait  steperftue,  comme  on  va  bientôt  le 
'démontuar,  ai  lê8«deusiiiaDibiisa  ^  et  Ajetadcat  premiers  entre  eux; 
mais  la  proposition  générale  est  susceptible  d'être  présentée  dWe  manière 
it4iir4ois  pha  single  et  fhis  élégaùtès 

Observons  d'abord  que  toute  équatiou  indéterminée  du  seeo9d  degré 
peut  être  ramenée  à  la  forme  ax^  +  i^  =  cz*^  dans  laquelle  les  coeffi- 
ciens  à  y  hy  c  sotlt  poshife,  n't>nt  Aéxx  à  deux  aucun  ^viseur  coiMUnni^ 
et  de  phè»  sont  dégagés  dé  tont  &ctétir  quatre.  Ce  qui  regarde  leâr  signes 
est  manifeste,  puisque  toute  équati(tt  fermée 'tVéCf'tÂ>isqttaiithés,  ùî|^e 
qu'une  de  ces  quantités  soit  égale  k  la  somme  des  deux  autres.  Ensuite 
si  a  contenait  im  facteur  quarré  0%  on  ferait  a=:OV,  a:?=6j/,  et  le  terme 
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mx':  se  changerait  en  ^ar'%  où  if  n'a  pins  de  &cteur  quarré.  Enfin ,  si 
deux  des  trois  coefficiens  ^f-èy  Cy  par  exemple^  a  et  bj  avaient  un'di-* 
viseur  commun  fl,  on  ferait  az=:d^ y  i  =  t'fl,  cfl=c',  zs=iz%y  et  Té- 
quation  aa:'+A;^'=s.c;3%  serait  changée  en  une  autre  «'a:*+i[;^*=;c^a!'% 
dans  laquelle  d  tiV  n*ont  plus  de  commun  diviseur. 

Cela  pose  ^  la  nouvelle  équation  oa;*  «f- i^  =  cz*  étant  mise  sous  la 

forme  (— j  ••i<?r-2^J===€ïc,  peut  être  assiniilée  à  la  formule  jc* — Bj^^ssAz^y 

et  la  comparaison  donnera  Bzszbcy  Azsioc.  On  aura  donc  d'abord  le$ 
deux  conditions  à  remplir 


A^^bc 


fie 


e. 


Soit  a^ssc/iy  Czsscv  y  ces  conditions  deviendront 


c/tA* — b 


cp^^-^a 


e. 


Pour  exprimer  la  troisième  — ^ — = e ,  observons  qu'on  a  tt^^^B^:iAA'k% 

•  ■  •  ■ 

ou  cfâ^-^bzsiajfl^y  et  comme  ah  n'a  point  de  diviseur  conunun  avec  bcy 
la  dernière  condition  sera  remplie  si  Ton  a 


bc 


e. 


Or  pour  que  le 'numérateur  de  cette  quantité  soit  divisible  par.  ^^  il 
suffit  que  ak^ÇÇf  —  c/a^  le  soit  y  ou  bien  mettant  cy*  au  lieu  de  a  en 
vertu  de  la  seconde  condition  ^  il  fiiudra  que  A*^V*— 'ft*  soit  divisible 
par  ^^  ce  qui  est  toujours  possible^  en  déterminant  •€'  d'après  l'équar* 

tion  — r— i-  =  e.  J)e  là  on  voit  que  lorsque  A  e\  B  n'ont  pas  de  com« 

mun  diviseur  (ou  lorsque  cws:i)y  la  troisième  condition  est  remplie 
par  une  suite  des  deux  autres. 

Mais  s'ils  ont  un  commun  diviseur  c,  il  restera  encore  à  satis&iré 

à  la  condition ^  =  e,  ou  simplement  ^  "^   =  e.  Voici  donc  un 

théorème  général^  d'après  lequel  on  pourra  décider  immédiatement,- et 
sans  aucune  transformation,  si  une  équation  indétennjiiée  du  seçonid 
degré  est  résoluble  ou  ne  l'est  pas. 
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(37)  «  Etant  proposée  l'équation  ojc*  +  A^**  =  cz%  dans  laquelle  les 
9}  coefEciens  a^  by  Cy  pris  individueUement,  ou  deux  à  deux,  n'ont  m 
n  diviseur  quarré,  ni  diviseur  commun;  je  dis  que  cette  équation  sçra 
>)  résoluble  9  si  on  peut  trouver  trois  entiers  X^  /t^  y  tels  que  les  trois 
I)  quantités 

a\'  +  6        c(A* — b        cy*  —  a 
c       '  a       ^  o 

*  m 

A)  soient  des  entiers  :  elle  sera  au  contraire  insoluble^  si  ces  trois  con-* 
»  ditions  ne  peuvent  être  remplies  à-la-fôis.  » 

Remarque  I.  Ces  conditions  se  réduisent  à  deux^  si  l'un  des  trois 
nombres  â 9  bjC^  est  égal  à  l'unité^  et  elles  se]  réduisent  à  une  seule', 

comme  da^is  le  n"*  22^  si  deux  de  ces  nombres  sont  égaux  à  l'unité. 

*  .  ■         • 

Remarque  II.  On  peut  toujours  arranger  les  trois  termes  de  l'équa- 
tion proposée 9  de  manière  que  aj  by  c  soient  positifs  ;  mais  cette  coi^ 
didon  n'est  pas  de  rigueur ,  et  le  théorème  serait  encore  vrai  y  quand 
même  quelqu'un  de  ces  termes  serait  négatif. 

Il  ne  faudrait  pas  cependant  conclure  de  là  qu'tme  -équation  telle  que 
:jc»^5y*-+-6;3*=o  est  possible,  pai*  cela  seul  qu'on  peut  satisfaire  aux 

conditions  — î— =e,  — -^^  =  e,  il  faudrait  conclure  seulement  qu'elle 

peut  se  ramener  à  là  forme  x^-f-^  +  iS'sso.  En  général,  toute  équa- 
tion résoluble  pourra,  par  la  méthode  du  §  précédent  ^  se  ramener  à  la 
forme  x'+^*^— a*  =  o  j  mais-'il  suffit  de  la  ramener  à  la  forme 
Aa^  +J^*  —  z^^ssOy  dont  la  solution  se  trouve  immédiatement. 


t  ■  i  .   .  ,     *  ,»  ,1 


•i.  . 


i 
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§  V.  Développement  de  la  racine  d'un  nombre  non  quarté 

enr fraction  continue. 

{p&)  \j  X  principe  exposé  n^  i  >  pour  développer  une  quantité  quel- 
conque X  en  fraction  continue,  s'applique  avec  beaucoup  de  Êicilitë 
aux  racines  quarrées  des  nombres,  et  en  général  aux  quantités  de  là 

forme    '  q     y  Jly  B  tl  C  étant  des  nombres  entiers.  Mais  pour  qu'on 

voie  plus  clairement  la  marche  de  l'opération^  nous  prendrons  d'abord, 
im  exemple  particulier. 

Soit  A:=:  19,  on  aura  x  ou  j/i9=:4H — rî  ^^  1^  a?^  =    .    _.i    ou  ,' 

en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  l/i9+4>  a/ss— |^: 
rentier  le  plus  grand  compris  dans  cette  quantité  est  2 ,  ainsi  on  aura 
jg^=:3  +  ^^^^,  Cette  dernière  partie  étant  nommée  ^^   on  en   tire 

«^  =    .    ^   =       2'^^  j  l'entier  compris  est  1  et  le  reste  — ^?        qu'il 

faut  renverser  de  même  pour  avoir  la  valeur  de  afy  ainsi  de  suite.  Voici 
dlonc  l'opération  pour  développer  1/19  en  fraction  continue  : 

9—4—     ^     —3-1-  .3 

«    —  ./ —  — 5       —«H 5 

_t/i9+3_g  .   V/I9-3 
"a  ^^       a 

.T— ? t/'94-3 _      ,   t/i.9— a 


X 
X 


3 

5 

—  V/19-3 

a 

1^19—3 
5 

—  v/r9-a 
3 

~  V  '9—4 

*    — ./ —      3      —  »-r     3 

a:'"=-r^  =  l^^  =  a    etc. 
K»9— 4  3 
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Arrivé  à  ce  tenne^  on  tombe  sur  une  valetu*  de  x^^^  égale  à  celle  de  af^ 
d'où  il  suit  que  les  quotiens  déjà  trouvés  2,  i ,  5,  i  y  2y  S  reviendront 
dans  le  même  ordre ,  et  qu'ainsi  le  développement  de  \/ig  en  fraction 
continue  donnera  les  quotieo^ 

4:  a,  i^  5,  I,  2,  8:  2y  I,  5,  J,  ?,  ,8:  12,  i,  5,  J,  p,  .8:  ^tc,       j 

i>u  l'on  voit  <ptafitès  le  premier  terme  4  >  ^  p^^^de  ^^  ^^  3^  x^  ^^  i{. 
revient  toujours  dans  le  même  ordre^.^t  se  répète  à  l'infini. 

(29)  Soit  mainte^an.t  //  un  novibre -quelconque ,  â^.le  jplus^gi^nd  qt^urré 
compris^  et  b  le  reste ^  ensorte  qu'on  ait  ^=af +i^  le  développement 
de  y^j4  en  fraction  continue  donnent  .d'abord 

-' ^ l/^+«^etc. 


SupposoviS  qu'en  prolongeant  ifidéfinimjantr],'Qpéintion^..ofi  pacviçnae.an 
quotient-complet  af^^  ou  jr n  v;,y  '  ; iSoit,/t.rentier  compris  dans^^ ife 

reste  sera  ^  "^""^    >  ^^ ^^^t^  ^'^^* nojnmé  ^,  on.affra/ =  w^^j_^; 

et.  puisque  ;  d'ailleurs  l'analogie  des  formas  .e^igp  qw'pn  ait  y  =  -  ^  f 
on  tirera  de  là  l'équation  suivante  pour  déterminer  f  et  I/: 

D        _  \/A+r 

Cette  équation,  où  il.&ut  égaler  séparément  la  partie* rationnelle  à  la 
partie  rationnelle  et  la  partie  irrationnelle  à  la  partie  irrationnelle  ^ 
donnera 

Telle  est  la  loi  très-simple  par  laquelle  d'un  quotient^complet  quel-r 

conque  ^  ^   ,  on  déduira  le  •  quotient-complet  suivant — j^— }   et  il 

n'est  pas  à  craindre  que  les  nombres  F  et  ly  soient  fractionnaires^ 
car  si  on  substitue  la  valeur  de  F  dans  ce&e  de  I/,  on  aura • 


/y  5=  ^     ^^     ^^'  s; ^ig^V  2fiI'^fi^D.  Qr  aja^t  Ar^^^JÏD 
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on  désigne  par  — ~—  le  quotient-complet  qui  précède  Y  ^   y    on 
aura  seniiblablement  ^— /*=Z>Z>^^  donc  i^ 

D'où  l'on  voit  que  puisque  les  nombres  D  et  /  sont  entiers  dans  les 
'deux  premiers  quo tiens-complets  ^ — —,        À    ^^  ^  ^®  seront  néce^ 

sairement  dans  tous  les  autres  à  l'infini. 

La  valeur  qu'on  vient  de  trouver  pour  ZX,  peut  aussi  se  mettre  sous 
la  forme  Zy  =  Z>**-t-ft(/— /')j  ainsi  des  deux  quotiensrcomplets  con« 


sëcutift 


D       =''^  + 

on  déduira  le  quotient-complet  suivant       ^T    9  au   moyen  des    for* 

mules  r  =  fjiD — /,  ]y:=:I>*'^fjL(I — F);  ce  qui  réduit  la  loi  de  con- 
tinuation au  plus  grand  degré  de  simplicité. 

(5o)  Supposons  maintenant  que  ^,  -  soient  deux  fractions  consécu- 

lives  convergentes  vers   \/^  ;  soit  - — ~-  le  quotient-complet  qui  ré- 
pond à  la  fraction  ^,  on  aura^  suivant  le  principe  connu, 

d'où  l'on  tire  les  deux  équations 
lesquelles  donnent 

{pq^  —p'q)D  =pp  —  Jqq. 

Or,  par  la  propriété  des  fractions  continues  (n*  6)  on  a/iy"— /^^ys-j-ïy 
si-  est  >  t/^,  et  /?9^— p'^^s;—  i,  si  -  est  <v/^>  d'où  Ton  voit  que 
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^^— «^«^  a  totijotird  le  même  signe  que  /y?— ^y^>  ^t  qu'aînsî  Z>  est 
toujours  positif.  Ces  valeurs  prouvent  encore  immédiatement  que  D  et ./ 
8ont  toujours  des  enticjrs;  je  dis  de  plus,  que  /  est  toujours  positif;  car 

d'un  côté  réquation  y/+  q^'D  z=zp  donne  2-  =  T^  —  l\i  Z),  et  puisque 

y*  est  <7,  il  fiiut  qu'on  ait  D>^'^Iy  ou  D>\/A — /;   d'un  autre 

c6té,  on  a  J^  >)^>  donc  D<^^A+I.  Or  ces  deux  conditions  se- 
raient incompatibles  ^  si  /  était  négatif. 

Gela  posé 9  il  est  facile  de  trouver  les  limites  que  les  nombres/ et /> 
lie  peuvent  surpasser  ;  l'équation  A — P'=:DD'  donne  /<|/^,  ainsi 
/  ne  saurait  excéder  l'entier  a  compris  dans  \/  A  ^  et  puisqu'on  a  d'ail- 
leurs /"-f-Zs/iAZ)^  il  s'ensuit  que  2â  est  la  limite  de  /^^  et  en  même 
temps  celle  du  quotient  /^. 

Mais  puisque  la  fraction  continue  qui  représente  la  valeur  d'une  quan- 
tité irrationnelle  doit  s'étendre  à  l'infini^  et  qu'il  ne  peut  y  avoir  qu'un 
certain  nombre  de  valeurs  différentes  tant  pour  /  que  pour  Z>  ^  il  est  né* 
cessaire  que  la  même  valeur  de  /  se  rencontre  une  infinité  de  fois  avec  ia 
même  valeur  de  Z)  ;  or  dès  que  l'on  retrouve  pour  le  quotient-complet 

une  valeur  déjà  trouvée,  il  est  clair  que  les  quotiens  suivans  de 

|a  Jâraction  continue  doivent  être  les  mêmes  et  dans  le  même  ordre  que 
ceux  qu'on  a  déjà  obtenus  ;  donc  la  fraction  continue  qui  exprime  ^A 
sera  composée  (au  moins  après.quelques  termes)  d'une  période.consta&te 
qui  se  répétera  à  l'infini  ^  comme  on  l'a  déjà  vu  dans  ub  cas  particu- 
lier, n"  26. 


désigna  ^  ^ 

tions  convergentes  qui  leur  répondent  jusqu'au  conunencement  de  la 
seconde  période,  comme  il  suit: 

Quotiens    a,     <*,€,> -X,   ;tt,  ^14',  ;*' û>  ,    ft,  ^m.',  m-'.  .  û>,  etc. 

Fractions    fia                                    El        P                                    p*i      pi 
convergentèsl  o'       ^  •••••••  • ^o >     ^ • ^0^9    ^ • • 

Soient  en  même  temps  les  valeurs  correspondantes  du  quotient-complet 

\/A    \/A+a               j/A-h  P    V^+I            '  j/A+Pi     yA  +  I 
1    ^        b       /?*     ^        D     D       ^       D      •' 
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on  aura  iSTabdlrâ^^par  ce  qui  à^  démontre^  ^— /•=/?/?•,  et  ^— /fe=tW>f  ^ 
ce(fmàùÈtaeJJ^i=:D^;  onanraanssi/sXf^-— /''  et  /=a^i — /*!,  d'oà 

Ton  tire  ^  ■  =s  X — û*.  TMDbus  d'un  autre  côté,  Féquatîon  yT+^^Zfcsp, 
donne  /=  ^  —  2—  •  et  puisque  2  est  une  valeur  approchée  de  ^ui , 
on  doit  avoir  ^  =  a  -f>  une  fraction  - ,  d'où  résulte 

donc  à  cause  de  tf^K^tj y  on  aura  a — J'<  Z>;  on  aura ïend>l«lJAmeat 
«— /•<'2>*,  ««— /«i  </>'i;  donc  à  plus  fijrte.raiaon/»—/'»! </>•.. 

Mais  on  a  trouvé  — -^ — =  à  l'entier  X— -â»,  donc  il  £aLut  que  cet  en« 

lier  soit  «éro;  donc  on  aura  p2=iPi  et  K^s=:ê0. 

On  démontrera  de  même  que  le  quotient  qui  précède  X  est  égal  à 
celui  qui  précède  â^ ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au  quotient  cl;  de. sorte  que 
le  quotient' «  est  Celui  qui  revient  le  premier,  et  qui  doit  commencer 
k  période. 

(Sa)  Gela  posé,  on  peut  représenter  ainsi  la  série  des  quotiens  et 
celle  des  fractions  convergentes  qui  leur  répondent  dans  le  développe* 
ment  de  {/ji. 

Quotiens a;  a,\€....  X, /tt;   &,€,..     X,      fi;     «(,,    C,  . . .  X,  fikj  etc 

Fract  couvera   if  E    P.     EL  Pi*      El     ?li  .. .  . 

rraci.  converg.  -,  Y, ^o>  ->  ^, ^oj>     ^^i   ^f • 

Dans  cette  disposition ,  -  est  la  fraction  convergente  qui  répond  au  der- 
nier quotient 7t  delà  première  période  «,  C.^.X,  Atj  soit  a  le  quo- 
tient-complet correspondant,' on  aura  z  ;c  y^^— *g,  ou*^" — ">  ^  '■  t/^^ 
et  il  en  résultera ,  suivant  le  principe  ordinaire , 

ce  qui  fournit  les  deux  équations 

La  seconde  équation  donne  fc— «sH*^;  ss  ^,  d'où  il  j^uit  <[ue  ji-^^-a  «st 
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le  plus  grand  entier  compris  dans  ^;  cet  entier  est  ^gal  II  a,  ûnsi  on  a 

fi-^az=sa,  ou  fi=:aii«  En  même  temps^  puisque  ^•s=s^  — oçr,  il  s'en- 
tnît  que  la  série  des  quotiens  a  y  C  ^  • .  •  8  ^  X  qui  précèdent  /a  est  sym« 

métrique  (n""  ii)^  car^~^  est  Tune  des  fractions  convergente!  yen 
',^A-^a^  quantité  égale  à  la  fraction  continue  -  ,  ^^  >    et    cette 

*"^ff  +  ctc. 

fraction  convergente  est  précédée  de  ^       r  ;  donc  puisqu'on  a  ^=^^— oy , 

il  £iut  que  la  période  a,  €^. . .  éf,  X  soit  identique  avec  S09  invcirse  ^, 
d.  • .  €^  0t.  Et  de-  toutes  ces  remarques  il  suit  qu^J^s^  qu^tiçns  prQVff** 
nans  du  développement  de  ^Ay  procèdent  suivaat  ^çtte  loi  : 

n;  a,  ff,  >...  >,  C,  «,  2«j  a,  C,  >...>,  €,jt,  m;  etc., 

loi  qui  deviendrait  encore  plus  régulière ,  si  le  premier  quotient  était 
aa  ou  xéro  ;  c'est-4fe-dire  s'il  s'agissait  du  développçmept  djs  ^A  db  a. 


(33)  U  est  important  d'observer,  qfie  toute  frac^pn  çp^verj^ente  ^,  qui 

répond  au  quotient  :ia  dans  une  période  quelconque ,  eef  tell^  <p^'pP  & 
/?• — -^^•  =  db  1.  Car  lorsque  le  quotient  /icistuiy  l'équattou  Pr^ïfrPJ^ih 
où  /  et  /"  ne  peuvent  excéder  a  (  n"*  3o  )  ^  donnera  néc^nsfî^^^^lt^ 
/=/•=«,  et  />=!  î  donc  l'équation  (/?7*  — /?*y)  Z?  =:/>^  rrrr  ^17%  4^ 

vient  ;?•-— ^^':;=:db  i ,  savoir  -f-  i  ,  si  ^  eçt  >  |/-^,  et  —  i    dans  k 

cas  contraire.  *     . 

Puisque  le  quotient  2a  se  trouve  nécessairement  dans  Je  développe- 
ment de  ^A^  il  s'^ensuit  donc  que  l'équ^tîcHi  x*  —  A/^  =  db  i  est  tour 
jours  résoluble  (au  moins  avec  le  sigpie  +) ^  quel  que  soit  1^  nombre  A , 
pourvu  qu'il  ne  soit  pas  un  quarré  parfêiit  ;  et  on  voit  en  même  temps 
^'il  y  aura  une  infinité  de  jsolulions  de  cette  équation^  puisque  le  quo- 
tient aa  se  répète  une  infinité  de  fois  dans  ies  périodes  successives. 

Au  reste ,  si  le  nondbre  des  termes  de  la  période  it,  C. .  .^  I?  ^  ^ ,  ^(t  e^t 
pair ,  toutes  les  fr*actions  qui  «répondent  ttu  i^piotiÂent  2a  4m^  .le$  .diy&r3.es 
périodes  9  seronCplus  gvanâea  que  \/^A^^  .et  iaio^i  dans  <:e  ca3,  ws  frac* 
lions  ne  sàlisfevoni  ^*ji  i'équation  a:*— -^^;=  +  i.  Mais  ai  le  nombre 
des  termes  de  la  période  estimpair,  alors Ja|Nremière  fraction, qui  répond 
au  quotient  na  sera  plus  petite  que  ^A  y  la  seconde  plus  grande^  et 
ainsi  alternativement  ;  de  sorte  que  dans  ce  cas,  l'équation  jc* — Aj^  =' —  i 
sera  résoluble  aussi  bien  que  l'équation  or*  •i^.ijf;^*  55= -4-  S  :  lapremièi^  par 
les  fractions  convergentes  de  rmg  impair,  la  seconde  par  celles  de  rang 
pair. 
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§  VL  Résolution  en  nombres  entiers  de  V équation  indéterminée 

X*  — Ay^=rfcD,D  étant  <\/ A. 

(54)  JN  0U8  avons  fiut  voir  dans  le  paragraphe  précédent,  que  Féqna*- 
tioa  x^— -//;^=+i  est  toujours  résoluble  d'une  infinité  de  manièl'es*; 
quel  que  soit  A ,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  un  quarré  parfait.  Quapt  k 
l'équation  x* — .^^=— i,  elle  n'est  résoluble  que  dans  certains  cas 
particuliers;  et  comme  la  solution,  lorsqu'elle  est  possible,  doit  se 
trouver  parmi  les  fractions  convergentes  vers  \/J ,  la  condition  néces- 
saire et  en  même  temps  suffisante  pour  la  possibilité  de  cette  solution  ^ 
est  que  la  période  de  quo tiens  donnée  par  le  développement  de  y^Jl 
soit  composée  d'un  nombre  de  termes  impair. 

Les  solutions  de  l'une  et  l'autre  équations  se  tirent  immédiatement 
des  fractions  convergentes  vers  \/A ,  savoir ,  de  celles  qui  répondent 
au  quotient  2a  (a  étant  l'entier  compris  dans  V^^),  et  il  y  en  a  une 
infinité ,  puisque  ce  quotient ,  ainsi  que  les  périodes  qui  le  comprennent^ 
se  répète  une  infinité  de  fois.  Le  numérateur  de  chaque  fraction  est  une 
valeur  de  x ,  et  son  dénominateur  la  valeur  correspondante  de  j: 

Nous  ferons  yoir  ci-après  comment  on  trouve  a  priori  l'expressioii 
générale  des  diverses  fractiojas  qui  répondent  à  un  même  quotient  placé 
de  la  même  manière  dans  les  périodes  successives.  Dans  le  cas  présent  ^ 
il  suffit  de  faire  connaître  le  résultat  qui  d'ailleurs  se  vérifie  immédia- 
tement. 

Soit  £  la  première  et  la  plus  simple  des  fractions  convergentes  qui  re- 
pondent à  un  même  quotient  2a;  si  l'on  a/>*— ^^*=+i ,  ou  si  le 
nombre  des  termes  de  la  période  est  pair ,  Téquationo:*— -/(y'*=+ 1  sera^ 
comme  nous  l'avons  déjà  dit ,  la  seule  résoluble.  Pour  avoir  alors  la  solution 
générale,  il  suffit  d'élever  ;?+ 9 v^^  a  une  puissance  quelconque  iTi^  (pt 
d'égaler  le  résultat  à  x  -^y^A.  En  effet,  si  l'on  a 

X  tiy  étant  rationnels ,  on  aura  en  même  temps 

{p^qs/Ay^six-^jry/A. 
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Multipliant  ces  deux  équations  entre  elles  ^  le  produit  sera 

Donc  en  effet  les  valeurs  trouvées  pour  x  e\.y  .satisferont  a  Féquation 
x*'— *  Aj^  =  I  >  quel  que  soit  l'exposant  /n.  On  peut  aussi  avoir  séparer; 
ment  les  valeurs  de  x  eijr  par  les  formules 


xz 


lesquelles  donneront  toujours  des  nombres  entiers  pour  x  et^; 

(55)  En  second  lieu  ^  si  on  a  p^-^Aq^zsz—^  i ,  ou  si  le  nombre  des 
termes  de  la  période  est  impair ,  alors  il  est  visible  qu^)n  peut  satis&ire 
à*la-fois  aux  deux  équations  x*— •-4r*===+  i  *  x^'^^Aj^'ssi—x ,  savoir, 
à  la  première^  par  les  puissances  paires  de  p^q\/A^  et  à  la  seconde^ 
par  les  puissances  impaires  de  ce  même  binôme.  Car  si  Ton  fait 
Xp'^rq^  AY"  ^=s.x  '\-y^  A  y  on  aura  x*^ — .^/y^s=(— i)»*=:-f-i,  et  si 
Ton  feit  {p-J^y/ AY^^ssLx^yS/ A  y  on  aura  a;*— .^/^•^---i)**^*s=:~i. 

Par  exemple^  lorsque  -«^=:  i5,  on  trouve  -  =s  V>  et/?*— iSy'sss— x: 

Donc  en  faisant  (i8+5|/i5)'*=:jr+j^|/i5^  on  satisfera  à  Féquation 
x^ — i5;^=i,  et  en  fiiisant  (i8+5v/ï5)**"*'*=sa:+^V^i5,  on  satis- 
fera à  l'équation  a:*—  1 5;^= -—  x . 

Les  moindres  nombres  qui  satisfont  a  Féquation  a:*-^i3;^*=  i  ^  sont 
donc  a:  =  649,  J=  i8o,  car  on  a  (i8+5(/i3)*==:649+  i8ov/i5. 

Quelquefois  les  nombres  les  plus  simples  qui  satisfont  à  une  équation 
donnée  x^—Aj^zsi'ûzx  sont  beaucoup  plus  considérables.  Par  exemple,* 
la  solution  la  plus  simple  de  Féquation  a:*—*  21  i^*s=  i ,  est 

X  s=  278    554    575    65o 
jr  s= .  19     ï6a    705    555, 

et  la  solution  la  plus  simple  de  Féquation  x*  --•  9917'*  s=  t  est 

X  =:  57951     64009    0681 I     95065    80148    96080 
y  =:     i2o5     57557     9055 I     55944     74425     38767. 

D'où  l'on  voit  combien  il  est  nécessaire  d'avoir^  pour  la  recherche  de 
ces  nombreu,  une  méthode  sûre  et  in&illible,  telle  que  celle  que  nous 
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avons  exposée;  car  oja  se  Jtfomp^raît  l)çaucoup,  si  après  avoir  eswfé 
inutilement  la  résolution  par  des  nombres  méiliocrement  grands ,  on 
concluait  qu'elle  n'est  posriMe. en  aucuns  nombres. 

(Sfi)  Fermât  est  le  ffretnier  qui  ait  paru  connaître  la  résolutîpii  de  Té- 
quâlion  Jc'— -</^==i;  du  moins  il  proposa  ce  proMème  comme  par 
défi  aux  Géomètres  anglais ,  et  mylord  Brownker  en  donna  une  solution 
qu^oii  trouve  dans  les  (Euvres  de  Wallîs,  et  qui  est  rapportée  a  peu  près 
textuellement  dans  le  second  voliune  de  l'Algèbre  d'Ëuler.  Mais  d'un 
côté  Fermât  n'a  rien  publié  sur  sa  propre  solution^  et  de  l'autre^  la 
méthode  des  Géomètres  anglais,  quoique  fort  ingénieuse ,  n'établit  ce- 
pendant pas  d*une  manière  certaine,  que  le  problème  spit  toujours  pos^ 
sible.  Il  restait  donc  à  démontrer,  queTéquation  oc* — ^■  =  i  est  toujours 
f éSûlttble  9n  nombres  entiers ,  et  c'est  ce  que  Lagrange  »  fiât  d'une  ma- 
nière aussi  élégante  que  solide ^  dans  les  Mélanges  de  Turin,  tomelV^ 
et  ensuit^  dans  les  Mémoires  de  Berlin^  aun.  1767;  cette  démanjstration , 
ainsi  que  la  méthode  de  solution  qui  l'accompagne,  doivent  être  regiar^- 
dées  comme  l'un  des  plus  grands  pas  qui  aient  été  faits  jusqu'à  présent 
dans  l'analyse  indéterminée.  En  effet  l'équation  a:*  —^  ^^  sa  i  n'est  pa^ 
seulement  intéressante  en  elle-même;  ^Uç  ^sX  encore  nécessaire  dans  Ift 
résolution  de  toutes  les  équations  indéterminées  du  secidnd  degré,  où  elle 
jsert  a  trouver  une  infinité  de  solutions  quand  on  en  connaît  une  seule. 

On  trouvera  à  la  fin  de  cet  Ouvrage  une  Table,  n^  X,  qui  contient, 
tsous  la  forme  de  fractions ,  les  solutions  les  plus  simples  de  l'équation 
m*-— ^/i*==ti ,  pour  tout  nombre  non  quarré  -^  depuis  s  jusqu'à  >5g. 

nombres  m  et 

LOn. 
faire 

-Im-^ny/jiy  =p  -f-^v/-*rf,  afin  d'avoir  les  moindres  nombres  p  elq  qnî 
satisfont  à  l'équation  jc*-—>4j7^=:  +  i:  on  a  alors  )k=2/w*—i,  <jzs:!imn. 

(  57  )   Venons    maintenant  à  la   résolution   de  Féquation  proposée 
a:*  —  Aj^ L.D.  On  a  vu  (u**  10)  que  lorsque  D  est  <^y^Ay  comme 

nous  le  supposons,  la  fraction  -  doit  être  l'une  des   fractions  convei^ 

gentcs  vers  |/^.  Il  JGamdra  donc  développer  y/^en  fraction  continue, 

et  calculer  les  valeurs  successives  des  quotiens-complets       ^    ;    si  y 

parmi  ces  quotiens-complets,  il  s'en  trouve  un  dont  le  dénominateur  Z? 
soit  égal  au  second  -membre  de  lléquation  proposée,  on  çn. déduira  u^e 


YOÊr   s'ils  satisfont  à   réquati<m  /»* — u^/»*  = -4^  1  ,  ou  là  FéqHati< 
TU» ..«  jin^  ==:  -—  I .   Quand  ils  satisfont  à  cette  dernière ,   il  feut 
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solttâoii)  toit  de  TéqiatioQ  x* ^^ jif^  :s:z^ D ,  mit  de  Tëquation 
x^  -^  j/f^cpts  *M  Z>  :  il  taÊdàra,  potir  cela  calculer  la  fractioa  canyergeiite 

^  ifû  x^poûd  attquotmntKïtmiplet  ^dont  il  s^'xgit;  sî  cette  fraction  est  de 

rang  ùûpair  (^  étant  censée  la  première  )j  elle  sera  plus  grande  que  |/^, 
et  ainèsî  on  aura  jf^  —  Jif^zsK  +  Di  si  efle  est  de  rang  pair,  ou  aura 
;?•  — u^y*  =  — Z?. 

Il  peut  se  trouver  plusieurs  fois  le  même  nombre  D  dans  la  même  pé- 
riode, et  il  se  rencontrera  toujours  au  moins  deux  fois,  puisque  la  pé- 
riode est  symmétrique  (excepté  lorsque  le  quotient  auquel  répond  -  est 

le  terme  moyen  de  la  période,  abstraction  faite  de  son  dernier  terme  2a). 
On  aura  alors  autant  de  solutions  soit  de  Têqualion  j:*-^./^=i?,  soft 
de  réqtiaâon  x*— -^*=— 2>,  lesquelles  auront  lieu  égdemeït  dans 
toutes  les  autres  périodes. 

Si  wx  tte  'TCttcontre  p^itt  ie  ndtdbre  B  ^anon  Its  ^énominMepirs  des 
quotiens-coiqplets  dans  la  première  période^  on  sera  assuré  qu^  Téqua- 
tion  o^  — ^•  =  +  •0  ^  l'équation  x*— -</y*=  — 2),*  ne  peuvent  se 
réflfiwb^  tt  ïwae  ni  TantM  smmoadm»  ^ekticm. 

1^98)  AfeSs  si  on  a  yiws  on  ^lusîears  solutx^ns  tlbnnées  par  la  première 
l^ériode  des  >^otiens,  coasBe  oa  «fîétrt  «de  l'feig^iKquor,  on  powra  déduine 
immédiatement  de  chacune  de  ces  premières  solutions,  une  formule^éné- 
raie  qui  -çonûenne  une  infînke  d'autres  solutioaB  dépendantes  de  cette 

première  base.  Soit  -  la  £niction  convergente  qui  donne  p* — j4q*z=zD  ; 

soient  en  «néme  temps  <  et  i£  des  nombres  quelconques  qui  satisfont  à 
Téqtiaâion  P«— .^^/zi^r^^i';  si  on  mQltt[i3feiccs'iSetiic -équations 'entre  ffUes, 
le  produit  pourra  être  mis  sous  la  forme 

de  sorte  que  Téquation*  x^ -^ jA^^^^rs^D  Mra  'Hésolue^génëralement  rpar 
les  formules 

jrz=:puzhufti 

et  quant  aux  valeurs  de  Y  et  m,  nous  avons  déjà  fait  voir  que  si  m  et  n 
sont  les  mdirtâres  nombres  qui  satisfont  *à  Téquation  m*— *^n^=  i  ,  et 
qu'on  prenne  pour  k  ua  entier  quelconque,  on  aura 

0n^oit  donc  qu'en  ;.parfaftit  de  différentes  solutions  primitives  comprises 
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dans  la  première  période^  on  aura  autant  de  formules-généralejsqulreiir.  . 
fermeront  chacune  une  infinité  de  solutions  de  rëqùation>  proposée.  - 

D'ailleurs  les  valeurs  que  nous  venons  de  donner  pour  xetj  ont  éga- 
lement lieu^  soit  que  D  soit  positif^  soit  qu'il  soit  négatif;  elles  supposent 
seulement  que  Z>  a  le  même  signe  dans  l'équation  particulière  /?*— ^^Vc=Z); 
que  dans  l'équation  générale  a^'^jfy*z==iD;  elles  supposent  aussi  qu'on 
a   /»■  —  ^/ï*  =4"  ï • 

Si  on  avait  m'— *^n*;;=;-— i^  alors  les  formules 

Xz=:pt^Aqu 
jzszpwAzqt 

donneraient  à-la-fois  la  solution  de  Téquation  or*— ^*=4"^  ®t  celle 
de  l'équation  x* — ^•=i— />,  l'une  en£dsant  (/iH-/ïV^^)**=^+«V^-^, 
l'autre  en  faisant  (/w +/Î  v/-^  )**■*"  =  ^ +"  V^-^* 

(S9)  Si  on  connaît^  soit  par  la  Table  dont  nous  avons  parlé  ^  soit  par. 

tout  autre  moyen^  là  fraction  la  plus  simple  —  qui  satisfait  à  l'équation 

7?i» — An^  =  sfc  I ,  le  simple  développement  de  2  en  fraction  Ci3ntinue^ 

donnera  la  période  des  quotiens  qui  résulteraient  du  développement 

de  ^A.  Or  sans  connaître  les  quotiens-complets  v    "^    qui  répondent . 

à  ces  quotiens  entiers^  ni  par  conséquent  leurs  dénominateurs^  on  peut 
néanmoins  distinguer  facilement  ceux  qui  répondent  à  une  valeur  donr» 

née  de  D.  Ces  quotiens  sont  à  fort  peu  près  égaux  ^  ^>^  étant  l'entier 
compris  dans  ^A.  En  eflTet,  puisqu'on  a  (n**  3c()  /sa^Zlî^^  fl  enré- 

suite  ^  =  ^r-g —  —  ^  >  donc  l'entier  ft  compris  dans  ^  est 
à  peu  près  égal  à  l'entier  compris  dans  •^. 

(40)  Par  exemple^  ayant  à  résoudre  l'équation  x*— 6i;^*  =  5,  onde-' 

veloppera  en  fraction  continue  la  fraction*  jg  V  dont  les  deux  termesr 

satisfont  à  Téquationm*— 6i7i*  =  — i;  on  trouvera  les  quotiens  et  lés 
fractions  convergentes  comme  il  suit  ; 

Quotiens  7,    i,   4,    5,     i   ,     2  ,     a  ,      i    ,      5  ,      4   ,       i    ; 

p.  1      7      8      3q      laS      1G4      453      1070      i5g5      565q      04079      09718 . 

rr.cony.  -,    j,    7>f  ^    76"'    "5r>    '^^     ^j>     i^  ^    702  '    SôgTV  "^5"' 


L'entier  compris  dans  v^6i  esty^  et  ^ss^^f-^  je  cherche  donc  2 
parmi  les  quotient  ;  je  trouve  les  deu^  firaCtioBS  correspondanlés  ^/ 

^,  doQtla  première  donne  />*— Giy^s^— 5,  et  la  seconde;?*— ôiç^sssS. 

Donc  Tëquation  proposée  a:*— 6i/*=5  sera  résolue   au  moyen  des 
formules 


X  =2  455/  =fc  5558m 
^;=:455Mdb   58/ 
/4-i/V<6i  =(297i8  +  58q5v/6i)**; 

et  elle  le  sera  égalenient  par  les  formules  suiyantes  calculées  d'après  la 
première  fi«ction' convergente  ^• 


or  =  164/ db  12812^ 

k 

/+m\/6i  ac  (09718  +  58o5v/6i)»«:^\ 

On  résoudrait  de  la  mêiQe  manière  l'équation  a:*— 6i/*=— 5,  et  oni 

voit  pourquoi  les  deux  valeurs  trouvées  pour  -^  quoique  donnant  deux 

valeurs  de  D  de  signes  différens  ^  servent  néanmoins  à  résoudre  la  même 

équation;  c'est  parce  que  la  valeur  de—  est  telle. que  .//i*— rôt/i^ss-ri, 

car  dans  tous  les  cas  semblables  une  solution  de  l'équation  x^'rr6ijr»:s=J^f  . 
en  donne  toujours  une  de  l'équation  a:*  — 6i/*  =  — />,   et  récipro- 
quement* 

(41)  Nous  remarquerons  que  si  D,  quoique  toujours  plus,  petit  que 
\/vdf,  avait  un  facteur  qnarré  fl%  ensorte  qu'on  eût  Z?=fl*/y,  alors  ^  outris 
les  solutions  trouvées  par  la  méthode  précédente ,  et  dans  lesquelles 
X  eif  sont  toujours  premiers  entre  eux ,  il  pourrait  y  en  avoir  d'autres 
dans  lesquelles  j:  et  ^  aiiraienf  pour  diviseur  commun  6.  En  effet ,  si 
d'une  autre  part  on  trouve  possible  la  solution  de  l'équation  x'*-— L^*=Zy, 
il  est  clair  qu'on  en  tirera  a:==flx',  ^;;=6;^'.  Ainsi  il  pourra  y  avoir  au- 
tant de  nouvelles  formules  de  solution  j^  qu'il  y  a  de  manières,  de  diyijser  D. 
par  un  quarré. 
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§  VIL 


itur  ia  posiibiKié  des  éfUdOùms  d^im 

Jhrme  Mx*— Ny^ssdbi  ou  ±2. 


(42)  Supposons  (}kè  A  i^inSi  nbbifirè  ptrèhttidï,  et  soient  p  ^\  q 
les  moindres  iiombres  (  fiutres  que  i  et  o^  qui  satAfiofût  à  T^ïpMîofa 
p^  —  J^^*=  I  •  Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme  ;>*-—  \^Aq^^ 
ou  (/?■+- 1)  (/^  —  ï)  =  -^9*)  et  puîhque  ^  ëiirt  un  nombre  premier^  À, 
Ton  ixiX  <f '=^fgh  ^  la  décomposition  de  cette  équation  ne  pourra  se  fiire 
que  de  ces  deux  manières^ 

jAinsi  il  fimt  que  l'une  des^  deux  équations  suivantes  ait  lieu^ . 


.1 


■-%•! 


*; 


a 


,^^'At^. 


f*û  c%5  'flermèi^,  6«  voit  'fpk./'à6  );»ëiit  «lire  «pe  i  t>ù  3 ,  de  sorti; 
^'cn  aônt  les  quatre  <tottiiin«SBttBft  .> 

Là  combinaiton  (  3,)  doit  être  exclue  y  puisqu^il  s  ensuivrait  ^e  les 
nbmWes  p  'et  i/  ne  sont  pas  lés  moindres  qui  sadstbnt  à  K'équaâo'k 
n*  •^jiq^  :=3  i  ;  ain^  il  hë  reste  que  les  trois  a&tres  combinaisons  à  ^s« 
cûter.  Pour  cela ,  il  faut  considérer  successivement  leé  £verses  feijpiies 
àofat  wdf  est  suscëptibte  par  rapport  atix  -multîpleèf  de  4  ou  de  d. 

(45)  Sok  W  ;ï  dfe  la  forme  4>»4-i-  ÏÏïm  lés  ^é^atfotis  C^)  'et  ^4^ , 
Jî  iNm  dÀ  déûi  ndtaibrës  -^  et  *  ëït  Jiîiîr,  ràiifre  aèVfa  tèlre  àûgSÎ; 


mais  alors  Le  second  membre  serait  divisible  par  4>  tandis  que  lie 
premier  est  ri=  2  ^  ce  qui  ne  peut  s'accorder.  Si  ensuite  on  suppose  les 
deux  nombres  g  et  h  impairs^  leurs  quarrés  g^  et  h*  seront  de  la  forme 
Qn^i,  et  alors  le  second  membre  sera  encore  divisible  par  4*  Donc 
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V(çqn44içiii  (i)  e§t  la  seul^  qui  p^«8e  avoir  lieu;  doi^c  ell/^  ^  li^  i^écps^ 
fiSijifçnffinX ^  et  il  ç^  r^ulte  ce  t^^èp^e  .t^^f ç^f^arf^^f^  .v^ 

tf  ^  étmt  vu  nqmbre    pvemie^  4^   la   f^r^fie  4^^^  ,  V^fpifiiQ» 

Cette  propriété  a  Heu  pcn^f  le§  ppfi^res  {ffîBffîjgrf  4^-rf-<i  4^€})i»i9€b- 
xnent;  car  si  j4  était  de  la  forme  4^-{~  ^>  il  ^^^  ^i^^  ^^  voir^  en  attri«* 
Luant  à  X  et^  des  y^leum  paires  X)u  impaires,  que  x^^-r-^Aj^  serait  tou*- 
jours  de  l'une  des  fonnes  4^^  4^-f-i^  47^  +  a^  danç  lesquelles  — - 1 
n'est  pas  compris.  -    .      ,r 

On  peut  remarquer  que  A  étant  un  nombre  premier  de  la  formé 
l^r^r^  I  ^  tou{  nombre  qui  est  f  représenté  j>w  }fi  forsrale  o^^T^Ajr^y  pourra 
rêtre  aussi  par  .^'-— jc*;  car  puisqu'on  peut  supposer /ii*  —  -^/i*=:—^i, 
PA  aui»      ' 

iV3=(a:*— ^)  (An*—m^)=iA(mf  +  nxy'^(mx+Anjy. 

(44)  Soit  ?*.  ^  de  la  forme  8/î-|-5j  on  vient  .^e  voi;*  que  J'éqijatîon 

(i)  ne  saurait  avoir  lieu;  Féquation  (4)  ne  peut  avoir  lieu" non  plus.  Gar 

si  l'un  des  isioaibres  g  ei  A  est  pair^  l'autre  sera  pair  au^si,  fm§qp0  fto 

premier  mendie  ^est  piâr  ;  mais  alors  Le  second  meabte  s^ait  di^îs^Md 

'fHBt  4»  tandis  que  le  pjreaiier  ae  Test  que  par  a.  Si  les  noiiifer^s^.et  h 

sont  tous  deux  impairs^  le  second  membre  sera  dejb  ibrmeS/Hr.irr-C^'-HSf) 
(8/1+ ï)  ou  8n  —  a,  laquelle  ne  s'accorde  pas  avec  le  premier.  Donc 
l'équation  (2)  est  la  seule  possible  ;  donc  elle  a  Kéû  nécessairement  y  et 
'il  en  résulte  ce  tbéorème  : 

«  A  é(ant  un  nombrç  premier  8/14- 5,  .l'équatioç  x* '•^  Ajr*  zsz -^  a 

»  est  toujours  possible.  >> 

(45)  Soit  S"".  ^  de  la  forme  8n+7>  on  trouvera ,  par  des  considéra- 
lions  sendilables ,  que  Téquation  (4)  est  la  seule  qui  puisse  aVoir  lieu , 
d'où  résuke  ce  théorème  : 

«  A  étant  un  nomtbre  premier  8/1+7,  l'équation  jc*— -^^sssa  ekt 
»  toujours  possiMe.  » 

On  peut  remarquer  qu'étant  donnés  lés  deux  moindres  nombres  metn 
qui  satisfont  à  l'équation  m*-— u^/i^sszka,  il  est  facile  d'en  déduire  les 
deux  p  eiq,  qui  satisfont  à  l'équation  p*"  rr^  Aq^  zsn .  Pour  cela^  il 
£iut  faire 

ce  qui  donne  psss^An^'Ai\  «  eKnzs^ma. 
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(46)  Supt^oions  niamtenant^===ilfiV^  M  et  N  ëtant  detâ 
premiers  impairs  quelconques^  et  soient  toujours  ^  et  ^  les  moindres 
nbnibres  qui  satisfont  k  l'équation  /^^— -^^*=  i.  Cette  équation ,  mise 
sous  la  forme  (p'hi)(p — i)=sMNif*y  ne  pourra  se  décomposer  que. 
des  quatre  manières  suivantes,  où  Fon  a  fidt  qzsfgh^ 


De  là  résultent  les  quatre  équations 


où  11  fitut  supposer  sncce^divement  fs=s  i   et  fzss.  2,  ce  qiii  donnera 
les  huit  combinaisons 

i==«i5»— iVA»..(i),  i=Wg'-ilf»V.(3),  ^i=h*-3fN^..(5),  i=sg»— il«VA*..(7) 
a:^g*— iVA' ..(«),  a=iVg»— i»f A» . .  (4),  — a  =k<'—MNf . .  (6),  !i=^—dINh* . .  (8)  ; 

r 

desquelles  il  £aiut  exclure  la  7"^%  pmsqu'on  a  supposé  que  p  et  g  sont 
les  moindres  nombres  qui  satisfont  à  l'équatioxi  p*-— ^7*=:i. 

Voici  maintenant  deux  deâ  principales  conséquences  qu'on  peut  tiref 
de  ces  décompositions. 

(47)  1"*.  Si  les  nombres  premiers  itf  et  N  sont  tous  deux  de  la  forme 
4n  4-  3 ,  aucune  des  équations  (2)  y  (4) ,  (6) ,  (8)  ne  pourra  avoir  lieu  ; 
car  quelque  supf>osition  qu'on  ùtsfie  sur  la  forme  paire  ou  impaire  des 
nombres  g  et  h^  le  second  membre  sera  toujours  de  l'une  des  formes 
4n,  4^4"  i>  4^+^  9  tandis  que  le  premier  membre  est  dbs.  Dans  ce 
même  cas,  l'équation  (5)  ne  peut  non  plus  avoir  lieu,  car  il  sera  dé- 
montré ci-après  (n"*  140)  qu'aucun  nombre  de  forme  4^+3  ne  peut 
diviser  i  -f- A^.  Donc  des  deux  équations  restantes  (i)  et  (5),  l'une  aura 
lieu  nécessairement,  et  il  en  résulte  ce  théorème  très-remarquable  : 

«  M  et  N  étant  deux  nombres  pi'emiers.  quelconques  de  la  forme 
»  4^+3,  récpiation  ilfr*— iV)^==bi  sera  toujours  possible  en  dé« 
»  terminant  convenablement  le  signe  du  second  membre,  m 

(48)  2*.  Si  les  nombres  premiers  M  et  N  sont  tous  deux  de  la  forme 
4^  + 1 ,  on  reconnaîtra  également  que  les  équations  (a) ,  (4) ,  (6)  et 
(8)  ne  peuvent  point  encore  avoir  lieu  ;  mais  l'équation  (5)  n'est  pHjis 
à  rejeter,  et  la  proposition  relative-  à  C9  cas  peut  s'énoncer  ainsi  : 
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u  M  elN  étant  deux  nombres  premiers  4^  4~  ^  ^  on  pourra  toujours 
»  satisfaire  soit  à  Fëquation  x^  —  MNjr*  =  — .  i  ,  soit  à  l'ëcpiatiou 
»  ilfr*— iVy*=dbi,  le  signe  de  celle-ci  étant  pris  convenablement  » 

Au  reste  9  comme  la  décomposition  de  la  quantité  p^ — t  en  deux 
£aicteurs  p'i^  i  ety?—- 1,  qui  ne  diffèrent  entre  eux  que  de  deux  unités  , 
ne  peut  se  Êdre  que  d'une  seule  manière;  il  est  évident  qu'on  ne  pourra 
jamais  satisfisiire  aux  deux  équations  précédentes  à-la-fois  ^  mais  seu« 
lement  à   l'une  des  deux. 

(49)  Par  des  considérations  entièrement  semblables  ^  on  parviendra 
aisément  à  un  théorème  encore  plus  général^  que  voici  : 

«  M  ei  M  étant  deux  nombres  premiers  de  la  forme  4'^  -f~  ^  >  et  iV 
»  nn  nombre  premier  de  la  forme  4'*  Hr  ^  >  '^  ^^  toujours  possible 
«  de  8atis£tire  à  l'une  des  équations 

•  JVx»~ilfAf>»==fci 
ilfjc»  —  Af iVy*  =s  =fc  1 
Afjc*—  MNj*  =  =fc  I. 

(50)  On  petit  encore  déduire  ces  propositions  et  autres  semblables; 
de  la  considération  du  quotient  moyen  qu'ofire  le  développement  de  v/^ 
en  fraction  continue. 

En  effet  ^  soit  toujours  ^  la  fraction  la  .plus  sîxaple  qui  satisfait  à  l'é^ 

quation  ;»•— «-^y^ssi J  soit  a  l'entier  le  plus  grand  contenu  dans  \^Ai 
et  supposons  que  du  développ^ement  de  ^A  naissent  les  quotiens  et 

les  fractions  convergentes  jusqu'à  -  ^  comme  il  suit  : 


Quotiens. .....  a^  cl,  C Xj  B,  X ^,  «>  :ia 

Fracf  cdnv     .    1.  -5  L  l    L  .  2-*    « 


j    ' 


Nous  avons  désigné  le  quotient  moyen  par  6^  et  il  en  existe  nécessai«-> 

rement  un  y  sans  quoi  la  frtiction  ^  serait  de  rang  pair  ^  et  on  aurait 

p^ — Aq^z=i — I,  contre  la  supposition. 

Maintenant   puisque  la  période  a,  C,...  6....^^  ct^  est  symmé" 

trique  y  la  fraction  ^  doit  donner  par  son  développement  les  quotiens 

X....€^  fjLy  qui  suivent  6  (n**  ii);  donc  à  l'aide  du   quotient-com- 
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p)et   0  4.  &.  on  peut  déduire  immédiatement  la  fraction  ^  des  deux  cou- 

sçcutives  -^ ,  -,  ce  qui  se  fera  aiwi: 

11  en  résulte  p=f(9g-h^)  +  (f'g'-/g')»  Ç^g(^+^)>  «  «*sti- 
tuant  ces  valeurs  dans  l'équation  )?•— ^^*  =  i  ==  (y*"^ — /S")*  >  on  en 
déduùa 

SqU/»--^^=.0^-^/«^)Z>,  et  on  «ura 

•  •     ■  • 

d'où  Ton  voit  qu'en  général  D  doit  être  diviseur  de  ^f. 

(5i)  Soit   i*".    Z^pairsoJf,  il  faudra  ùire^/=:Mh,  et  l'équation 
/•  — >^^  =  (>^^  — /•g^)  D  deviendra 

Or  g'  ne  peut  avoir  de  diviseur  commun  avec  M  y  puisqu'alors  il  en  au- 
cait  w^f:=>Mh;.  donc  M  est  diviaeur  àid  J. 

Soit  A':;=^MNy  et  on  aura 

Donc  réquatîon  Jfx'— -iV^^ssrfc  2  est  possible  dans  ce  premier  cas," 
où  Ton  doit  observer  que  si  les  nombres  M  e\^N  sont  tous  deux  impairs^ 
ils  doivent  être  Fun  de  la  forme  4^*4-  i*  l'autre  de  la  forme  i!pi-f-5. 
Car  s'ils  étaient  tous  deux  de  la  forme  4^^,+ 1  >  ou  tous  deux  de  la  forvie 
4n+3^  le  premier  membre  serait  divbible  par  4  et  ne  pourrait  se  ré-- 
dtâre  9^  xk%M 

Soit  af*  jP  inxpair  ;;^  ilf ,  il  £siudjra  î^%f:sx:Mh^  ce  qui  donnent 
Af*A* — Ag^-=^dt.M\  donc  A  est  encore  divisible  par  M^  et  fiôsaut 
A  =  MN  y  on  aura 

Be  ces  deux  cas  résulte  le  tbéorème  suivant  : 

H  I^twt  dmwé  w  nowlire  quiconque  wn  quanré  A,  il  est  toujours 
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M  possible  lie  décomposer  ce  xTombre  en  fleux  Scieurs  M  et  N  tek  que 
}}  Tune  des  deux  équations  Mx^ — iV)^*  =  ±  i ,  Mx^ — JS(j'^=idz2  soit 
»  satisfaite,  en  prenant  convenablement  le  signé  du  second  membre,  )• 

U  faut  d'ailleurs  observer  que  pour  un  même  nonibi'fe  "-^==MiV,  il 
n'y  aura  jamais  qu'une  manière  de  salisiaire  a  l'une  de  ces  équations  ; 
cai*  il  n'j  a  qu'un  quotient  n^oyen  qui  rcfculte  dû  dévelappcnleni  dé  ^^4 
pn  fraction  continue* 

Lorsque  ^  est  un  nombre  premier^  on  n^  pômri  Met  d'autra  sùp^ 
position  qtie  celle  de  Jl/t»  i  et  Ifssszjii  ;  alors  par  fat  dilicussioii  des  eqva*^ 
tions  a:*  — •  ^*  =  db  i ,  a:* — ^*  ^zsdb  2 ,  on  parviendra  .  auk  xifteitie^s 
théorèmes  que  ci-deSsus  concernant  les  nonibres  premiers  des  formés 

4»  4- 1  i  4^  -f-  5  *î  4nH^  7.  On  obiîcftdhiît  Âè  même  cettt  qui  tt)nttfehifeift 
les  formes  A^MN^  J^Stl\tN,  déjà  traitées. 

(5:i)  Lorsque  l'équation  x^-^Ajr^m^  1  est  résoluble  (ce  quia  lieu, 
non>seulement  dans  le  cas  où  A  est  un  nombre  premier  i^-\^iy  mais  dans 
une  infinité  d'autres  cas)^  onajDsx  et  B^=;z!my  d'oriiilsuit  quoles 
quotiens  a,  C...  jusqu'à  A,  forment  une  suite  symmélrîque  (n**  3 3)* 
De  plus ,  comme  on  a  alors  f*  —  Ag^  ==:  —  i  ,  il  faut  que  cette  miême 
suite  soit  composée  d'un  nombre  pair  de  termes  *  Cela  posé  y  le  déve- 
loppement de   y^A  en 'fraction  continue^  jusqu'à  la  fraction  couver*; 

gente*^,  sera  représenté  ainsi: 

^  \     g 

Quotiens.  ••>  .£1^  ety  C^j  fi^  fi....  €y  cty  sa 

lÊ  ^y  v%%  ^  vfe%  ^r  O  ^" 

Fract.  conv, ...-,- -s»  — •  -^  •    -• 

»  . 

Or  à  l'aide  des  deux  fractions  consécutives  — ; ,   —,  qui  repondent  aux 

quotiens  moyens  f^,  f^,  on  peut  obtenir  immédiatement  la  valeur  de 

/ 

•t- ,  savoir  : 

g 


'"(^)+'"* 


I 

ce  qui  donne  y*?=/?i/i +''»*'**>  ^=n*+/î***.  Substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation/» — ^5^*= — 1= — ('w'^" — ^^Y  9  on  aura,  en  réduisant, 
^(;i«4,/î**)=:=:m»+/7i*%  ou  m^^An*=:—(m''*^An''^). 

Soient  ^  ^ —  et  ^  ^   ,  les  quotiens-complets  qui  répondent  aux 
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TU 


fractions  convergentes  —,   —,  on  aura(n*5o)  m» — An^=i{mn^'^nfn)D 

et  ./!»••  —An''*  = — (iwj*  —  nfn)!}^.  Donc  J>;s=^D*^  mais  on  a  en  général 
Dl>'{-I^^Jp  donc 

^  =  Z)»  +  /*. 

c(  Donc  tontes  les  fois  que  Féqnation  x^—Ajr^z=z — i  est  résoluble 
»  (ce  qui  a  lieu  entre  autres  cas  lorsque  A  est  un  nombre  premier  4^1+1)9 
I)  le  nombre  u^  peut  toujours  être  décomposé  en  deux  quarrés;  et  cette  dé- 
^  compositiQn  est  donnée   immédiatement  par  le  quotient  -  complet 

n  — W^  qui  répond  au  second  des  quotiens  moyens  compris  dans  la 

ji  preiÀière  période  du  développement,  4e  (Z^;  l^s  nombres  I  ei  D 
j»  étant  ainsi  connus,  on  aura  A^^D^^P.  » 

Cette  conclusion  renferme  un  des  plus  beaux  théorèmes  de  la  science 
des  nombres,  savoir,  cr  que  tout  nombre  premier  4^+1  est  la  somme 
D  de  deux  quarrés;  »  elle  donne  en  même  temps  le  moyen  de  faire 

cette  décomposition  d'une  manière  directe  et  sans  aucun  tâtonnement* 

«*.  ^.  t>^  r  fi>  -^-^  *^    i  r 
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as 


§  VI IL  Réduction  de  la  formule  Ly*-hM}z4-Nz* 
'-  ^  à  V expression  la  plus  simple. 

.  ■     ■■         ■   ■  •  • 

(55)  Uaics  celle  jfornmle,  on«up]^sé  qne  les  coefficîens  Z,  3/,  N 
sonl  des  nombre;  doaaés  (tçlg ,  cependanl  qu'ils  ne  puiclsenl  être  dîviséflr 
tous  trois  par  un  même  nombre");  les  quantités^  et  2^  au  contraire^ 
sdnt'  des  indéterminées^  auxquelles  on  peut  attribuer  toutes  les  valeurs 
possibles  en  nombres  entiers  positifs  et  négatifs"^  Wec  cette  seule  res-« 
triction  que  jr  ei  z  soieût  premiers  entre  eux.  Il  y  aura  donc  toujours 
une  infinité  de  nombres  représentés  parla  même  formule  Lj-^+Mjz-^JSfz^; 
mais  en  général^  cette  formule  est  susceptible  de  .différentes  formes  qui 
toutes  renfentaènt  les  mêtaes  ftombres^  et  il  s'agit  màintena&t  de  déter- 
miner l'expression  la  plus  simple  de  toutes  ces  formes. 

Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  M  est  un  nombre  pair,  parce 
que  c'est  celui  qui  présente  le  plus  d'applications^  nous  indiquerons 
ensuite  les  résultats  analogues  qui  ont  lieu  lorsque  M  est  impair. 

Soit  donc  proposée  la  formule /j;^*-|-29^j5-f-rz%  dans  laquelle /?,  y; 
r  sont  des  nombres  donnés  ;  si  on  veut  transformer  cette  formule  en 
une  semblable  qui  n'en  diffère  que  par  les  coefficiens^  il  faudra  supposer 

J  —ff  H-  ^ 

«  =  g/  +  'Ml', 

y  tl?!  étant  de  nouvelles  indéterminées.  Cela  posé,  la  substitution  de 
ces  valeurs  donne  la  transformée  p'y*  +  ^<]y^  +  rV%  dont  les  coefli- 
ciens  sont: 

4jf  ^pfin-^  yO+  g^)  +  rgn 

Or  pour  que  les  coefEciens/,  g,  m,  n^  ne  restreignent  pas  l'étendue 
des  indéterminées^  et  js,  dans  la  formule  proposée,  il  faut  que  les  va- 
leurs dey  et  z'  exprimées  enjr  et  z^  savoir 
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Dans  celle-ci^  le  coefficient  moyen  52  étant  plua  gi&nd  que  Textréme  6^ 
il  faut  procéder  de  la  même  manière  à  une  nouvelle  transformation.  Pre^ 
nant  donc  l'entier  le  plus  proche  de  ^  qui  est  5,  on  fera  «sss;*'— 5;^, 
^t  la  seconde  transformée  sera 

•4-52     —96 
+35- 

Cette  dernière  a  les  conditions  requises ,  puisque  le  coefficient  moyen  4 
est  moindre  que  chacun  des  extrêmes  6  et  7.  En  même  temps ^  on  voit 
que  la  quantité  pr  —  q*  est  —  4^  ^^^s  la  formule  proposée  connue 
dans  sa  dernière  transformée;  et  quant  à  la  relation  des  premières  va- 
riables jretZy  avec  les  nouvelles  y  et  z^,  on  trouve  qu'elle  est  donnée 

par  les  équations 

jr  =  7/—  nzT 

Examinons  maintenant  les  trois  cas  généraux  dont  nous  avons  fait  meu« 
tîon  ci-dessus  (n"  55). 

(55)  Soit  I*. /i^r— y*'égal  à  un  nombre  négatif  —  ^,  nous  pourrons 
supposer  que  la  formule  py  +  2qjrz  +  ns'  est  réduite  à  la  forme  la  plus 
simple^  ensorte  que  aq  n'excède  mp  m  r;  mais  alors  je  dis  que  les 
noxnbres  p  et  r  sont  de  signes  différens  ;  car  s'ils  avaient  le .  mém^. 
signe  )  pr  serait  positif  et  >49*,  donc  pr^^q^  serait  positif  et  >5q^f 
quantité  qui  ne  pourrait  être  égale  à  f— ^.  Nc^us  pouvons  donc  suppo- 
ser que  la  formiJe  dont  il  s'agit  est  ajr*  +  ai^a—  cz*,  où  l'on  aura  a  et  ^ 
positif ^  et  ac^b*=:iJ.  Mais  d'ailleurs  on  a  toujours  26 < a  et  o,  et 

par  conséquent  ûc  +  ^*  >  S**  >  donc  on  a  5A*  <  urf,  ou  i  .<  V^  •§■  j  ea 
même  temps  les  limites  de  ac  sont  oc  <^-^,  iic>|^. 

Remarque.  Il  peut  arriver  que  différentes  formules  ;  telles  que 
av*  4-  2^s  -*-*  cz*  y  répondent  à  une  même  valeur  de  A  y  et  satisfassent  à 
la  condition  nb  <a  et  Çy  sans  cependimt  différer  essentiellement  entre  elles. 
Par  exemple,  les  deux  formules^*— 7s*  et  2j^*  +  a;^j5— *5;5*  donnent 
également  ac-f-  ^*  =7  9  ^^  2i<a  et  c}  cependant  si  l'on  Sadt^sa/— ^^ 
j5=:5tt  — /,  la  formule  a/'^+yz-— 5z*  deviendra  <'— 7ii*}  et  récipro* 
quement,  si  dans  cette  dernière  on  fait  t:=i5jr^5zy  uz^zjr^azy  elle 
se  réduit  à  la  première  27^-1-  2/;5— -5s*,  D'où  l'on  voit  que  ces  deux  for^ 
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mules  ne  sont  réellenient  que  deux  expressions  différentes  d'une  seule  et 
.même  formule,  et  qu'il  n'est  aucun  nombre  contenu  dans  Tune,  qui  ne 
aoit  ^[alement  contenu  dans  l'autre  avec  la  même  valeur  et  le  même  signe. 

Le  nombre  A  étant  donné ,  il  est  fiicile  de  trouyer  toutes^les  formules 
€^^ -f-  ihjz  —  cz^  qui  satisfont  aux  conditions  i^+oc  =:-^,3A<aetc; 
et  il  est  clair  que  le  nombre  de  ces  formules  est  nécessairement  limité, 

puisqu'on  doit  avoir  n  et  c  positifs ,  et  6  <  v^  t-.  Mais  après  avoir  trour 

vé  ces  diverses  formules,  il  restera  à  dbtinguer  celles  qui  ne  différent 
point  essentiellement  entre  elles ,  afin  qu'on  soit  en  état  de  réduire  la 
totalité  au  plus  petit  nombre  possible.  Nousnpus  occuperons  de  cette  re- 
cherche dan$  le  §  XIII.  » 

:2*.  Si  en  jsuppos^t  toujours  )E?r— ^*s:— '^^  A  est  un  quarré  parfsîît, 
alors  la  formule  proposée  py*^  -|*  ^^^ + ^*  sera  décomposable  en  deux 
facteurs  rationnels  («y^-h  Ca)  (>/+ J^«);  si  de  plus  on  a  pr^^q^:s=^o^  ces 
deux  facteurs  seront  égaux.  Ces  cas  n'ont  pas  besoin  d'un  plus  grand 
développement ,  et  on  voit  faicilement  quelle  s^ait  alors  l'expression  la 
plus  simple  de  la  formule  proposée. 

\^  Soit  donc  S"",  ^r— «^^ssà  un  nombre  positif^,  et  supposons  dénoua 
veau  que  la  ionmxle  pj^^'^^qjrz^rz*^  soit  réduite  à  son  expression  la 
plus  simple ,  de  sorte  que   2y  ne  surpasse  ni  /i  ni  ri   Alors  on  aun 

pr^fyl^   et  ^(j^<,Ay  ou  ^<l/  g-f  en  même  temps  on  voit  que /?r sera 

toujours  compris  entre  ^  et  |^. 

Étant  donné  le  nombre  ^ .  il  est  faicile  de  trouver  toutes  les  formules 
py^^^qyz^r^  qui  satisfont  aux  conditions  pr^^q^^sszAy  et  2q<p 
et  r.  On  peut  démontrer  de  plus ,.  que  toutes  ces  formules  sont  essen* 
tiellement  différentes  les  unes  des  autres ,  et  ne  peuvent  se  réduire  à  ua 
moindre  nontibre*  Ce  sera  l'objet  des  deux  propositions  suivantes. 


(56)  Théorème*  w  Si  la  formule  indéterminée  ;j;^  H- ^^js+rs'  est 
M  telle  que  aq  lie  suifiasse  ni  ;^  ni  r;  si  en  même  temps  pr-^q^  est  égal 
»  à  >nn  nombre  positif  A  y  je  dis  que  les  deux  plus  petits  nombres  com- 
3)  pris  dans  cette  formule  sont  p  et  r.  » 

On  observera  d^abord  que  la  formule  j^^^^J^^^rz^y  considérée  ana- 
lytiquement,  est  la  même  que  /^— -  a^2-^  rs*,  parce  qu'on  peutfidre 
à  volonté  les  indéterminées j^  et  z  positives  ou  négatives.  Or  toutes  choses 
d'aiUeur^  égales,  la  formule  f'/*-f-^^^+^*  dont  nous  supposerons  les 
trois  ttfhnes  positif,  est  plus  grande  que  la  formule  pj^ — a^/z+rs*; 

9 
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ainsi  ce  n'est  qu'à  Végarà  de  cette  dernière  mte*  le  minirhum  peut  avoir 

lieu. 
Soit  donc  Ps=j>y*-*^iuurs-^ps,*y  «t'éftit ^>'«. "Metltfns  /^i^J»  à*ài 

place  de/  et  «upposons  -que  P  devieittie  P",  Aous  àturons  ' 

6nPszP^uq(jr^z)-^jr(p-^3q)^p(jr^l). 

Or  à  cause  àep^  nq  et^>z,  il  est\nànifeste  que  -P'  est  moindre  <Jue  Pj 
quand  même'  le  signe  >  comprendrait  rëgalrtë,  comtne  on  le  stq>pose 
toujours. 

On  pourrait  objecter  qtie  ^oîqu'on  ait  /^r==P— Q^  Q  étant  une 
quantité  positive;  cepen4aat  si  Q  est  lui-même  plus  grand  que  Py  alors 
jP  pourrait  avoir  "une  valeur  négative  plus  ^-grttiide  que  P.  Mais  c^tte 
objection  tombe  d'elle-^mème^  en.  observant  quHl  n'y  a  aucune  valeur 
de^  et  de  «qui  puisse  rendre  ^la  ^cwrnùle /j;^-^^^^^-^-/!»*  liégative, 
attendu  que  se^  facteurs  sont  juoiaginaires* 

11  suit  de  là  que  j  quelles  que  soient  les  Valeurs  dè^  et  z  qui  donnent 
le  résultat  P,  on  trouvera  un  résultat  moindre  en  diminuant  d'une  unité 
la  plus  grande  des  deux  quantités  ^  ets,  ou  l'une  des  deux  ^  si  ^les 
fiont  égales  ;  car  la  cônekision'  qu'en  a  tirée  amrait  égalettieiit  Ueu  y  si 
on  avait ^=2.  Maos  en'  continiiant  ainsi  à  'diminuer  les  indétentiiuées 
^  et  z^  on  parviendra  nécessairement  aux  valeurs  jrzzzi^  z=zv;  donc 
la  quantité  P  =  p — «^y+r  qui  répond  aux  valeurs^=5i,  z=i^  est 
plus  petite  que  toutes  celles  qui  répondent  à  des  valeurs  plus  grandes 
de  ces'varfeblesi  ^;      .       t 

lytin  autre  côté ^^p^isque  Sf  est  <;;r  et  r,  iM-qvMiûté  p'^^^^r  est 
plus  grande  *  ou  au  moins  égate  à  la  plus  griande  des*  quantités  p  et  r. 
•Donc  ces  deux  nombres  ;?  et  r  sont  lès  plus  petits  hui  soient  èôrtiprîs  dans 
la  formulé  Jjrbpoisée ,   et  lafirès  c'éiixWn  le  ^lùrf*  ^ttît  est  7?  -^  ^7  -f-  '^ 

»  py*  ^  2(fjz+  /s^y  'sont  telles  l'une  et  l^autee,.  que  le  coefficient  du 
M  terme  'tiioyen^né  surpassé  auitîtlri'des  eèefficîens  extrêmes;  sienibênle 
»  temps  les  quantités /?r — ^•,yr?V-::-^'**sDnt  égfàl^  à  tin  même  nombre  p&^ 
•41  sitif  udfy  jedis  que  ces  deikx  formules  èont  essentiéUèment  différeiites 
»  Tune  de  Fautre,  etîqu*elle$  ne  peuvent  se  réduire  à  une  même  formule.  a> 
Car  s'il  était  possible  de  transformer  Tune  de  ces  formules  dans  l'autre  , 
il  faudrait  que  Pune  des  deux  renfermât  au  moins  un  nombre  moindre 
que  l'un  des  coefl^cieiis  extrêmes  ^  ce  qui  est  CQbtrele  théorème  précédent. 


(5d)  Jttsqu'àprésçD^  uotus  n'avoos  considéré  la  fprmule  Zr**f-il/r2-{-iVz* 
que  dans  le  cas  où  le  coefficient  moyen  M  est  pair.  Supposons  mainte- 
nant que  ce  coefficient  soit  impair  6n  trouvera^  par  des  considérations 
semblables^  les  résultats  suivant. ,  qu'il  no^fs  suffit  d'indiquer. 

I**.  Toute  formule  indéterminée  i;^*+Arrz  + JVi*  dans  laquelle  on  a 
ikr>2Z,  peut  se  réduire  i  ntle  formule  semblable,  dans  la.qujelle  le 
coefficient  moyetx.  sera  TOôindre. que- aX,  ef  où  la  quantité  analogue  a 
4^^—'-^*  sera  de  même  valeur  et  de  même  signe.  11  faut  pour  cela  foire 

y^^y^^rnz  y  et  prendre  pour  m  l'entier  le  plus  approché  de  -•^. 

2**.  Donc  par  une  ou  plusieurs,  transformation^  de  cette  sorte,  o« 
clvangjçrà  la  foi^nle .  ]^p{»oseè  cri  une  foniiule  semblkblèf ,  dans  laquelle 
le  coeffici'éiit,  dit,  tetanhe''mbyeii  ne'sûrpàsspèta  a^çûn  dès  extrénies,  et 
oà  la  quantité  4^iZV"-i^^if"i  S(^4  de  même  valeur  et  de  même  signe  que 
dans  l£i  proposée.    .       '  '  .  ..  .  ^ 

3'.  Lorsque  ^Zlf — M*  est  égal  a  un  nôttibfe  négatif  * — By  &  trains- 
£3rmée  qui  satisfait  aux  cottdittôiîé' piécédBmtes  est  de  1»  li>rme . . . . 
^•-f-.i^î — C2%  4ànslaquelîe*on'à  .B==ii*-H4'^>  *<^  cft  c^  et  par 

conséqueut  *</■£.  .  .*,  \ 

Étant  donné  le  nombre*  i?,  on  peut  troQiftèr  'aisément  toutes  les  for- 
mules ajr*'+-bjrz''^cz*  qui  satisfont  aux-  conditions  A*-+-4^c«=i?, 
A  <  a  et  €?.  Mais  plusieurs  de  ces  formules  peuvent  être  identiques  ou 
transformables  les  unes,  dan»  les*  aub^s  ;  c'est  ce  qu'on  examinera  dans 
le  §  XIII.  ^ 

4**.  Lorsque  4^^^^—  M^  est  égal  à  un  nombre  positif  B^  la  transfor- 
mée ajr^-^byz^oa*'  qui  satis&ij^  au^  condîtioiia  précitées  4^00 — b^=B^ 

b<^a^  çt  Cy  et  par  conséquent  î<;^/^,  est  telle  que  a  et  c  sont  les 

deux,  plus  petits  nombres  qui  y  soient  compris. 

Donc  toutes  les  formules  de  cette  sorte  qui  répondent  à  un  même 
nombre  donné  B ,  sont  essentiellement  différentes  les  unes  des  autres  ^ 
et  ne  peuvent  se  réduire  W  ha  pktô,  petit  nombre. 


\ 
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§  I X.  Déf/eloppement  de  la  racine  â^une  équation  du  second 

degré  enjraction  continue. 

(5q)  i^oiTyà:*-f-g^jc+A=:o'  une  équation  proposée ,  dont  les  coeflS- 
cieus  sont  entiers  et  les  racines  réelles  ;  on  propose  de  développer  en 
fraction  continue  Tune  de  ces  racines  y  que  pour  plus  de  simplicité  on 
regardera  comme  positive  (si  elle  était  négative^  on  mettrait  *— a:  à  la 
place  àe  X  y  et  on  ferait  précéder  le  résultat  du  signe  — ). 

Ayant  commencé  l'opération  d'après  la  méthode  générale ,  supposons 

qu'on  soit  parvenu  aux  deux  fractions  convergentes  consécutives  ^-^ 
^  j  et  soit  z  le  quotieni-^complet  qui  répond  à  la  dernière  j  on  aura 
X  =  2^^^ ,  et  par  conséquent  z  =  Î^IZL,  Substituant  au  lieu  de  x  sa 
valeur  xz=i~^^^^~^  \  on  aura 

quantité  qui ^  en  rendant  le  dénominateur  rationnel^  devient 

Si  ponr  abréger,  on  représente  cette  valeur  par  la  formule  zrr-Y  .y     y 
les  quantités  Af  I^  D  seront  exprimées  comme  il  suit  : 

ip^  —p'^)  i^  —fpp' —kg  (pr+p^) — %^ 

(Pr  —P'^)^  =>•  -h  gP'f -h  hq' , 

où  l'on  voit  qu'à  cause  de  pq^'-^p^'q^zdc  i ,  le  nombre  D  sera  toujours 
un  entier;  quant  au  nombre  I,  il  sera  entier ,  si  g  est  pair;  mais  il  con-* 
tiendra  toujours  la  fraction  j  ^  si  g'  est  impair. 

(60)  Quelque  loin  qu'on  ait  poussé  le  développement  de  x  en  fraction 
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continue ,  on  voit  que  le  quotient-complet  z  s'exprime  facilement  ^   au 

ipoyen  des  deux  dernières 'fractions  convergentes  ^,  ^,  ce*  qui  pour- 
rait servir  à  continuer  le  développement  encore  plus  loin.  Mais  indé- 
pendamment des  fractions  convergentes  y  on  peut  avoir  la  loi  de  pro* 
gression  des  quotiens-complets;   en  effets  soient' 

V'^+^'*        V^+^       V^+^ 

trois  de  ces  quotiens  consécutif ^  et  soient.^,  ^>  ^  les  fractions  con- 
vergentes qui  leur  corrtispôïident  r  si  on  fait  pour  abréger,  pq"" — P^'q^^^j 
on  aura ,  comme  nous  venons  de  le  trouver  , 

il  -=  ->;;:-.  ig  (pr  ^p'q)  -  %- 

iD^fp"^  +  gpq  H-  Ay*. 

Passant  de  la  aux  valeurs  suivantes ,  et  observant  qu'alors  i  change  de 
signe,  parce  qu'on  a  y^ — /^/== — (/'9'*""A^**7)>  ces  formules  deviendront 

^iU=.      fp'p'+gpY-hhqW' 

Or  si  on  appelle  à  l'ordinaire  ^  le  quotient  qui  répond  à  la  fraction 
2 ,  on  aura  p'-^z/Ap  -f-^,  y'  ==/^  -+-  7%  valeurs  qui ,  étant  substituées 
dans  la  première  équation,  donneront 

'^—f^S/p'^  +«p« + V)  -bfpp'+jg  (pr +i^*^)+ %% 

ou  ir:=/JÛD'^iIy  de  sorte  qu'on  a  sans  and>iguité 

« 

Faisant  les  mêmes  substitutions  dans  l'équation  en  ZX,  on  aura  pa-^ 
reillement 

—iyiz=ziA^{Jp'^  +gpq^^hi/*)^/l  (a/pp""  ^gp^q^gpq^  +  3%-) 

et  le  second  men&re  se  réduisit  à  fJt^Di  «-—  ^fjLli  ^^iD'y  on  aura  encore 
sans  ambiguité 

Zy  =s  />»  +  ^làJ — AfZ)  j 

ou  Zys=;Z)*'^/t(/— /)•  De  là  il  suit  qu'étaïit  donnés  deux  quotiens^ 
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complets  consécutifs 

le  suivant  — ■■^—  se  déterminera  très-simplement  par  les  valeurs 

ce  qui  est  la  métnc  loi  qu'on  a  trouvée  (n*  39)  dans  le  développement 
des  racines  qfiairées* 

(61)  Si  on  élimine  /jl  des  deux  formules  précédentes ,  on  aura. . . . 
UD  -f-  /'*  =  DD^'^I^i  mais  le  premier  membre  de  cette  équation  ren- 
ferme les  mêmes  quantités  que  le. second  ^  avec  la  seule  différence  qu'elles 
spnt  avancées  d'un  rang  de  plus;  il  s'ensuit  donc  que  chaque  membre 
est  une  quantité  constante.  Pour  déterminer  cette  quantité  en  fonction 
des  coefficiens  de  l'équation  proposée ,  soit  k  l'entier  le  plus  grand  com- 
pris dans  Xy  \e  développement  de  la  valeur  de  x.  commencera  ainsi  : 

.  ^-    /    ^^^      f — 

Donc  a  l'égard  des  deux  premiers  quotiens-complets ,  ojQl  peut  Suppo* 
ser  D""  ^=:f^  D:=^—fk^'^gk — A,  I:=:\g'^Jky  Ce  qui  donnera  .. 
D''D'\^I^:=z\g^—fh-=i.A.  Donc  quel  que  soit  le  rang  du  quotient- 
complet  ^  ^   ,  on  aura  généralement 

11  pourra  arriver  que  les  premières  valeurs  de  D-  soient  alternative- 
ment positives   et    négatives;   car  quoique  x  soit   toujours    comprise 

entre  deux  fractions  converge  tes  consécutiviçs  2.;^   E^  cependant  si  les 

deux  racines  de  l'équation  ^j;*  +  g^x  +  A  =  o  diilerent  moins  entre 
^lles  qiiie  ne  diflerent  l'une  de  l'autre  ces  decpc  fifaçtions  cc^vergçs^^es  ^ 
il  est  facile  de  voir  que  les  deux  résultats 
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obtenus  en  substituant  ^   dans  le  premier  membre  -  de  réij[nation  ^   ^ 

et  -  à^ la  place  de  x,  seront  nécessairement' de  même  signe;  donc  aloi^ 

D^  et  D  seront  de  signes  ^HTérens.  Mais  comme  rapproximation  aiig^ 
meute  rapidement  à  Taide  des  fractions  continues  y  cette  alternation  de 
signes  ne  peut  avoir  lieu  que  dans  un  :  petit  nombre  des  premiers 
termes^  et  bientôt  après  les  t}uantités  D  seront  constamment  de  même 
signe. 

A  compter  de  cette  époque,  ou  la  série  des-  quotiens-compïetsi prend 
une  forme  plus  régulière,  la  quantité  /?/?*  étant  to^joufs  positive ^  op 
aura  à-la-fois  I<i\/A  et  Z?<3v/-^.  Les  valeurs  de  /  et  de  Z>  étant 
ainsi  limitées ,  et  d'ailleurs  les  nombres  ^2/  et  D  étant  toujours  des  en- 
tiers, le  quotient-complet       S^    nepéiât  avoir  qu'un  cer^Ekrnombre 

de  valeurs  différentes.  Donc  après  un  nombre  de  termes  plus  ou  moins 
grand,  mais  qui  ne  peut  excéder  \/A'X:i\/A y  on  retombera  nécessai*' 
rement  sur  un  quotient-complet  déjà  trouvé ,  après  quoi  le  reste  de  la 
fraction  continue  ne  sera  plus  composé  que  d  une  môme  série  ou  pé- 
riode de  quotiens  déjà  trouvés^  laquelle  se  répétera  à  l'infini. 

(Ga)  Cela  posé,  il  y  aura  tme  infinité  de  fractions  convergentes 
^,  ^-^  y  ^~-^,.etc.  qui,  dans  les  périodes  successives,  répondront  kun 

même  quotient-complet  ^    .^  ■■  ;  et  il  est   d'autant  plus  important  de 

rechercher  l'expression  générale  de  ces  fractions,  qu'elles  serviront  à 
donner   une    infinité    de   solution^    des    équations    de    la    forme  •  •  •  • 

Soit  donc  jie,  /*^,  ft'* .  •  •  «  «i»  la^  période  de  qtfotiens  qui ,  téçétéç  une 

infinité  de  fois,  forme  le  développement  de  ^    J"    ;   au  moyen  de  ces 

quotiens ,  on  continuera  ainsi  le  calcul  des  fractions  convergentes 
vers  jc:  . 


Quotiens. . .  ft,  ft'  ..••«••  .â)  ,    f^  y  l^ û>  >      f^y  V^ 

fract  conv*^      2     '^    '         t^\<S)  P^     m 

rract.  conv.  ^.,    ^,   ^ qXO^  ^jd^) ^x^y  ^(a)---" 


Représentons  en  outre  par.  >  la  valeur  de  la  fi^action  continue . . . 
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ft-f-->  ,   1         calculée  jusqu'au  terme  û»  inclusiYement.    Cela  posé; 

^  "**  J7  etc. 

comme  on  a,  quel  que  soit  fi^  K  g=^'^^^!;  de  même^  en  mettant  j 
à  la  place  de  /i,  on  aura 


-4.    • 


ce  qui  donne  ;e?(i )=;?«+;?•€,  q(i)z=iqa  +  q*Ç.  On  aurait  aussi  ^  en 
mettant      jT'    à  la  place  de  fc, 


/\/A+l\       ^ 

Cette  équation  donnerait  les  mêmes  valeurs  de  /  €t  Z?  qu  on  a  trouTees 
ci-dessus  ;  on  en  tire  aussi  inunédiatement 

Substituant  ces  valeurs  dans  celles  de;7(i)  et  ^(i)^  il  en  ré 


«        * 


On  ann  donc  semblablement ,  à  cause  de  l'égalité  des  périodes , 

y(a)=^(i)(«-i/+i.f^)4-|/Ki> 

Soit,  pourabréger,  «t  — ^/s=^,  j^:^']^,  (f^'^J-^^sse^ontiiende 
ces  équations 
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D*ou  il  suit  que  les  numérateiu!S /? ,  p{})yp{^)y  ^t^«  forment  une  suite 
récurrenle  dont  l'échelle  de  relation  est  a^  ^  —  e  :  il  en  est  de  même 
de  la  série  des  dénominateurs  q^  ^(1)9  7(^)9  ^^^.*  ^^.  ce  résultat  est  ap- 
plicable non-seulemept  ajix  trois  premjçrs.  tçrmçs.2,     (A  y     (^^  mais 

à  trois  autres  quelconques^  pourvu  qu'ils  se  suivent  immédiatement 
Or  il  résulta  de  la  théorie  connue  dé  ces  suites  y  que  si  Ton  fait 

n  étant  un  entier  quelconque  y  le  terme  général  demandé  ^r  sera  donne 

par  les  formules 

;?(/»)  =  à'*  +  i'* 

où  il  ne  reste  plus  à  déterminer  que  les  coefficiens  a',  Vy  et  y  V.  Pour 
cela,  soit  /i  =  o,  et  conséquemment  Ossij'^'sso,  on  pourra  sup- 
poser ^(/z)  =  y? ,  y(/z)=y,  ainsi  on  aura  dz=^py  ^=^7;  soit  ensuite 
n=i^  il  fisiudrd  qu'on  ait 

^(i)  =  ^^  +  i'>J/j 
de  là  et  des  valeurs  connues  de  ;7i  et  q\  y  on  tire 

V^^\gp^hf 
*'=      ig9+fP^ 

Donc  enfin  le  terme  général  ^^  «era  déterminé  par  les  tovcûxÛLes 

Nous  allons  maintenant  faire  voir  que,  quoique  lesvaleur^  de  ^  ^^4^9 
et  par  conséquent  celles -de  4  et  "i^  paraissent  se  présenter  sous  une 
forme  fractionnaire ,  cependant  ces  quantités  ne  peuvent  contenir  au  plus 
que  la  fraction  7,  ce  qui  n'empêchera  pas  les  valeurs  de  p(n)  et  ^(/z) 
d'être  toujours  des  entiers. 

(63)  Considérons  la  fiaction  continue  qui  résulte  du  quotient-complet 
z  =  Q  i  et  qui  est  composée,  conune  nous  l'avons  déjà  dit,  de  la 
période  ft,  fjdy  ijt ...oê  répétée  une  infinité  de  fois;  si  on  calcule  leir 
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é-acdons  convergentes  ver»  s,  par  la  loi  ordinaire 


Quotiens fi,,  f*.^  fi, et,  pt,  fi,  fi, «,    etc 

Fract.  converg.  i,  ^, ^,,  J. 


on  aora^  après  h  première  période^  g  =  a  7]^,  ou  Cis^+CC^'-^ft); 

Substituant  au  lieu  de  ;3  sa  vateor  — ^^y  ^  égalant  entre  eux  les  termes 
de  la  même  espèce^  on  aura  les  deuk  écpiatioiis 

■ 

^  d'où  l'on  tire  ^ss^^— ,  et  a*==Cf--^^--j^        Maintenais  les  va- 
leurs de  9  et  ^|/  donnent  ,  .  ^      ■ 

et  d*abord^  à  cause  de  ^ — /*s=:Z>/>^  le  second  membre  se  ];édiii  i 
a*  — ^/— ••^Z^*;  ensuite   si  on  -  substitue  les  valeurs  trouvées    de 

^  et  -^,  il  devient  a' — axX  j — ^a*,  ou  ctÇ**  —  flt'^^zzzzbi,  de 
sorto  <{u*on  a 

Il  parait^  par  ce  résultat^  quie  les  quantités  (p  et  n{/  sont  les  mêmes,  soit 
que  la  période /tt,  /a^^/âT..^..  m  cammence  au  quotient  u,  ou  à  tout 
autre  terme  fi\:  M^'t  ^^«  »  pourvu  cpi'elle  soit  composée  des  mêmes  ^pii^ 
tiens  disposes  dans  l'ordre  de  la  périiide;  et. c'est  d'ailleiors  ce  dont  il 
est  fiurile  4e  s'assurer^  en,  prenant  F  ^i  1/  au  lieu  de  /  et  17,  et  ciA- 

rulant  une  valeur  et  x  qni  réponée  aux  qm>tîens  pL%  yF .  ...Uj  fi;  -car 

il  en  résultera  absolument  les  mêmes  valeurs  pour  les  nombres  ^  et  <^. 

Au  reste 9  puisqu'on-  a  9==«---*^/==  — ^^^ilestdlMr^^leuonibre 

f  est  entier ,  ou  ne  coniîeflrt  au  plus  que  la  fraction  \  ;  quant  à  Teutre 

C      •        .  ... 

•  nombre  «l'  =  tj  ^  î^  ^s  ^'3  tst  toujours  entier.    • 


/ 
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(64)  -En  effet',  sî  jr  n'est  pas  tin  entier,  soit  j  son  expression  la  plus 
simple  ,  ensorte  qu'on  ait  C  =  6}^ ,  />  ==  â^  ;  nous  avons  trouvé 
^=^==?,  on  pourra  donc   faire  aussi  aTzs^Xy,  D*=  XcT.  On  a 


a  ailleurs  ^=  v= 


;  donc doit  être  un  entier,  et  ainsi  on 


Hf 


peut  Élire  /=zs  — .    Ces    valeurs  étant   substituées  dans  l'équation ..• 

■ 

Z>2?« +/•  =  ^  ,  on  aura  . 

Donc  si  le  nombre  ^  -—  l^jfh  n\  point  de  diviseur  qmarré,  on  aura 

nécessairement  /==i,  et  ainsi  il  sera  démontage  «pie  -g  est  un  entier  ; 

mais  si  ^^^^Jh  a  ùH  ftcteur  quarre  cf%  réqnadMm'parécaiente  pourra» 
avoir   lieu,   et  il  &ut  examiner  les   ebnséqnenees  «itémures   qu'elle 
fournit. 

Oron  a /=:ji«^2?*— /•,ou/^=fe*2^— /=^^X<r— —  ;  donc  P  est 

divisible  par  «T.    On  a  ensuite  D  1=2  D^ '^ /jl''  (/•  —  /)  ,  d'où  l'on  lire. 
D^^z^lD — /JL^'^P — /).  Le  second  membre  étant  encore  divisible  par  J^ 
il  faut  que  le  premier  D^^  le  soit  aussi ,  de  même  que  I""^ ,  dont  la  valeur 
est  )Bt**'i>**— /•.  De  là  on  voit  que  non-seulement  les  trois  termes   du 

quotient-complet     ■  ^  ■  sont  divisibles  par  cT,  mais  qu'il  en  est  de 

même  de^  trois  termes  de  cbacon  des  quotiens- complets  précédens 

^  J;      ,  ^  ^ — ,  etc.  Remontant  ainsi  ju^qu!^  la  v^eur  primitive  de  a:, 

on  verra  que  eP  ne  peut  être  qu'un  âicteur  qui  affecte  inutilement  les  trois 

termes  de  la  quantité  ~*^      •  ;  et  comme  on  peut  Supposer  qu'un  tel 

ûicteur  n'existe  pas  ,  ou  qu'<m  s'en  est  débarrassé  par  la  division,  on  aura . 

donc  néce^sàiveaimit  ifa;^!;  et  par  coojiéquent  ^  ou  4^  est  faMijours  un 
nombre  entier.     . 


(65)  Lorsque  g  est  pair,  le  nondbre  A  est  entier  ainsi  que  /,  et  alors 
9  ne  peut  manquer  d'être  un  entier,  puisqu'on  a  $*  — ^^J/^sssdbi. 
Lorsque  g  est  impair,  A  el  I  sont  des  fractions  qui  ont  pour  déno- 
minateurs 4  et  a;  cependant  il  peut  arriver  même  dans  ce  cas,  que  %{/ 


a»'  zû:  3«         "' 
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soîl  pair,: et  alors  ç  sera  encore  un  entier^  en  vertu  de  Téquation 

Enfin ^  si  on  a  à-Ia-fbîs ^  et  «4/  impairs^  <p  contiendra  la  fraction  |; 
et  en  faisant. (pss:^^,  v/^==|  ^//r,  6n  aura  (p  +  '^V^^^T^'+'H'V^^* 
Je  dis  maintenant  qu'une  puissance  quelconque  entière  de  i  « + j-sj/  j/a  ne 
peut  contenir  au  plus  que  la  fraction  j.  En  effet,  à  cause  de  a'— a>|^*t=db4, 
on  a 

D'où  l'on  voit  que  la  seconde  puissance  contient  la  fraction  ~  seulement, 
et  que  la   3*  ne  contient  aucune   fraction,   puisque  cù  étant  impair , 

•  et  ■  "*"    doivent  se  réduire  à  des  entiers.  Or  l'exposant  n ,  quel 

qu'il  soit,  sera  toujours  de  l'une  des  formes  5^,  5^-{- 1 ,  3^+^;  donc 
puisque  la  puissance' 3 A:  ne  contient  pas.de  fraction,  la  puissance  n  ne 
pourra  contenir  au  plus  que  la  fraction  |.  Cette  puissance  est  d'ailleurs 
représentée  par  ^-^/Iry/jd  ou  O+J'i^^/ii;  donc  les  nombres  2<l>  efir 
seront  toujours  entiers.  On  aura  d'ailleurs  entre  ces  entiers  la  relation 

,  (66)  Revenon&àla  considération  des  fractions  2,  2ii^  cl£2  etc.  quidans 
les  périodes  successives  répondent  à  un  même  quotient-complet  ^^^ —  ? 
si  l'on  désigne  par  —  l'expression  générale  de  ces  fractions  Tlaquelle 

était  ci-dessus  ^^ V  il  faudra  qu'on  ait 

le  signe  -f-  ayant  lieu,  si  la  fraction  -^  est  de  rang  impair  parmi 

fractions  convergentes^  et  le  signe  — »  si  elle  ^st  de  rang  pair. 

Or  si  on  substitue  dans  le  premier  membre  les  valeurs  trouvées  pKMxr 
P  et  Ç,  savoir  : 

P:=:^p9  —  (i^  +  h^)'Sr 

on  trouvera 
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de  sorte  que. comme  on  a  déjà  Jp^ '•{^ gpq -^^ hq^zzzid^D ^  il  Êiùt  que 
<&*— '^SP^  se  réduise  à  =bi  ^  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous,  avons 
déjà  démontré  (n""  65).  Cette  vérification  nous  fournit  de  plus  une  re- 
marque très-importante  y  savoir ,  qu'on  peut  changer  le  signe  de  "^  dans 
les  valeurs  de  -P  et  Q,  et  que  les  nouvelles  valeurs  qui  en  résultent  sa- 
tisfont également  à  l'équation  yP*  +  gPQ  +  ^Q*  =  ±  -O;  or  en  exami- 
nant ces  secondes  valeurs 

■ 

et  les  comparant  aux.  premières  où  "i^  a  un  signe  contraire^  ou  trouvera 
qu'elles  ne  sont  point  comprises  dans  celles-ci  ^  ou  du  moins  qu'elles  ne 
le  sont  qu'en  supposant  l'exposant  n  négatif  (c'est  ce  qu'on  développera 
davantage  ci-après).  Il  faut  donc  nécessairement  que  ces  nouvelles  va- 
leurs de  P  et  Q  résultent  du  développement  de  l'autre  racine  de  la  même 
équation  fx*^ + g^x + As^s  o. 

(67)  Il  sufEt^  par  conséquent ,   pour  résoudre  l'équation  proposée 
Jj'^^gjrz-^hz^zrzidoDy  lorsque  Z>  n'excède  pas  V{\g* — f^^)y  ^^dé- 
velopper en  fraction  continue  une  seule  racine  de  réquationyir*+g'Jt:+/i=Oy 
et  la  solution  qu'on  obtiendra  par  le  moyen  des  fractions  convergentes 

qui  répondent  au  quotient-complet  ^  ^  y  comprendra  également^  par 

un  simple  changement  de  signe  y  la  solution  qui  naîtrait  du  développe'^ 
ment  de  l'autre  racine»  Ces  deux  solutions  seront  réunies  dans  les  for* 
mules  générales 

jrz=Lp(b:àz(\gp  +  hq)'^ 
Z  =  q<l^zp(igq^fp)^; 

et  s'il  arrive  que  le  nombre  donné  D  ne  se  trouve  nulle  part  parmi  les 
dénominateurs  ded  quotiens-complets  dans  le  développement  d'une  ra- 
cine y  il  seninutile  de  chercher  ce  même  nombre  dans  le  développement 
de  l'autre  racine  y  et  on  pourra  dès-lors  assurer  que  l'équation  dont  il 
$'agit  lï'est  pas  résoliible  en  nombres  entiers. 

Pour  éviter  tout  embarras  à  l'égard  des  signes  dans  l'application  des 
formules  précédentes,  faisons  ;?y*— ^''^izs/,  *  pouvant  être  +  i  ou 
•^i  selon  les  différens  cas.  on  aura  d'abord 


t . 
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Il  faudra  ensuite  Êiîre  attention  au  nombre  des  termes  de  la  période 

l^yfi! 0»;  si  ce  nombre  est  pair^  les  diverses  fractions  convergentes 

5 ,  ^7^^  ,  ^7^  •  etc.  seront  placées  de  la  même  manière  •  c'est-à-dire 

qu'elles  seront  toutes   de  rang  pair^   ou  toutes  de  rang  impair  ;  ainsi 
l'équation  fj^  -f-  gj%  +  Az*  s=  iD  sera  résolue  par  les  fcHinuIes 


où  Ion  a  ( <p +4/^ )*  =  *+* V/^- 

Dans  ce  cas,  l'équation  j^^+gja-f- As* =—î/)  ne  pourra  être  f^solue 

en  nombres  entiers  y  au  moins  d'après  la  fraction   convergente  -. 

Si  au  contraire  le  nombre  des  termes  de  la  période  est  impair^  alors 
on  pourra ,  par  les  mêmes  formules ,  résoudre  à-la-fois  f  équation 
fy^  +  gjz  +  Az*  =  H-  iP  et  l'équation  j^*  +  gyz  +  A«*  =: — 1/> ,  savmr  ^ 
la  première,  en  faisant  /i=:2A- ,  et  la  seconde,  en  Élisant  n  =  aA:  +  i. 

(68)  Le  cas  de  D-zsix  devant  recevoir  un  grand  nombre  d'applications,, 
il  sera  bon  de   l'examiner   en  particulier.    On  aura  alors  (  n"*  62  )  , 

î-^/es-g'+y-;  or  hg'¥f^  c»t  une  valeur  fort  approchée  de  ^A- 

ou  de  J  ^/  (g^  —  4/^)  ;  *^ît  donc ,  si  g^  est  impair ,  m  l'entier  impair 
le  plus  grand  contenu  dans  (/(g"*—* 4/^)  >  ^^  ^  S"  ^^^  P^i  ^  l'entier 
pair  le  plus  grand  contenu  dans  ce  même  radical,  on  aura  dans  les 

deux  c^  Tparce  que  ^  est  plus  petit  que  l'unitéj 


m 


/=?. 


Le  quotient-complet  — ^^  deviendra  en  même  temps  ^A  +  -  m ,  et 

ainsi  l'entier  oompris-ft=s:/7i.  C'est  la  valeur  du  quotient  qui  dans  les 
périodes  successives  répond  à  la  valeur  iDs=s  i. 

Soit  toujours  ;t,  ft',  /t'.  •  • .  â»,  la  période  des  quotiens ,  et  7  k  fraetioa 

qui  en  résulte ,  nous  avons  trouvé  ci-dessus  -^  s=  a  •—  6^  ;  donc  lorsque 

Z?=i  et  /=— ,  on  a  C'^sa — mÇ=5flc— /aff.  D'où  l'on  voit  que  les 
^{iiotiens  ft',  ft', , . ,  ûi  forment  une  suite  symmétrique  (n""  32) ,  et  ainsi 
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la  période  qui  se  repète  à  l'infini  est  de  la  forme  m^  \i!y  fi%. .  ./t',  i^l. 
Enfin  on  aura  dans  le  même  cas  ^=â(— «-^/Tif  ^  %[/=:6. 

(69)  Quel  que  soit  le  nombre  D^sig  est  pair,  les  formules  générales 
peuvent  être  simplifiées  et  débarrassées  de  firactions.  Soit  alors  l'équation 
à  résoudre  aj^  +  ^bjrz  +  cjs*  ==fc Z),  ce  qui  donnera  /==  « ,  g=z!ib, 
k=zcy  A:=:bb — ac;  soit  toujours  fJLy  /jl^  /ji^ .. .  ùù  la  période  qui  répétée 
une  infinité  de  fois,  forme  le  développement  du  quotient  -  complet 

— -Q — ;  si  par  le  moyen  de  cette  période ,  on  calcule  la  fraction^  comme 

il  suit; 

Quotiens.* •  •  •  •  ft,  jUr',  fcT m 


Fract.  converg.  -  ,  - 


rO 


on  aura  ^  =  î^i— = et— ^ 7,-^=^^  lesquelles  valeurs  seront  toujours 
des  aortiers.  FaÎMnt  ensuite 

((p  ^- ^  j/^«  —  *  ^  ^^^/^ 

jr:=^p<S>±:(bp  +  cq)'i' 


on  aura  ajr^  +2i^z4-^s*=db/?,  et  quant  à  Tambiguité  du  signe,  elle 
sera  déteiminée  par  la  formule 

ajr^  H-  2bjz  +  cz*  ==5  (f  *  —  ^4*)'  (  Pf  — P^V)  ^  j 

où  l'on  sait  que  ^•-— -rf>j/*,  ainsi  que  /'f^— -/^°y^  ne  peuvent  être  que 
+  1  ou  —  I .    . 

Les  nombres  ^  et  «4/  trouvés,  comme  on  vient  de  le  dire,  par  ïe  cal- 
cul d'une  période ,  seront  toujours  les  plus  simples  de  ceux  qui  satrs*- 
font  à  l'équation  ^*  —  ^^|/*  =  =b  1  ;  car  s'ils  ne  l'étaient  pas  ,  il  faudrait 
supposer,  ou  que  la  période  dont  it  s'agit  est  composée  de  plusieurs  pé- 
riodes plus  courtes ,  ou  qu'il  y  a  des  solutions  de  Téquation  proposée  non 
comprises  parmi  les  fractions  convergentes.  Or  le  premier  cas  n'a  pas 
lieu  par  hypothèse ,  et  le  second  est  impossible ,  comme  il  sera  prouvé 
dans  le  S  XIL  Donc  les  nombres  O  et  "i^  ne  dépendent  que  du  seul 
•^ttoinbre  A. 

Il  est  inutile  d'ajouter  que  si  le  nombre  D  sar  rencontre  plusieurs  fois 
danè  le  cours  d'nne  même  période,  on  pourra  produire  un  pareil  nombre 
de  solutions  différentes  de  l'équation  proposée. 
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§  X.  Comparaison  àes  fractions  continues  résultantes  dii 
déi^eloppernent  des  deux  racines  ffime  même  équation  du 
second  degré* 


(70)  j^  o  u  s  avons  déjà  observé  (n**  66)  que  les  deux  racined  d'une 
même  équation  du  second  degré,  yàr^+g^or-f- A  =0,  réduites  en  frac- 
tion continue ,  concourent  également  à  la  résolution  de  Téquatioii 
jl^»-j-.gja  +  Az*=dbZ?,  ensorte  que  les  mêmes  valeurs  de  D  doivent 
se  rencontrer  nécessairement  dans  les  deux  suites  de  quotiens-complets 
qui  résultent  du  développement  de  ces  deux  racines.  Nous  allons  main- 
tenant mettre  cette  propriété  dans  tout  son  jour,* et  nous  démontrerons 
d'une  manière  générale ,  que  si  la  suite  des  quotiens-complets ,  lors-* 
qu'elle  est  devenue  régulière^  procède  ainsi  dans  le  développement  d'une 
racine  : 


iir—' 

etc. 

le  développement  de  la  seconde  racine  fournira  ^  an  moins  après  Tano» 
SUiUe  des  premiers  termes^  cette  ^utre  suite  dans  l'ordre  inverse  ; 

lyo    — /*    ^ 

Ia(]aelle  retombera  nécessairement  sur  le  premier  terme  ^-—^-',  et 
commencera  ainsi  à  l'infini.  '^ 

Considérons  de  nouveau  le  déyeloppement  de  la  racine  xst^  "T^ 
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en  fraction  continue  >  et  soient  ^^  ''>  7  ^^^  fractions  convergentes 

consécutives  prises  dans  là  première  période  des  quotiens  (i),  après  qae 
toute  irrégularité  a  cessé,  et  lorsqu'on  s^est  assuré  que  cette  même  pé-* 
riode  doit  se  répéter  k  l'infini.  Nous  représenterons  à  l'ordinaire  les  trois 

quotiens-complets  correspondans  par  ^  ^    9       D      ^       Ù     ^  ^*  '^ 

entiers  qui  y  sont  compris  par  ft%  yUr  y  pi.  Quant  à  la  période  de  quotiens, 
elle  seraf6,  ft',  p! . .  .;t%  si  on  la  fait  commencer  au  terme  /t;  elle  serait 
également  fâ!^  /jl' . .  .)x%  yur,  si  on  la  faisait  commencer  au  terme ft'  et  ainsi 
à  volonté;  en  général,  la  période  dont  il  s'agit  peut  commencer  par  tel 
terme  qu'on  voudra,  mais  il  £iut  qu'elle  soit  composée  des  mêmes  termes, 
rangés  dans  le  même  ordre. 

Gela  posé^  nous  avons  vu  (n*  62) ,  que  si  on  cherche  les  diverses  frac^ 

tions  convergentes  ^ ,  ^yi^ ,  £-^ ,  etc.  qui  dans  les  périodes  succes- 
sives occupent  la  même  place ,  ou  répondent  au  même  quotient-complet 
•^^-^^ — ,  l'expression  générale  de  ces  fractions  C-pr  est  donnée  par  les 
formules 

9(^)  =  9^  +  (ig9+^)*f  (^) 

ou  Ion  a 

•  +  */^=:(^^-^^^/^)•,  et  *•— ^^^^C^*— ^^^•)■=(d=I)^ 

Il  suffit  donc  de  donner  à  n  les  valeurs  successives  0,1,  a,  5,  etc.,  et 
de  substituer  les  valeurs  de  4  et  "i^  qui  en  résultent ,  pour  avoir  successif 

▼ement  toutes  les  fractions  convergentes  dont  il  s'agit  ^,    (\9    (\^  ^^* 

n  reste  à  voir  maintenant  ce  qui  arriverait  ^  si  on  donnait  à  n  des  valeur» 
négatives  —  i ,  — -a,  —5,  etc. 

(71)  Or  j'observe  qu'on  a 
donc  la  supposition  de  n  négatif  revient  simplement  à  changer  ^  de  signe^ 


(1)  Cette  période  pourrait  contenir  moini  de  trois  termes  »  mais  alors  on 
pluiienrs  périodes  1  «fin  de  ne  pas  donner  lieu  i  exception  pour  ce  cas  particnlier. 

II 
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et  à  multiplier  les  yaleara  de  ^  et  'f'  par  un  même  fiicteur  (db  i)*,  cette 
quantité  ambiguë  dbi  venant  dé  ^*— ^4^*  qui  en  effet  peut  être-{«  i, 

ou  —I.  Mais  comme  la  fracûoii  ^^~  n'est  pas  différente  de  ~^^  ;^    on 

peut  faire  absOrmctioii  du  fréteur  (ab  i)%  ainsi  les  valeurs  négatives  de  n 

répondront  à  de  iioavdles  valeurs  de  ^-n  données  par  les  formules  . 

On  pourrait  croire  d'abord  que  ces  formules  ne  différent  des  premières 
que  par  la  forme  p  et  qu'elles  conduisent  réellement  aux  mêmes  valeurs 

de    fii  TOCïais  il  faudrait  pour  cela  que,  deux  fractions  telles  que 

pussent  être  égales  :  or  c'est  ce  qui  ne  peut  jamais  avoir  lieu ,  car  en  les 
réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouve  que  la  différence  des  mp- 

mérateurs  est  (^*+g7?9+A^*)(*'*  +  *'*^)i  quantité  qui  ne  peut  jamais 
être  nulle. 

Donc  il  «st  certain  que  les  formules  (b)  >donnent  des  valeurs    de 

E^^  différentes  de  celles  que  donnent  les  formules  (a).  Mais  en  &isant\ 

soit  dans  les  formules  (è)^  sek  dans  U(S  formulés  (a),  pÇn)  :=:j'  , 

q(n)z=^Zy  les  valeurs  générales   de  ^    et    de    z   satisfont    à  l'équation 

j^»^^j*5'-ji.^:^  =-=!=/>;  d'un  autre  côlé^  D  étant  supposé  plus  petit  que 

y^^^  on  peut  démontrer  que  toute  fraction--  qi^  satisfait  à  cette  équation 

est  comprise  parmi  Içs  fîraptious  convergentes  vers  une  racine  de  l'équa- 
tiotij^*+ê'JC+%==ô.  TDoiit  si  ies  formules  (î)  donnent  des  fractions 

^~^  non  comprises  parmi  les  fractions  convergentes  vers  la  rabine 

X  =  ■     T^^ 3  îl  ^ut  que  ces  mêmes  fractions  ^—  soient  comprises  par- 
mi leS  fractions  Convergentes  vers  l'autre  racine  a?^=     ^  ^^^. 

On  Tie  "doît  pas  perdre  de  vue ,  que  parmi  les  fractions  convergentes 
Mfok  répondent  ^w  qnoricnt-oomplot  ^  S^    y  ^  est  supposée  la  plus  simple, 

ou  celle  qui-  est  comprise  dans  la  première  période.  Si  on  fait  A=r— i 
dans  les  feraaules  («)  ,  ou  nss^  dawf  les  ibnnules  (b) ,  la  fraction  -qui  ea 


p 
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résulte  pourra  tomber  dans  les  parties  irréguUères  du  déydopp^meut  de 
l'une  ou  de  Tautre  racine^  ou  même  ne  se  trouver  dans  aucuneVpâr  des 
raisons  qui  seront  exposées  ailleurs:  mais  si  on  fait  n>  i  dans  les  £ùt^ 
mules  (b) ,  alors  la  jGraction  qui  çn  résultera  sera  certainement  Tune  des 

fractions  convergentes  vers  la  racine  x  =;  — — /"*^> 

(72)  Soit  donc,  en  supposaAt  n>i,  (ç-t-^V^-^)"^*"^*  \^^9  «* 

•  ■  * 

on  aura  ^  pour  l'une  des  fractions  convergentes  vers  la,  racine . . .' 

af  ^      '^  >»~'^.  Mais  si  on  &it  semblablement 

/  '  '    .      ■ 

P*       V  .  ' 

il  est  clair  que  ^^  et  -r^  seront  pareillement  des  fractions  convergentes 

vers  la  même  racine.   Il  s'agît  maintenant  de  faire  voir  que  les  trois 

fractions  convergentes  -^ ,    ^r ,    ^  ,   se  suivent  immédiatement   dans 

l'ordre  où  elles  sont  "  écrites. 

Et  d'abord  les  valeurs  précédentes  donnent  PQ" — P'QTSL^p'q  — p(f) 

(«•--^**)=dbi,  et  (P'Q—PQ)=--(PQ^--P'Q);  conditions  toutes 

deux  nécessaires  pour  Tobjet  que  nous  avons  en  vue;  mais  elles  ne  sont 

pas  eikrore  suffisantes. 

.  On  peut,  pour  fixer  las  idées,  supposer  que  la  valeur  de  n  est  un  peu 

grande ,  ensorte  que  la  fraction  convergente  ^  réponde  à  une  période 

assez  éloignée  du  commencement  de  la  suite.  Coname  toutes  les  périodes 
sont  égales ,  il  importe  peu  quelle  est  celle  qu'on  considère  ;  et  la  forme 
qu'on  trouvera  pour  une  {période  éloignée,  conviendra  également  k  toutes 
les  autres  périodes.  Or  lorsque  n  est  un  peu  grand,  les  nombres  ^  et  'f' 
-sont  très-considérables ,  et  comme  on  a  toujours  **—^**'*=:(=bi)"=±i, 
il  s'ensuit  qu'on  a  alors  à  très-peu  près  0  =:  "i^^^  ;  substituant  cette  va- 
leur dans  celle  deP,onauraPs=*(p|/^-f-igp+Ay)s=rF(/-^+ig^) 
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\/jé       I  ^         'ri  '    '      * 

('^-i-yàr),  X  désignant  la  prenlîère  racîne  ^ — jr-ia  dont^  est  une  râleur 

approcliee. 

'On  trouvera  de  semblables  valeurs  pour  i'*  et  P'y  et  si,  pour  abréger, 
Ott  appelle  R  le  &cteur  constant  "^  (  y/ A + \g)  ,  on  aura 

P=      R{p^qx) 

» 

Soit  z  le  quotient'Complet  <pii  répond  à  la  fraction  convergente  -  dans 

le  développement  de  la  valeur  de  or,  on  aura  a?  =^~^^^  ou  js=    ^^     ^    -; 

or  z  doit  être  positif  et  plus  grand  que  l'unité  ;  donc— (p^  —  (f^x)  est 
plus  grand  que  /?  —  ^x  et  de  même  signe  ;  par  la  même  raison ,  (/?— ^jc) 
est  de  même  signe  etplus^and  que  —  (p' — ^x);  donc  les  trois  nombres 
jp,  P  y  P  sont  de  même  sigpe^  et  ils  se  suivent  par  ordre  de  grandeur^ 
ensorte  qu'on  aLp*<iP,  P<C  P'*  On  démontrerait  la  même  chose  des  trois 
nombres.  Ç**,   Q,  Ç'j    et  cela  posé^  si  les  deux  fractions  convergentes 

r^^  -TT  y  ne  se  suivent  pas  immédiatement^  on  ne' peut  du  moins  conce» 
voir  d'intermédiaire  entre  elles  que  la  fraction  75—7^;  car  comme  on  a 

déjà  PQ"  —  P*Ç==b  I ,  et  qu'en  représentant  par  -^  la  fraction  conver- 

gente  qui  précède  77  ,  on  doit  avoir  aussi  PJV'^  MQ — rh  i ,  il  s'ensuit 

qu'on  a  M'=.kPdtzP^ ^  et  iV'=  AQdbÇ*',  k  étant  un  nombre  indéter-. 
miné.  Or  la  condition  que  M  soit  comprise  entre  P  et  jP*,  donne  A:=i, 

M:=  P  ^^P*  y  N'=>  Ç—  Q^.  Ainsi  on  est  assuré  que  la  fraction  conver- 

P  P^  •  P — P^ 

gente  -^  est  précédée  de  ^ ,  ou  qu'au  moins  elle  l'est  de  q^ttto* 

(7 3)  L'incertitude  à  cet  égard  va  bientôt  être  fixée,  en  déterminant 
le  quotient-complet  qui  répond  à  la  fraction  ^.  Soit  ;5'ce  quotient-com- 

plet  dans  l'hypothèse  que  -^précède  ^,  alors  la  valeur  entière  de  la 
fraction  continue  serait  ^  T^or  soit^  le  quotient-complet  dans  l'hypo* 
thèse  que  q^Ac  précède  tt^  on  aiurait  la  valeur  de  la  fraction  continae 

Py^P—P^ — P(jf-fi)+po 
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Or  il  est  clair  que  cette  seconde  h3rpothèse  est  renfermée  dans  la  première,* 
en  supposant  2»=— ^—i;' donc  si  en  partant  de  la  première  hypothèse^  oir 
trouve  une  valeuï*  positive  de  2;/ ce  sera  ime  preuve  que  <:ette  bypo- 

thèse  est  légitime^  et  qu'en  effet  ^^73  sont  des  fractions  convergentes 

consécutives.  Si  au  contraire  le  calcul  donne  pour  z  une  valeur  néga-^ 
tive,  on  en  conclura  que  la  seconde  hypothèse  est  la  véritable. 

Or  je  dis  que  la  valeur  de  z  est  non-seulement  positive,  mais  qu'elle 

est  en  général       jT    i  je  dis  de  plus  que  l'entier  compris  dans  cette 

quantité  est  ^t.  Si  ce  dernier  point  est  \rai,  il  faudra  donc  qu'on  ait 
P' z=z  fiJP '•^ P"* ^  ^Q ^sifiQ^Q" y  et  c'est  en  effet  ce  qui  se  vérifie  immé- 
diatement par  les  valeurs  de  P,  Ç,  P%  Q*,  etc. ,  puisqu'on  a  toujours 
^'s=5Af/?-f-/?%  et  ç''=/^ç'+7^-  -A.U  reste,  la  seconde  partie  peut  se  prou- 
ver généralement  ainsi. 

On  a  d'abord  FzzzfiD — /,  ce  qui  donne  — ^ —  s=  ;*  +        ~  .  j  d'ail- 

■       ' 

leurs  la  valeur  de  a*  trouvée  n*  62,  donne  2-  =  iS-- l.  2.  .  c  .    et 

'  '  q  D          *     D      q  ' 

commet  est  déjà  une  valeur  fort  approchée  de  —  'T  y  ^^  ^^  très-peu 
pres^=i^g f-è-       f'^^'^D-'    d  ou  Ion  voit  que  î^-2r-> 


égale  à    très-peu  près  à  —,  est  toujours  plus  petite  que  l'unité;  ainsi 
On  a,  suivant  la  notation  accoutumée,  i--y^t— := /t +. 

Venons  à  la  première  partie  de  notre,  assertipn.  Si      ^    est  le  quo- 
tient-complet qui  répond  à  la  fraction  convergente  7-.,.  et  que  celle-ci 

soit  précédée  dé  ^j^ ,  il  faudra  donc  que  la  seconde  racine  x'  de  l'équa- 
tion yi*  4-^0:+ A=;o,  ait  pour  valeur  . 

,  _POyA  +  r)  +  P^D 

Mettant  au  Heu  de  i'  sa  valeur  /iD — /,  et  observant  qu'on  a  /âP^P'ssJ^^ 
fiQ  -f-  Q*»  s=  Q',  cette  équation  deviendra 

p{\/A^fy+p^D 

Si  on  y  siibstitae  ensuite  les  valeurs  de  P,  Q,  P',Q,  et  que  dans  le 
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résultat  on  mette  au  lieu  de  ^^  et  ^  leurs  valeurs  b^uvées  n*  6»  i 

on  aura 

quantité  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


de  sorte  qu'en  supprimant  le  facteur  commun  aux  deux  termes ,  on  aura 

Mais  à  cause  de  A=^\^—fh,  on  a  h^^à£à^L£ljÏ£=:V^ ^  et  ainsi 

p/^+|g/?+A7=        /^(fP+^g^-^ÇV^^)}  doncenfinla  valeur 
de  ar^  se  réduit  à 

ce  qui  est  la  seconde  racine  de  réquation^*+^a?-|-As=:o. 

(74)  Ce  résultat  justifie  pleinement  les    diverses  propositions   que 
nous  avons  avancées  ,  et  il  en  résiilte ,  pour  principale  conséquence  , 

que      jT    est  le  quotient-complet  qui  dans  le  développement  de  la 

p 
seconde  racine  x' répond  à  la  fraction  convergente  7^.    Par  la   même 

raison ,  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  fraction  suivante  ^ ,  est 

y^j^^ ,  celui  qui  vient  immédiatement  après  est  ^  J*  \   etc.  ;   à^ovt 

Ton  voit  que  les  dénominateurs  D,  D^,  Z>*%  etc.  suivent  un  ordre  con- 
traire à  celui  qu'ils  ont  dans  le  développement  de  la  première  racine. 

Au  reste  l'existence  du  quotient-complet  ^  J^     suffit  pour  prouver, 

celle  des  quotiens-complets  suivans  y  qu'on  en  déduit  par  l'opération  or- 
dinaire du  développement  en  fraction  continue.  En  efiet^  on  a  déjà  vu 

que  l'entier  compris  dans      q       est  11  \  de  là,  et  des  relations  déjà 
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connues'  par  1%  dëveloppement  de  la  première  racine  ^  on  tire  la  suite 

etc. 


de  la  première  racine ,  avec  cette  seule  différence  que  les  termes  y  sont 
rangés  dans  un  ordre  inverse. 

S*il  arrivait  que  la  période  qui  règne  dans  le  développement  d'une 
racine  fut  de  la  forme  ;t,  >t',  /jl' . .  ./i',  At',  /t,^ ,  c'est-à-dire  fut  com- 
posée d*une  partie  symmétrique ,  précédée  ou  suivie  d'un  terme  isolé  k  ^ 
alors  le  renversement  donnerait  toujours  la  même  période ,  laquelle  par 
conséquent  serait  commune  aux  deux  racines  de  l'équation.  C'est  ce  qui 
8'observ€  dans  un  grand  nombre  de  cas ,  et  alors  les  mêmes  quotiens- 
complets  se  trouvent  aussi  dans  le  développement  des  deux  racines  ^  et 
y  suivent  le  même  ordre. 
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.1 


§  XL    Résolution  en  nombres  entiers  de  Véquation 

Ly^H-Myz-hNz^=+H- 


(75)  Il  faut  distinguer  deux  cas^  selon  quej*  et  z  sont  ou  ne  sont  pas 
premiers  entre  eux.  Pour  ramener  le  second  cas  au  premier,  s^t  0  la 
plus  grande  eonunune  mesure  àejr  et  de  2,  et  soit  ^=0;^,  j5s=ft^, 
alors  le  premier  membre  étant  divisible  par  6%  il  faudra  que  H  soit 
aussi  divisible  par  0*.  Soit  donc  H-zsA^H'j  on  aura 

équation  dans  laquelle/'  et  :^  sont  maintenant  premiers  entre  eux.  Donc 
autant  il  y  aura  de  quarrés  0*  qui  peuvent  diviser  H j  autant  on. aura  à 
résoudre  d'équations  semblables  à  la  précédente,  dans  lesquelles  les  ior 
déterminées  seront  des  nombres  premiers  entre  eux. 

On  peut  supposer  que  cette  sorte  de  décomposition  a  été  ûdte  par  une 
opération  préliminaire  ;  nous  pouvons  donc  regarder  l'équation  proposée 
Lj^  -\^MjZ'-\»Nz^z=zdtiH  comme  l'une  de  celles  où  il  £siut  que  les  iht-* 
déterminées  /  et  z  soient  des  nombres  premiers  entre  eux. 

Gela  posé  ,  nous  distinguerons  encore  le  cas  où  2  et  ^  sont  premiers 
entre  eux,  et  celui  où  ils  ont  un  commun  diviseur  0.  Dans  ce  dernier 

cas,  soit  zs=62^,  JTssâj&T,  il  Êtudra  que  -^  soit  un  entier;  mais  comme 

/n'a  aucun  diviseur  conmiun  avez  Zj  ni  par  conséquent  avec  0,  cette 
condition  exige  que  L  soit  divisible  par  0,  Soit  donc  L;ss>hIJ^  et  l'éqiUH 
tion  à  résoudre  deviendra 

dans  laquelle  maintenant /On  peut  considérer  :i  et  H  comme  premiers 
entre  eux. 

Donc  autant  il  y  aura  de  diviseurs  conmiuns  entre  L  ^\H  (runitë 
comprise) ,  autant  il  y  aura  d'équations  à  résoudre  dans  lesquelles  ^  et 

Jf  seront  premiers  entre  eux.  Mais  il  est  &cile  d'éviter  cette  multiplia 
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cité  de  cas  à  résoudre^  par  une  transformation  qui  consiste  à  mettre 
y^  mz  à  la  place  àejTy  et  à  déterminer  m  de  manière  que  Ln^^Mm^N 
n'ait  aucun  diviseur  commun  avec  ff.  Alors  la  nouvelle  indéterminée 
y  ne  pourra  plus  avoir  de  diviseur  commun  avec  ff.  Ainsi  toute  la 
difficulté  se  réduit  à  résoudre  Téquation 

dans  laquelle  zeXf  sont  premiers  entre  eux  ^  ainsi  que  z  et  JET.  Or  cette 
équation  présente  différens  cas  à  examiner^  selon  que  le  nombre 
4XiV^— Af*  est  positif,  zéro  ou  négatif;  c'est-à-dire,  selon  que  les  deux 
acteurs  du  premier  membre  sont  imaginaires  ,  égaux  ou  réels. 

(76)  Soit  d'abord  4^i\r— Af*=  à  un  nombre  positif^  ;  si  on  multi^ 
plie  l'équation  proposée  par  4^,  et  qu'on  Êisse  2Ljr^Mzz=zx,  on 
aura 

{Nous  mettons  -f»  seulement  dans  le  second  membre,  parce  qu'on  voit 
bien  que  le  signe  — -  ne  pourrait  avoir  lieu).  Or  ayant  à  résoudre  l'équa- 
tion x*^Bz*:=:  C,  la  métb'ode  la  {4us  simple  est  de  calculer  successi- 
▼ement  les  différentes  valeurs  de  la  quantité   C — Bz^ ,    en   faisant 

%;ssiO  ^  I  ^  2,  5.  •  •  jusqu'à  ;s  =  y^  -g.  Si  parmi  ces  valeurs  il  se  trouve 

un  qmrré,  et  qu'en  même  temps  la  racine  œ  de  ce  quarré    rende 

y —  égal  à  un  entier  ^  on  aura  une  solution  de  l'équation  proposée. 

Mais  si  ces  deux  conditions  ne  peuvent .  être  remplies  à-la-fois  ^  on  en 
conclura  que  l'équation  proposée  n'est  pas  résoluble  en  nombres  entiers. 
n  «est  évident  que  dans  ce  premier  cas  il  ne  pourra  jamais  y  avoir 
qu'un  nombre  limité  de  solutions  en  nombres  entiers.  Ce  cas  d'ailleurs 
est  si' simple,  qu'il  n'exige  aucune  des  préparations  indiquées  dans  l'ar^ 
ticle  précédent^  et  qu'on  peut  procéder  à  la  résolution^  comme  il  vient 
d'être  dit^  sans  s'einbarrasser  si  j^^  2  et  if  ont  ou  n'ont  pas  de  conoK 
mon 


•  ■  * 

.  (77). Prenons  pour  exemple  L'équation  i5y'H-4^^+5^*î=^^5;  si 
on  multiplie  les  deux  membres  par  60^  et.qu-'on-Êu^e  ZQjr-{'Jl5z^=:x,lM. 

transformée  sei:a ... 

jc»  +  7ia*=i558o. 

Je  calcule  donc  les  valeurs  de  la  quantité  i338o— 71;^%  en  £ûsant  sae-i 

13 
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c^ssivement  j;sso>  ly  ^,  i,  etc. ,  jusqu'à  ce  que  la  quantité  dont  3 
s'agit  cesse  d'être  positive  ;  les  résultats  qu'on  obtient  fsicilement ,  au 
moyen  de  leurs  différences  uniformément  croissantes ,  sont  : 

Valeurs  de  a:*.. .  i5S8o^  i33og,  iSogG^  ^^74';  i^^^>  ii6o5^  io8a49 
Différences 71,      21 5,      555,      497>      ^Sg,      781,      gaS, 

Valeurs  de  X* .. .    ggoi,    8836,    7629,    6280,    47^^     5i56,     i58i. 
Différences xo65,    1307,     1S49,     149'^     i655,    1775. 

Or  parmi  ces  résultats,  il  n'y  a  que  8856  qui  soit  un  quarré  parfait,  ce- 
lui de  94  ;  ainsi  les  seules  valeurs  àe  z  et  x  à  employer  sont  js  =  8  et 

a:  =  d=g4;  mais  de  là  résulte  ^ss^^V"      ,  et  cette  valeur  ne  se  ré- 

duit  pas  à  un  nombre  entier;  Féquatipn  proposée  n'est  donc  pas  réso- 
luble en  nombres  entiers;  on  peut  seulement. y  satisfiure  par  dea  valeurs 
rationnelles  telles  que  2=8,7'=— -^^  ^^  ^^®  infinité  d'autres. 

•  «  • 

(78)  Si  on  a  4^iV-^Af*=^o,  ou  si  les-  &cteur$  du  premier  membres, 
de  l'équation  proposée  sont  égaux,  il  &udra,  pour  que  cette  équatioa- 
soit  résoluble,  quelle  soit  de  la  forme  (mjr^nzy;=:k^^  et  alors  elle  se 
réduit  à  l'équation  du  premier  degré  mjr'\'nz:=.dtzh,  laquelle  sera  tou- 
'^urs  possible,  si  m  et  n  sont  prenùers  entre  eux. 

Il  ne  reste  donc  plus  à  examiner  que  le  cas  où  i^N^-^M^  est  égal  a 
un  nombre  négatif  -^jB>  Et  d'abord  si  le  nombre  ^  est  un  qUAivé  pa}^ 
£dt,  les  £sicteurs  de  la  quantité  2^ -f* ^1^^ + -^^^ seront  rationnels,  et 
réquation  à  résoudre  sera  de  la  forme 

Or  il  est  viinble,  que  la  résolution  dé  cette  é<{uatimi  m  r^Aiit  à  celle  à» 
deux  équations  déterminées  '^  T 

9  étant  un  facteur  quelconque  de  JET.  On  prendra  donc  succéssfvetaiëfrt' 
pourra  tous  les  diviseurs  de  J7,  en  y  comprenant  l'unité,  et  on  ré<» 
sdudra  relativement  à  cbacun  Jeux,  les  équations  déterminées  qui']^pé- 
cèdent.  On  pourra  obtenir,  par  ce  moyen,  plusieurs  solutions,  si  toutefotfli 
les  valeurs  de  j*  et  2  qui  en  résultent  sont  des  entiers;  mais  dans  aucun 
cas ,  le  nombre  de  ces  solutions  ne  pourra  excéder  celui  des 
dn  DonifarcW. 
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(79)  Sap^Mns  enfin  qu'oii  ait  M^  —  /^Nss^y  A  n'étant  point  un 
quarrë  parfidt.  Alors  l'équation  proposée 

présentera    deux   cas   à    examiner  ,    selon   que   JET   est   <  v^  ^    on 

Soit  d'abord  J5r<  ^A  j  dans  ce  cas  il  suflEit  de  développer  en  ifrac*» 
tion  continue  une  racine  de  l'équation 


Xo:»  H- ilfjc -f- iV  =  o; 


parmi 


tion  y  on  en  trouve  un  dont  le  dénominateur  D-sn  H  y  on  en  conclura 
que  l'une  au  moins  des  deux  équations 

est  rési^uble];  ou  même  toutes  les  deux^  lorsque  les  conditions  néces- 
saires sont  remplies*  Nous  avons  donné  ces  conditions  dans  le  para- 
graphe IX  y  ainsi  que  les  formules  qui  contiennent  les  valeurs  complètes 
de  7*  et  J8 ,  et  nous  avons  remarqué  que  ces  formules  renferment  le  ré« 
stdtat  du  développement  des  deux  racines  de  l'équation  Lx^^Mx'^NzssOy 
de  sorte  qu'il  suffit  d'en  développer  une. 

Le  nombre  i7  peut  se  trouver  plusieurs  fois  parmi  les  valeurs  de  D 
dans  le  cours  d'une  même  période  ^  et  il  en  résulte  alors  autant  de  so- 
lutions différentes  de  l'équation  proposée.  Mais  s'il  ne  se  trouve  nulle 
part  parmi  ces  valeurs^  on  en  conclura  avec  certitude,  que  l'équation 
proposée  n'est  résoluble  ni  avec  le  second  membre  4*  i?  ^  ni  avec  le  se^ 
cond  membre-.^. 

Ce  premier  cas  de  £r<  ^A  se  résout  donc  immédiatement  y  et  avec 
beaucoup  de  £eicilité  par  le  seul  développement  d'une  racine  de  l'équa^ 
tion  Lx^^Mx^N'='0  en  fraction  continue.  Il  £iut  même  observer 
que  cette  solution  suppose    seulement  ^   et  js   premiers  entre   eux 

r  *2^  étant  assimilée  à  une  fraction  convergente  £ ,  doit  toujours  être 

une  fraction  irréductible,  puisqu'on  a ^^'^ — /?'^=:dbiVi  et  ainsi  elle 

n'exige  pas  que  z  et  H  soient  premiers  entre  eux.  On  peut  dc^m:,  par  c# 
moyen  y  se  dispenser  de  fidre  la  décomposition  relative  aux  ûictews  com" 


( 
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muns  de  L  et  de  ffy  dont  .on  a  fait  mention  n**  .j5,  et  on  aura,  par  une 
seule  opération  y  la  résolution  de  toutes  les  équations  de  cette  sorte.  Mais 
il  faut,  comme  nous  l'ayons  supposé,  que  lï  soit  <i)/-^;  de  plus,  si  If 
contient  un  facteur  quarré  G%il£audra,  comme  nous  l'ayons  déjà  in- 
4liqué,  faire  j^==ff/,  z=:Qz'y  Hz=:b^H'y  et  résoudre,  par  la  même  yoîe, 
chaque  équation /^'*  4- iW)<^2'+iVs'*==  dbjET  pour  ch^  fsicteur  quarré 
JB*  qui  peut  diviser  H. 

« 

(80)  Soit  en  second  lieu  H>  V^>  alors  on  supposera  que  Téqua- 
tîon  est  préparée,  comme  on  l'a  dit  n**  75,  de  manière  que  j-  et  z  soient 
premiers  entre  eux ,  ainsi  que  z  et  H.  On  pourra  £aire  alors 

yz=xnz^Huy 

et  ajouter  même  la  condition  que  n  ne  surpasse  pas  \  H\  car  Féquation 
précédente  subsisterait  en  mettant  n^^eiH  à  la  place  de  n,  et  i^+et^s  à 
la  place  de  u^  or  il  est  clair  qu'on  peut  prendre  a,  de  manière  que 
n — aH  soit  compris  entre  +^^  et  — ^H.  Substituant  donc  la  valeur 
àej  dans  l'équation  proposée,  et  divisant  le  résultat  par  H  y  on  aura 

et  puisque  z  et  If  sont  premiers  entre  eux,  cette  équation  ne  peut  avoir 
lieu,  à  moins  que    ^     jT         ^c  soit  un  entier.  On  donnera  donc  à  n 

ff 

toutes  les  valeurs  en  nombres  entiers  depuis  r^\If  jusqu'à  -f-i^;  pt 
s'il  n'en  est  aucune  qui  rende  la  quantité  Ln^^Mn'\'N  divisible  pair 
H  y  on  prononcera  avec  certitude  que  Féquation  proposée  n'est  pas  ré- 
soluble. Si  au  contraire  on  trouve  une  ou  plusieurs  valeurs  de  n  qm 
remplissent  cette  condition,  il  faudra  prendre  successivement  ces  diffé- 
rentes valeurs,. et  £adre  un  calcul  réparé  pour  chacune,  comntie  si  l'équa- 
tion proposée  était  transformée  en  autant  d'équations  différentes. 

Soit,  pour  abréger,  X/^•+Af/l+iV'=y!È^,  anL^MpSzgy  LIfjisshp 
l'équatign  à  résoudre  pour  chaque  valeur  de  n  sera 

Jz*  '^gzu^  hu^^^do  I  , 

où  iL  est  à  remarquer  qu'on  a  toujours  g^ — 4/^*  =  •^*  "*  ^LN  =  ^A. 

Nous  avons  donné  dans  le  paragraphe  IX  une  méthode  pour  résoudre 
cette  équation  lorsqu'elle  est  possible,  et  les  mêmes  remarques  que  nous 
avons  faiites^  lorsque  D  est  <  ^A^  sont  égalemez^t  applicables  dans  le 
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cas  présent  où  D=:i:  ainsi  nous  n'arons  rien  à  ajouter  sur  cet  objets 
4'autant  qu'on  voit  bien  qu'ayant  trouvé Jes  valeurs  générales  de  z  et  u, 
on  en  tire  immédiatement  celles  .des.  iadéterminée^  de  l'équation  pro- 
posée y  exprimées  pareillement  eii,  nombres  entiers. 

Exemple    I.    V 

(8i)  Soit  proposé  de  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation. ./.. 
2x*  — 257-*=:  io5. 

Cette  équation  se  rapporte  au  cas  précédent;  elle  n'est  point  suscep- 
tible de  se  décomposer  en  plusieurs  autres^  parce  que  io5  n'a  point  de 
diviseur  quarré^  ni  de  commun. diviseur  avec  le  coefficient  2.  On  fera 
donc   xz=znj''^io5z,  jet  on  détenn^ra  n^^   de   manière    que 

^-     "T —  soit  un  entier.  Plusieurs  moyei^s  seront  donnés  ci-après  pour 

Êiciliter  de  semblables  recherches;  observons^  quant  à  présent,,  que 
comme  io5  est  le  produit  des ^ nombres    premiers  5,  5,  7>  ^  ^^^ 

chercher  séparément  trois  valeurs  de  n  telles  que  — ^ —  ,    ■  >  'T»     ^ 

— — —  soient  des  entiers.  Ces  valeurs  sont  respectivement  /i=:5«=iri, 

n=z5Çdt:2^  n=s'jydziy  les  nombres  ^,  €,  >  étant  à  volonté.  Or  ces 
formules  sont  faciles  à  concilier  entre  elles ,  et  comme  il  suffit  de  con- 
sidérer les  valeurs  de  n  positives  et  moindres  que  ^ ,  la  dernière  for- 
mule donnera 

« 

«=5 6,  8,  i5,  i5,  3Q,.aa,  07,  29,  ^,  56,  41,  45,  48,  5o. 

• 

De  là.  il  faut  écarter  tous  les  nombres  qui  né  satisfont  pas  à  la  sé* 
conde  formule,  ou  qui  divisés  par  5  ne  laissent  pa?  ±2  de  reste;  ainsi 
les  24  valeurs  j^récédentes  se  réduisent  *  à  celles-<:i  »  ;=  8,  1 5,  22,  2j, 
45,  48.  Enfin  pour  satisfaire  à  la  première  formtde  ,  il  faut  encore 
supprimer  tous  les  nombres  divisibles  par  S,  ce  qtii  ne  laissera  subsis' 
ter  que  ces  quatre  valeurs  /^  =  8,  1 5,  m,  45. 
Soit  donc  I^  n=8,  et  a:==8;^— io5«,  la  transformée  sera 

j^'— 5i;^« -f- 2 1  oa*  =  i . 

Toutes  les  fois  qu'on  parvient  ainsi  à  une  équation  de  la  forme 
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on  est  assuré  que  la  sohitîon  est  toujours  possible,  parce  qu-en  fidsaAt 
^— yi= u,  Féquation  devient  w* — ^j3*=  i  ,  qui  est  toujours  résoliible. 
Dans  le  cas  présent,  on  trouvera  par  les  formules  du  n*  69, 

(24555  +  5588  v/46)-  =  «  +  */46; 
d  où  résulte  pour  première  solution  de  la  proposée 

a:  =  8*=fc:25* 

Soit  a"",  nss  iS  et  xss  i3;^«-'iù&s,  la  transformée  sera 

Pour  rendre  celle-ci,  il  £Eiut  développer  en  fraction  continue  une  ra-- 
cine  de  Féquation  5jif-—52a7-{^  aïo  ;s=:  o.  Voici  Topération  avec  ie  calcul 
des  fintctions  convei^^tes^  prolongé  seulement  jusqu'à  ce  qu'on  trouve 


5   I  -f-  10 


10 


1 

etc.  etc. 


Gela  posé>  les  nombres  a  substituer  dans  les  formules  du  n*  69  sont 
.^;=ii^  ^=i,<i  =  5,  3=— 26,  c=2io,  ^=4^j  d'ailleurs  on  a 
déjà  trouvé  dans  le  premier  cas,  que  les  moindres  nombres  qui  satis- 
font à  l'équation  ^•— 464^*=  =bi  sont  ^=24555,  4=5588,  lesquels 
donnent  ^*— 4^*=+^  ;  etcomme  on  a  en  même  temps /7^'*—;?'*^=:-f-i, 
l'équation  proposée  5;^  — 52jjs-t-2io«^=+i  sera  résoluble  (elle  ne 
le  serait  pas  si  le  second  membre  était  — *i);  faisant  donc  toujours 

(24555 -f- 5588/46)-5=*+*v/46  ^ 

on  aura  par  les  substitutions /siiOrbTÔi^^  zz=z<b ziz  ^-Ir ;  d'où  ré^ 
suite  pour  seconde  solution 

a:  =  58*db255* 
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ÎUmûfquit  qa^on  annit  pu  trouver  îoimédktemeBt  les  nlews  de^ 
et  de-^s  par  Topératioii  seule  du  déyelo[^ement  en  fraction  continue  ; 

car  si  à  la  place  du  quotient-*complet  Y^  '^    qni  répond  à  la  fraction 

1  ■  y" 

eonTcrgente  ^^  oia  met  sa  valeior  approdiée  .-  -4*^  ;  ^  ai  enéuite ,  au 
moyen  de  ce  quotient ,  considéré  comme  entier^  on  calcule  la  frac- 
tion convergente  qui  suivrait  -^  ^   on   trouve    que    cette   fraclion   est 

— ^ —- ,  laquelle  se  réduit  à  ~^^- •  C'est  la  valeur  générale 

i(6+;)  +  » 

de'3^  y  dans  laquelle  il  aeieste  {dua  qu'à  dcmner  k  '4'  le  double  signe  db. 

II  serait  finnle  de  démontrer  que  de  procédé  >  qui  dispense  de  recourir 
aux  formules  générales ,  s'act orde  entièrement  avec  çUes^  et  peut  par 
conséquent  leur  être  substitué/  même  .pour  une  valeur  quelconque  de  Di 
Soit  3%  n  =  aa^  et  x  =i  !x:ij ^  loSz ^  la  transforxnée  sera 

On  développera  donc  une  racine  de  TécpiatitHi  gx* — 88x+ 310  =  0, 
jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  quotient-complet  dont  le  dénominateur 
soit  I ,  et  on  calculera  à  mesiire  les  Inactions ,  convergentes  comme 
il  suit  : 


__t/46+44_-   5^ 


5 

1/46+4 

•46+  a 

,  7 
t/46+5 

-~3 

1/46+4 
10 

i/46+  6 
a 


1  + 

3 


••:-  *,      =  - 


I  -[- 


1 
5 

6 

XI 

791 


3 

11 

i4 


Cette  dernière  fraction  convergente  ^  satisfidt  à  l'équation  proposée^ 
parée  qu*^eUe  est  de  rang  impair  ^  et  qu^ainsi  on  a  ;7^'*— */i*^  0=4*1  • 
Maintenante^  suivant- la  remarque  fui  n  été  faite  dans  le  cm  préc^ 
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dent  ^  on  supposera  que  le  quotient  qui  répond  à  là  dernière  fràc^^ 

tion  convergente  ^  est  6  +  - ,  et  on  en  conclura  la  fraction  sinvante 

79  (^  +  0  +  ^^       7QO+536* 

~ss  ^^    5a.  i    ^'^^   résultera    généralement.  •  ••• 


z 


»4(6+|)  +  xi  .  , 

jr  ss  j^  dt  55&1r ,  z'ss  i^<t:iig5'^f  et  ainçila  troisième  solution  sen 

dfsa  368*  ±1817* 
^s=  79»±.556t. 

t 

Soit4^  nz:^4^  et  x:s=:/^5jr — io5j5^  }a  transformée  sera 


n  &at  donc  développer  une  mdne  de  l'équation  SSa^-^'iyix-^iiotso^ 

jusqu'à  ce  qu'on  trouve  un  quotient-complet  ^  ^  ,  dus  lequel  ■  /> 
soit  égal  à  l'unité.  Voici  l'opération  : 


t/464-86 
t/46--i6 

9 
V46—  1 

— 5 — 
1/46+6 

a  ^ 
V/46+  6 

V^46+  4 
— g-— 

</46+à 

7 
1/46+  5 

3 

i^464-  4 

1 


!     3  + 
1     I  -I* 

6  + 
5 -H 


.     JD 

■  ^     UiUUi 

t 

:       0 

a 

:       I 

S 

:    .    z 

5 

^       2 

8 

:       5 

i55 

20 

1x4    : 

:     45 

167    : 

;     65 

281    : 

106 

010    : 

.    ZSi 

lagi 


487 


Celte 


onzîème   fraction    convergente'  satis£ût  à  l'iéqnation  |HN)pos^ 
<ijajrz^^ioz*sss'+'ij  puisqu'elle «st  de  rang  impair^  ensBlit 
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on  anra  la  solutîon  complète^  en  mettant  6  *f-  -  à  la  place  du  quotient 
correspondant^  ce  qui  donnera 


lagi 


(e+î)  + 


lOlO 


d'où  résultera  la  quatrième  solution 


4i87«-f.33o3*' 


X  =  4578*  db  29695* 

Il  est  bon  de  rémajeqner  qu'on  serait  parvenu  plus  promptement  et 
plus  simplement  à  cette  quatrième  solution ,  en  développant  l'autre-rar 
cine  de  la  même  équation.  Yoici  l'opération  : 


t/46— 86 

—35 
V/46H-i6 

l/46-Ha 
7 

3 
V4S+4 

i/46+  6 
1 


ss  la^" 


7 

9 
34 

45 


4 

i5 
»9' 


De  là  résulte  ^ 

Z 

trième  solution 


4 
19(6+1)+  »5 


^J±^,  et  on  apoup  laqua- 


or  =:i46«=b989i' 

Formules  qui  reviennent  au  même  y  et  qui  sont  plus  simples  que  celles 
qu'on  "k  trouvées  par  le  moyen  de  l'autre  racine.  Cette  identité  au  reste 
se  démontre  ^  en  supposant  que  les  O  et  "i^  de  cette  formule  répondent 
à  une  valeur  de  n  moindre  d'une  unité  que  les  O  et  i^  de  l'autre  for- 
mule ;  de  sorte  qu'en  distinguant  ceux-ci  par  i/  et  'If^,  on  pourrait  Êdre 
•  4-  *  /46  =  (*'+*'  /46)  (a4535  qp  5588 1/46). 

i5 
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Rassemblant  ces  différens  résultats ,  on  anra  toutes  les  solutions  dç 
Fcquatîon  proposée  2x* — 25f^z=:  io5  contenues  dans  les  formules  suif 
vantes,  où  l'on  suppose  (24335  +  3588/46)"=  O  +  •*•  v/46, 

x=i   380 ±   253'*',     7=ii*db   76* 

1817^,     7  =  79* 


X  =  268$ 
xzzs  i464> 


536* 
989* ,      7 = 43*  ±  aga*. 


La  même  équation,  cm  une  équation  équivalente  (/?*— 4^*  =  ^^^  ) 
est  résolue  dans  les  Mémoires  de  Berlin^  aiinée  1767,  et  le  résultat 
donné  page  ^63  présente  huit  solutions. 

Ces  huit  solutions  se  réduisent  aux  quatre  {Précédentes;  et  en  géné- 
ifAf  le  cal(^td  peut  tpujorurs  «^abréger  de  Moitié,  en  observant,  compae 
nous  l'avons  fait,  qu'il  ^st  inutile  de  développer  en  fraction  continue 
les  deux  racines  de  la  même  équation ,  et  que  le  développement  d'une 
seule  «uffit  pour  avoir  le  résultat  des  deux. 

(82)  Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

67^* 22JJZ  -f-  191^*  =  5, 

laquelle  étant  comparée  à  la  formule  générale  (n"*  67)  donne  y*=s  67  , 

g=:'^2!Èj,  ^=191,  D=:5,  ^==*Ç— y^=^,  etZ?<v/^.  Ddnc 

on  peut  résoudre  .cette  équation  par  le  développement  d'une  racine  der 
l'équation  670:'  — 3270:+ igi  =0  en  fraction  continue.   Voici  l'ope-* 
ration  prolongée  jusqu'à   ce  qu'on  ait  trouvé  là  période  qui  se  répète 
.jl  l'infini  ;  ■  .  •. 


r 
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^ 


or 


1  + 

I  : 

0 

1  + 

f  : 

I 

4+ 

a  : 

:  1 

iH- 

9  ' 

:  5 

17  + 

lï  : 

',.  6 

1  + 

196  : 

;  107 

3  + 

207 

:  ii5 

14- 

610 

:  533 

2-j- 

817 

:  446 

1  + 

etc. 

^7    — 

.-i-oî 


1 

i3. 

5"":^ 

5i:f  it/341 
II 

5  i  4-  j  V^i 

g 

^       4i-l-iV^34i 

Le  quodent^omplet  ^^X-^iHli  jéuut   tm    de  ceux  qui   ont  été  déjà 

trouvés^  l'opération  est  terminëe  y  et  on  ycât  qu'isaraédlatement  apcès  les 
premiers  termes  i^  %,  4^  (>a  «  la  p^wd^  ^^  17^  i^  ^^  .i»  3^  la(}ueUe 
se  répète  à  l'iafini. 

Si  on  cberche  maîatena^t  le  mombf^  5  pa^Eisii  l^s  4énomi9a};eur$  des 
quoitieM-complets ,  on  yerru  qne  h  troisième  fraction  convergent^  ^  la 
septième  et  la  nenyième^  peuvent  satis£ûre  à  l'équation  proposéie.  Lia 
septième  et  la  neuvième  Comprises  dans. mie  méine  période^  satisfont 
en  effet  ^  parce  qu'elles  sojit  de  nng  impair  ^  et  que  dans  la  valeur  de  x 
le  radical  a  été  pris  en  plus.  Quant  à  la  troisième  y  elle  satisfait  aussi  ; 
mais  liow  en  £^tovs  a]>stFaction^  parce  qu'il  suffit  de  considéra  les  so- 
iutions  dounées  par  les  tenues  d'une  même  période^  et  que  toutes  les 
autres  doivent  y  être  contenui^s^i  Voyez  à  ce  sujet  le  paragraphe  suivant. 

On  aura  donc,  par  la  septième  fraction  convergente^  pz=:20'/y 
^=ii5^  et  calculant  à  l'ordluaire  la  valeur  de  la  période  comptée 
depuis  ce  terme  : 


Période 2,     i. 


^y     ï>     17 


-c»      i  1        5^      3       8       11       iq5      Û06 

Fract. converg.  3 ,    j-,    ^,    g,    -,  ^,  ^, 
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on  trouve  f  =s ^ ,  €'=:7i,  ^=i^=  i38i,  4/=J=  i5,  donc 
on  aura 

Or  on  a  en  même  temps  ç*— ^>[/*=4-i ,  ce  qui  prouve  que  Féqua* 
tien  proposée  est  résoluble  avec  le  second  membre  H- 5;  mais  eUe  ne 
le  serait  pas  avec  le  second  membre  —-5.  Gela  posé^  en  substituant  les 
valeurs  trouvées  dans  la  formule  du  n""  67  ^  on  aura  pour  première  so-» 
lution  de  Téquation  proposée 

^  =  307*  ±5823.1* 
a  =  1 15*  ±  2087  •i'*'. 

Procédant  de  la  même  manière  à  Fégard  de  la  neuvième  fraction  con-» 
vergente  ^-^^  on  en  déduira  cette  seconde  solution: 

7'c=8i7*db  15087. f**^ 
J5=446*±   8256. i'*'. 

Ces  dernières  formules  sont  celles  qui  contiennent  la  solution  f  que 
nous  avons  remarquée  dans  la  partie  irrégulière  de  la  fraction  continue» 
En  eflfet  si  on  suppose  n:=:i,  i>:=:^^y  i'^'szs— i5,  on  trouvera 
^  =  2  9  zz=zi.  De  là  on  peut  présumer  que  la  seconde  solution  géné- 
rale est  susceptible  de  se  réduire  à  une  forme  plus  simple^  ^ c'est  de 
quoi  on  s'assurera  aisément^  en  prenant  au  lieu  de  O  et  "i^  les  qoan-* 
tités  analogues  qui  répondent  à  une  valeur  de  n  différente  d'une  unité*. 
n  en  résultera 

J=:2*±72.J* 

(85)  On  voit 9  par  ce  qui  a  été  démontré  dans  ce  paragraphe ,  que 
lorsque  les  équations  qui  en  font  l'objet  Sont  possibles^  leur  résolution 
'  est  donnée  par  un  ou  plusieurs  systèmes  de  formules  telles  que 

z==:a''<!>  +  b'''^, 

les  nombres  a\  h\  a%  V  étant  constans^  et  les  quantités  ^y'^  étant 
tirées  de  l'équation 
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dans  laquelle  n  est  un  nombre  indéterminé  y  et  où  Ton  a  toujours 
^»— \^^*=i:i,  et  par  conséquent  aussi  ** — ^^'SE"^  =  (=hi)"  =  -f- i 
ou  —  I . 

Dans  les  formules  générales  ^  on  peut  prendre  '^  négatif  ou  positif  à 
volonté ,  et  ainsi  affecter  "¥  du  double  signe  rh  i  ;  ce  qui  revient  à 
laisser  le  signe  de  'Ir  déterminé^  mais  à  prendre  pour  n  des  valeurs 
quelconques  tant  positives  que  négatives.  En  effet  on  a  (^+4'V^-^)""" 
5=  (^*— ^^•)—  ((p  —  41/^)"=  (d=  !)'•(*  — •^'v/^)  ,  et  ainsi  le  chan- 
gement du  signe  de  n  revient  au  même  que  celui  du  signe  ^;  car  d'ail^ 
leui^  le  signe  de  (=bi)"  qui  affecte  le  tout  est  indifférent^  puisque  par 
la  nature  de  l'équation  proposée  on  peut  changer  à-la-fois  le  signe  de 
jr  et  celui  de  z. 

Il  résulte  de  là  que  les  diverses  valeurs  de  ^  et  z  comprises  dans  un 
6ystème  de  formules^  tel  que  le  précédent^  forment  deux  suites  qui  s'é- 
tendent à  l'infini^  tant  dans  le  sens  positif  que  dans  le  sens  négatif^  et 
dont  chaque  terme  répond  à  une  valeur  déterminée  de  n  positive  ou 
négative^  en  cette  sorte  : 


n 

J 
z 


• .  • 


etc.  — 5 ,    -—2 ,    -—1 ,     o,       I,       2  y       3,     elc, 

etc.  >  ,  >  ,  'py  py      p(l)y      P{q)    y        /^(S)  ,  CtC. 

etc.      '(/y        "(jy        'qy     q y  q(i)  y  ç(2)  y    ^(5),     etc. 


Au  reste ,  la  manière  la  plus  simple  de  calculer  les  valeurs  numé- 
riques de  ces  termes^  est  de  faire  usage  de  la  loi  trouvée  n*  62  ,  laquelle 
donnera  ^(2)  =  3^^(i)=p^  (le  signe  =(=  étant  le  contraire  de  celui  de 
ç*  — -ed^%[/*).  Cette  fomïule  0}ipyp(i)y  p(2)  désignent  en  général  trois 
termes  consécutifs^  peut 'servir  à  prolonger  Tune  des  séries^  soil  à  droite^. 
soit  à  gauche^  et  la  même  loi  a  lieu  dans  l'autre  série. 


toa  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


MBb 


§  X 1 1.    Démonstration  cPune  proposition  supposée  dans  les 

paragraphes  précédens. 

•  • 

(84)  JN  o  u  8  avoBS  supposé  jusqu'ici  que  s'il   est  possible  de  satisfaire 
à  réquatîonj5'*4-g7^+^*  =  =tjBr,  où  Ton  suppose  7-  et  z  premiers 

entre  eux,  et  JS<^\  V^(S^ "^ 4/^^) ^  1*  fraction-  est  toujours  comprise 

parmi  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l'équation.  ^ 
fa^^gx^h^s^o.  Cette  proposition  a  beaucoup  d'analogie  avec  celle 
du  n*"  10;  mais  il  n'est  pas  moins  nécessaire  de  démontrer  qu'elle  est 
^raie  généralement  ,  sauf  une  légère  exception  dont  nous  ferons 
mention. 

Soitjf  un  nombre  positif,  g"  et  A  des  nombres  positifs  ou  négatif  à 

volonté  ;    soit  -  une   fraction  donnée  dont  les    termes   sont    premiers 

entre  eux,  et  satisfont  à  l'équation 

je  suppose  qu'on  développe  -  en  fraction  continue,  et  que  les  quotiens 

qui  résultent  de  cette  opération  soient  a,  C,»...A, /Et.   Au  moyeu  de 
ces  quotiens,  on  calculera  à  l'ordinaire  les  fractions  convergentes  vers 

2^  et  en  désignant  par  ^  celle  qui  précède  immédiatement  -,  nous  avons 

déjà   vu  (n*  9)   qu'on   peut  faire   à   volonté   /^y*"— /^^'y  =  4- i  ,    ou 

Cela  posé,  considérons  les  mêmes  fractions  consécutives  2.^  E  comme 

appartenant  au  développement  de  x  en  fraction  continue;    soit  z    le 
quotient-complet  qui  répond  à  la  dernière,    il  £siudra  donc  qu'on  ait 

a:  =  21x£-^  ou  z=^-^£^.    Maintenant  la  supposition  faite  que^,  - 

sont  deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  x ,  sera   légitime  , 
si  la  valeur  de  z  qu'on  vient  de  trouver  est  positive  et  plus  grande  que 
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rtmité  ;  car  telle  est  la  condition  à  laquelle  doivent  être  soumis  fous  les 
quotiens-complets  qui  résultent  du  développement  d'une  quantité  quel- 
conque en  fraction  continue.  Il  s'agit  donc  d'examiner  si  cette  condi- 
tion est  remplie. 

De  l'équation. prccédenle  on  tire    g-4-^  =  ^^v"^    v  >  ^^  ®^  faisant 

toujours  jé;=:\g'^ — ^y;&^  on  a  xz=z — *  ^  i  substituant  cette  valeur 
à  la  place  dç  Xy  et  faisant  passer  le  radical  au  Numérateur  ^  on  aura 

Dans  cette  équation^  on  peut  prendre  à  volonté  le  signe  de  ^A^  parce 
qu^on  est  maître  de  prendre  pour  x  l'une  ou  l'autre  racine  de  l'équar 
lion  fx*^  -f-  ^jc  -f-  À  s=:  o ,  et  la  valeur  de  z  est  différente  dans  les  deux 
cas;  en  même  temps ,  puisqu'on  a  fp*  -f- gpq  4-  hq^  =  =b  H ^  -  cett« 
équation  donnera 

par  conséquent  on  aura 

^  +  ^^(Pf^P"9)  • ï£f ^^' 

Dé  ces  diverses  indéterminations  de  signes  il  n'y  a  que  celle  de  dz  ^A 
^pli   soit  arbitraire,  car  celle  de  ^dépend  de  l'équation  proposée^ 

et  celle  de^v/  \A  =i=i— j  est  également  fixée  par  la  valeur  de  2i£^^^. 

Mais  comme  il  importe  de  considérer  la  valeur  la  plus  gi^ande  de 

« ,  ou  prendra  le  signe  de  ^A  pareQ  à  celui  à^  ^ (Azki^\  ^    et 

alors  le  second  membre  de  notre  équation  sera  nécessairement  de  U 
forme 

Enfin  on  pourra  toujours  supposer  cette  quantité  positqff^  puisqu'on 
peut  faire  à  volonté  pq^  '—p''^  =^  H-  1  ou  —  i  j  donQ  çn  aura  dans  tou^ 
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les  cas    ' 


^^4.^(^i^)    '    • 


0  ""■  H 


n  •*  'V 


j» 


•  f 


^       • 


(85)  Soit'j^./p^+gpif  +  hç^z=:il\^Il,  et  on  aura 

._ ,  fH 

/    *  ■ 

Le  second  membre  est  plus  grand  que  °^    9  et  par  conséquent  > !if 

puisqu'on  a  fl"  <  |/^  ;    d'ailleurs  9*  est  <  y  j  donc  la  valeur  de  z  est 

positive  et  plus  graine   que  Funité.  Donc  la  fraction  donnée  ->qui 

satisfait  à  l'équation  ^*  4*  gp^ + ^*  =^+ -^  ^  est  toujours  Tune  des 
fractions  convergentes  vers  une  i^acine  de  l'équation  fx^  4-^x4-  A  =  o^' 
et  cette  conclusion  ne  souffre  aucune  exception  tant  que  le  second 
membre  If  est  positif. 

(36)  Soit  a^.TJt^'-f-gw  +  A^'ss  — ^,  on  aura 

a-l--- — „  ^ 

Or  on  voit  que  dès  que  ^*  4^,vi^  suffisamment,  grand  par^  rapport  à 
Ç,  (et  a  ne  peut  jamais  être  moindre  )  la  valeur  de  z+^  est  à  trè- 

peu  près  égale  à  ^fL  * ,  de  sorte  qu'on  aura  z  =    ^    —  j- ,    quimtitë 

positive  et  plus  grande  que  Funité.  '        '  1  i        • 

Au  reste ,  sans  né^liger4e  terme  "^  ^  il  est  Êicile  d'assigner  la  limite 

w 

àe  q ,  telle  que  ;^  soit  ei|f  ore  po^^ve  et  plus  grande  que  l'unité,  j^our 
cela  mettons  z  sous  la  forme . 

à  cause  de  ^Jt  >  i7^  i3riL  << i  ou  tout  au  plus  t=s  i ,  il  est  clairlque 
2  sera  posidr'et  pfa^  grand  que  l'unité  ^  si  la  quantité  ]/l^  — '^—  1  est 
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ph».  gnnée  9fM^^  A —S^.  Soit  donc  \^(j — '^--)>"  V  •'■*"-' î  ^^ 
on  tire,  en  quarrant  et  réduisant. 

Donc  tant  qu'on  aura  ç  au-dessus  de  cette  limite  ^  il  est  certain  cpltf 
la  valeur  de  z  sera  toujours  plus  grande  que  Tuiuté  ;   mais   si  on  a 

ç  <  j^3;p  f  on  ne  peut  plus  affirmer  en  général  que  «  Mit  plus  graaAt 
que  l'unité. 


.■• 


(87)  Quel  que  soit  7^  l'exception  n'aura  jamais  lieu^  lorsque/* étaiit^ 
comme  nous  le  supposons ,  un  nombre  positif^  h  est  un  nombre  négai» 
tif  9  car  alors  l'équation  proposée  aura  la  forme 

laquelle  est  k  mèins  que 

Ay— ^W— ^— +^. 

Cette  équation  étant  ainsi  ramenée  au'pMmier  cas^  il  s'ensuit  que  -  est 
une  fraction  convergente  vers  une  racine  d^J'équàtibn  h!x^ — gx  *-^=o  | 
donc  Çen  mettant  -  à  la  place  de  xj  ^  sera  une  fraction  convergcsite 
vers  une  racine  de  réquationyar*-f-j|jf— iTcsQ* 


-  I 


(88)  Si  on  ^a  ht  résoudre  l'équatioaj^'^gf^^i^si— iST  dans  la- 
quelle f  et  h  sont  positifs  y  on  pourra  toujours  (ù^  ^SS)  transformer  cette 
équation  en  une  autre  o;^' H- ft;^z'-4*€«|'*«r -«-■#;  4*ns  laqueUe  a  et  d 
seront  positifs ^  et  où  Ton  aura  hb^l^aczszgg^i^fiiz^^.  Cette  équa- 
tion sera  donc  dans  lé  cas  du  n^  précédent,  et  n  d aiOeurs  on  a  H<^^Ay 
toutes  ses  solutions  seront  données  .par  les  fHlttions  couYergentes  vert 
une  racine  de  l'équation  aa:*-j-*6x— c=:o. 

On  voit  par  là  ^  que  l'exception  djOtit(.tems  àvùAs  fait  mention ,  et  qui 
d'ailleurs  n*a  lieu  que  très-rarement  et  pour  de  .très-petites  valeurs  de 
/i  et  7,  peut  être  entièrement  évitée  par  les  transformations  déjà  indi-- 
quées.  Il  est  donc  vrai  de  dire  généraleiSeiit ,  que  lorsque  H  eat 
<^W^S^^kS^)^  toutes  les  solutiotu  de  l'équation 

t4 
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sqnt  domiiées  par  tes  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  réqna<^ 
tîon  ^o:*  +  g'ar  H- A  =à  o. 

(89)  Il  ne  sera  pas  inutile^  au  reste  ^  d'apporter  un  exemple  sujet  a 
rexceptîon  mentionnée  ^  et  qui  no|LS  fournira  de  nouvelles  remarques» 
Çoit  pour  cet  effet  Tëquation  , 

18017*  — -  599172J  +  Ml  I»»  ==  —  3  , 

ê$tnB  laquelle  on  sl  Jzsz^g^-^/hzes^,  -^=3,  ctp^  conBécpxentJS<Z\/^f 
on.  satisfait  à  cette  équation  en  faisant  7=51  et  2 = 28  ;  '  cependant  la 
fraction  |^  n'est  point  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers 
ime  racine  de  l'équation 

iSoiia^*—*  39910:4^  331 1  SSSO.  ^     B'i'ù 

En  effet  9  le  développement  de  la  plus  grande  racine  ^doîtme 


b  k    .  • 


:    o 

f. 


1801  ■ 

=Ii24i±iv2Z«9  4-  ..     .     :     , 

— ^  ai  ^    *  3^ 

I      •     \    .i'.   — . — i      r-*   ■  ag  O  *thr  ..<:     ,  .10     Z    iQ 

1  J  1.1         ,  ^ 


■'-•;;î  ••'    '•    '-'ètd;;-    ■-''   ■■■     ,'   •         ■  'i-    '  etc. 


t  i  . 


et  celui  de  la  plus  petite  racine  donne 


'  •   iLijLLi^  — a+     ;     '       ^i    :  19 

a  i  +  i  1/37       \e     .  !  r        '     î/ 

:,î-  .:ur-,r   .•  ■  ^V  eii:  ■   '^  ;^^  ''    ''':  /   '-'^  "'^etc..- 

l'Il.  '        .Sut*  -.'il»  ...  ^  ■^y.  ^  '  >.  -J    • 

\  u        « 

On  96  trouve  donc  ni  d'un  c6té  ni  de  l'autre  la  fraction  coni 
c'est  au  reste  ce   qui  slaec^de  av<9C  JaJ[pxwulede  rart.  86, 

qui  est  la  valeur  de  y,  €ff  pUjs  B^^it^Jw^^S^  T"  ^^^  77^' 


* 
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étâtaviMt  incoQTëxueiit  ^  et  pour  faire  «nsofterUf^eJar  solution 
soit  donnée  par  les  fractions  convergentes  ,  il  suffit  de  réduire  la  quan** 
tité  1 80  jjr*  -—  399  ijrz  -j-  3  2 1 1 55* ,  si  ce  n*es  t  à  *  l'expression  la  plus  simple  , 
au  moins  à  une  forme  où  lesr  termes^Èficti'êiiiè^soient  de  signçs  pontravres*. 

C'est  ce  qu'on  obtient  immédiateméht  en  faisant  '  '  '  '    * 

'  *    •  '       -  I    j' 

.j^s=  10/ — 5iz' 

car  alôi^  Téqâktioit  piN^osée  se  réduit  t  cette  fi)rQÏe  ti%9î^tfQpfe  '     ^^' 

'  ' .    ■  l  •  ■■'■'■.'•.  '     ^ 

DéYeloppant  donc  «ne  tmcine  de  l'équation  ^^  a:  -^  9  sss  o  en  firactîcnt 
continue^  on  aura  ^ 


'0 


•r. .-. 


:i    :    I 


^±^=1+    "       5    :     , 


1  ' 


:» 


etc.'  •      c  .      etc. 

t«      .     -    > 
A  l'inspection  des  quotiens-complets^  on  voi^  que  la  fraction  convei^ 

gente  ^  peut  être  piisfe  ponr^,  car  efa  ùimnX  y  ^.2,  sgfzssu,  on  a... 

yy-f*yi'-^9«'^'£=— 5;  de  là  résul^  ^=?:r^  5i  et  z  =  —  28;  c'est  la 
solution  qu'il  s'agissait  de  trouver  par  les  fractions  .convergentes. 

Au  rester  la  sdbution  générale  de  réquatioir'en  y  et  :sf  déduite  du 
développement  qu'on  vient  de  faire  ^  est  comprise  dans  les  formules 
suivantes  : 

!•.  Si  Ton  fait  (6+  v'37)»*=:F4.  G^/Zj,  on  aura  , 

tf oàl  résulte 

''Jr»— 5iF=ï=95<? 

sœ~j8tFsfx»6(?. 
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2\  Si  Von  fait  (6-f.  i/57)'*.*'  s=i^+  G'y^Zj^onSanr 

l's*  ras  7<y, 


I" 


•l  il  en  résdltert 


»•  ^o       • 


i      • 


• 


(go)*. Si  <m  rëflëckit  maintoMol  sur  le iproc^dë  que  nous  venons  m 

ni^re  dans  cet  ei^empl^^-on^vetra  cp^aprè^^ttypir  simplifié  la  forme  der 

-iLiéqpation  à  raMiidML^  ic»  8pj[utij>pS|^s  plus  siçiple^  OQl,^^  ^  Wl^^JPf}^ 

1m  ^r«imères  panny e<t  Itajgtymi'^pMvergeQlps  ;  et  de  ces  premières  sofce 

tiens ODBKOQclp  p!miV^Swm»l«^9»iinais^4asolatiopgén^^     qod^ll'^t 

* Wtren^chof e  .qMb^'MSpi'f^HftP:  44SiJ^7ffi|es  fractions  convergentes  qui  sa* 

.lisfoiità^il^  q»î^99^ifl¥^%pâo;is.ét^^  à  la^même 

ifdace  dans  -ipn^lfs  les.  .p^odes.  Or .  l'expression  générale  ainsi  trouvée  , 

par  quelque  jqipyen  qu'on  y  soit  parvenu ,  est  une  ;  elle  serait  la  même 

au  fbnd^  quand  pour  la  trouver  on  serait,  parti  des  valeurs  particulières 

de  p  eiq  dans  une  autre  période  que  la  première.  Pour  nous  fiûre  mieux 

entendre,  prenons  l'équation  ^*-t;^*b3I^  k  laquelle  on  satisfiit  par 

les  valeurs  succeadves 


7      aS     '97      Sffa 


L'ex|nnession  générale  de  ces  vdieurs,  en  partant  de  la  première  aoln^ 

lion  'y  serait  jr^szFy  zz=sG,  F  et  G  étant  déterminées  par  Téquatioo 

(a  +  \/5yz=s:F+G\/5.  Mais  on  peut  partir  égiâement  de  la  valeur  pai» 
ticulière  ff,  et  l'expression  générale  se  tirerait  de  l'équation* ••••.v«. 
^4-;j^S5;={a64-i5v^5)(F=bGi/5),  laquelle  donne 

jr=:26Fdz45G 
«  =  i5Fcfc26G. 

Or  cette  expression  contient  non-seulemeM  les  nombres  supérieurs  a 
2i6  et  i5,  mais  tous  les  inférieurs  qui  peuvent  satisÊiire;  et  en  effet ^  si 
on  prend  F=:2y  Gzrzi  ^  et  qu'on  emploie  le  signe  inférieur ^  on  auh| 
jrz=z52  —  45=  7 ,  et  a=  JO— 26  =  4^  ^'«st  la  solution  qui  précède  ff  ; 
de  jnéme  en  Élisant  ns:;i>  ou  /bs7^  ^^4>  ^^  prenant  encore  le 


signe  infénenVi  on  aura        ,,  ^  ^.,^   \ 

y=:i8a  — i8as=2,        asïoS  — 104  =  1. 

Donc  toutes  les  solutions^  en^^rands  ou  en  |>etits  nombres^  sont  égale- 
ment comprises  dans  l'expression  générale^  quelles  que  firent  les  yateui^s 
pardcujières  qui  ont  servît  composer  ces  £3rmules. 

Cela  posé,  il  n'est  nécessaires  dans  aucun  cas,  de  transformer  l'équa- 
tion proposée  J^*+£7^^*H^^=^  Bly  ^^  ^^  P^^^  ^^  borner  à  suivre  la 
méthode  ordinaire  indiquée  dans  le  paragraphe  précédent  :  après  avoir 
ëëV^tfppé  eti'^aetion  bdhtiiiuê,  confoMK^mènt  à*Cett)l^''méthode,  «Icoe 
seule  racine  de  l'équathMi  yâ:*  +  ^ -H  A  sa  o  ,  ^et  aVoir continué  le  déve- 
loppement y  Jusqu'à  ee  que  la  première  pModé  'dtf^tfbtiens  soiUconoH 
plèter^'*c/oii^êi^2^Mé  eeUe  premièré^périodcl^tliffit  ^Wimovtl'tx^ 
pré^sibb  gériiÀfafë  des  diverses  fractions  conTerge9tes  qui  dana  les  pé- 
xiodes  Wccèssive^  peuvent  satisfiûre  à  Véqnklion  ^|in>p<lBée.  Et  on'  pent 
êu*e  a^iiré  qdb  IM^niiiàé^  léSSsSi  trouvée»  contiennent  aîbsohmient  tontecE 
les  solutions  y  hiénié  telles  quT,  k  cause  de  llfi^gularité  de  la  fraction 
continue^  djiils  ses  premiers  termes ,  lie  se  trouvent  point  comprises  parmi 
les  premièires 'frac^ôn^  ëolWergentés* 

\  '(gt)  Ainsi',  pour  néSouàre  l'éi^tion  i8d9)r*— s399i/s4-â!2ii;5'=:>^5, 
on  développera  simplement  une  racine  de  l'équatiMP^Soio^  — 3991J? 
»f-:i:2ii  =0.  Voici  l'opération  continuée  jusqu'à  ce  que  le  retour  dv 
même  quotient-compfiit  manifeste  Fétendue  de  la  période  : 


,x     —  -\*  "^  ^  =  5  4-  173 


I» 


'» 


f 


i^  «.  k 


''+^>^»^fe,+     ^  ^, 


»eij  •  ,#J 


9 

82 
i55 
857 


On  voit  que  la  période  qnÎTseu^pète  isans  cesse  est  i,  t^  5;  et  en 
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appliquant  les  formules  du  paragraphe  IX,  on  troutera  que  la'solntioit 
déduite  de  la  fractioa  fi  est,  en  supposant  (6+  \^5jy*-szF-^-G\/5j, 


y 


j5Fqp4igG, 


et  la  solution  déduite  de  ia.  fraction  l\  sera/  en  supposant 

^=91/^=^5770' 
a  =  83F'q|b52oG'. 

Si  dans  cette  dernière  pn  £ût  Fvs^ù  et  G'=  i^  on  aur»!  ea  pcataau 
le  signe  supérieur, ^=;— Si,  S3aB--*-a8. 

^  Or  il  est  facile  de. s'assurer  qv^e  ces  6>rmules  s'accordent  ayec  celles 
qu'on  a  Irouyées  0*89^  U  suffit  pour  cela  de  mettre  ,  au  lieu  de  iP  et  G\ 
leurs Taleurs tirées  de  Féquation  jP+^V^?  —  (^^  V'37)(F+CK'37), 
savoir  P^ÙP±,^G,  G';=6G±:F. 

'        -  •  •      .10'..'  • 


y 


^C    i 


f 
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§  XIIL  Réduction  ultérieure  des  Jbrmules.Iéj^^My z-^'Nz^ 
lorsque  M* — 4LN  est  égal  à  un  nornbre  jpositif. 


v\ 


(93)  !3uppo$oi78  d'abord  que  le  coefElcient  ilf  est  pair^  et  soit  la  for* 
rtééke^^^M^^^^  rfotis  avoiA'  yti  (B*'  5^4)  que  si  cf^—pr 


que  2^,  et  ou  f  ow  a  ^--f-^w?r=:^.  i\ous  nous  proposons 
mainttikfant  de  réduire  au  plus  petit  nombre  ](if6'ssibllé  îes  divi^rses  for*' 
ynules  ay^^:Ay%-^  cz*  qui  pour  un  nonibre  ^d^Àmë  A  slHsfoiit  aux  edif- 
ditions  précédentes.  Faisons  voir  d'abord  coxnment  oii  trouve  ces  for- 
mules. 

Soit  par  exemple  ^=79=A*+<i^?,  on  donnera  à  Jles  Valeurs  suc«^ 
cessives  6,  i,  3,  3,  sans  aller  plus  loin,  parce  que  J  doit  être<v/^« 
Chaque  valeur  de  b  en  fera  connaître  une  de  àc  =  79 — ■  ^,  maïs  çelle-ci 
ne  peut  être  utile  qu'autant  qu'elle  pourra  se  décomposer  en  àevtn  fac- 
teurs qui  ne  soient  pas  moindres  que  2b.  Voici  le  détail  du  calcul  où  l'on 
a  supposé  constamment  a^c  i 

b:=:o 
V.^aczszjg  fl=i,       ^  =  79 

tf  >o 

b;s=zi  a:ssi2,       C7s^5g 

2\  {  acz^jS  5  26 

bzsz  3r 

acz=:j5  â  =  5,       c=:i5 

A  =  3 

4*.  ^  ^c  =  70  ^s=7,'      c=:iO 

a  >•  6.         .      .       .  .     , 
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De  Ik  on  voit  que  toute  quantité  indéterminée  pj^  ^  ^çfz  ^  rz*  p 
dans  laquelle  ^*-^/?r=79^  doit  se  réduire  à  l'une  des  douze  formes 
suivantes  : 

J^*  — 792'  797'  —  ^' 

a/*  +  2jrz  —  5915*  Sgj*  +  2j'z  —  aa* 

5;^*  +  V^z  —  26Z*  afy*  +  a;^j5  —  5a* 

ôjr^^ajrz — i3a*  i^j^^2jrz  —  Gs* 

7J*  +  G^'s  —  loz*  10/*  -I-  fya  —  jz*. 

De  ces  douze  formes  il  y  en  a  six  qui  ne  sont  autre  chose  que  les  six 
mitres  prises  avec  des  signes  contraires^  car  d'ailleurs  la  forme. •«; 
qjr*  -I-  2bjrz  —  cz*  ne  diflfere  jpas  de  o;^  —  ^fyz  — *  cz^,  puisqu'on  peut 
prendre  indifféremment  z  positif  ou  négatif. 


(95)  U  poonra  amver  pour  certaines  valeurs  de  jî  ,  qù  une  formule 
q^  .f.  2hjrz  —  M*  soit  identique  avec  son  inverse  cjr^  +  2bj-z  —  aa%  et 

c*est  ce  qui  a  toujours  lieu^  si  on  peut  satisfaire  à  Féquation 

m*-*-^/»*sc— 1.  En  effet,  si  Fou  ajw*— -^/ï*  =  — i,  et  qu'on  fasse 
«y*-(-  2J^«-»«»*s=:Zs=c^*+aiy';S'— tfy^*,  ces  deux  valeurs  de  Z^  Tune 
donnée,  Tautre  hypothétique,  étant  multipliées  par  a,  on  aura,  après 
avoir  fidt  pour  abréger,  ay-  +  A;5=a:,  ay+bsf^zjf, 

-^  aZzzsx'^'^Jz'^ 
d^Où,  à  cau^e  de  — i  =/n*  — v^/i*,  on  tire 

af*^  Jz^^  =  (m*  —  An*)  (x*  — ^a*). 

Pour  satb&ire  à  cette  équation,  on  peut  la  décomposer  en  ces  deux 

autres  : 

af  +  zf\/J  =  (m^n[/J)(x'^z{/J) 

x'^^zf[/J  =  (m^i^ny^J)  Çx  •*-  z\/J)  ; 
desquelles  résultent 

jc'  =  mx  —  nji:s^ 

Donc  en  premier  lieu  z'  est  un  entier;  ensuite  si  à  U  place  de  «  et  o^ 
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4>n  met  lénw  valeurs  af+bz^  a/ '^bz'y  on  aura;  après  les'^rëduc^ 
tîons,y  =  (/if  +  i/i)jr — cnz.  Donc  y  est  aussi  un  entier,  et  «insi  kl 
formule  aj*  +  2bjz  -^cz*  est  la  même  que  son  inverse  cis'^+^^yV— ■^*^' 
Lorsque  ^  ne  surpasse  pas  i  Sq  ,  l'inspection  de  la  Table  X  fera 
Toir  si  l'équation  m*  —  ^n*  =:  —  i  est  possible  j  elle  le  sera  toujours 
(n*  45)  lorsque  v^  est  un  nombre  premier;4^+i5  c*  ^^  général  il  £iiit 
que  tous  les  dûriseurs  premiers  de  ^  o)i  de  ^^  soient  de  la  forme 
4^  -f"  I  ;  mais  cette  condition  n'est  pas  suffisante  y  puisqu'elle  est  remplie 
à  l'égard  de  34 9  i46>  ^oS,  etc.,  sans  néanmoins  que  l'équation  dont 
il  s'agit  soit  possible. 


!• 


(94)cGelar  posé,  voici  la  méthode  pour  découvrir  parmi  toutes  loi 
formules  qui  résultent  d'un  même  nombre  y/ ,  celles  qui  sont  identiques 
aune  formule  donnée  o;^ -fp- ai^'a — c«^a • 

Si  la  formule  Z  =:  ajr* -^  2bjrz — cz""  est  identique  à  une  autre  for-' 
mule  ^y*  -f-  7b'f:i  --^d^i^y  il  ^udra  que  ceUe-ci  résulte  de  la  première 
par  quelque  trânsfoimation.  Or  la  transformation  la  plus  générale  con«- 
siste  à  Êore  (n*  53) 

les  nombres  p^  ^9  P^y  ^y  n'étant  pas  entièrement  arbitiwes^i),  mais 

devant  satisfaire  à  la  condition  pq"" — p'^q:=:':àz  i.  Supposons'  donc  qutf 

la  substitution  de  ces  valeurs  donne  Z^df^'^^Vf'd ^^c'^^^  nous 

aurons 

d  2=  ap^  +  ihpq  —  cq^ 

V  =  app"^  +  b  {pf  -{-p^q)  ~  cqq\ 

Maintenant  si  l'on  veut  que  d  et  —  c'  soient  réellement  de  diflerens 
signes,  afin  que  la  tMnsformée  s6it  semblablfii  la  formule  -  proposée  ^ 
il  faudra  qu'une  racine  de  l'équation  ax^  -f*  ^^^  — -  c  :=  o  tombe   entre 

les  deux  fractions  ^  ,  ^  :  d'ailleurs  comme  on  a  VV+dc':=bb+ac:=^ . 

et  qu'ainsi  l'un  des  nombres  d  et  c'  est  nécessairement  <Ct/^,  il  faut 
que  Tune  au  moins  des  deux  fractions  précédentes  sOit  comprise  parmi 


(1)  Les  lettres  p  ttq  n*oiit  aocun  rapport  avec  les  coeiEciensde  la  forme  primitiYS 
^e  nous  ayions  représentée  par  ji^  -f"  ^y^  +  ^^ 

x5 
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-te«  fraclions  convergentes  vers  la  racine  x($  XIL),  Soit  ^  cette  int^ 

Ji<m,  «t  soit  .prbe  pour  ^  la  fraction  convergente  qui  précède  ^  ^   alors 

tes  quatre  nombres  p,  q^  p'y  (f  seront  déterminés  par  deux  fractions 
successives  résultantes  du  développement  de  la  racine  x  en  fractiaQ 
continue.  Mais  j'observe  qu'il  n'est  pas  même  nécessaire  de  calovlsroes 
fractions  pour  avoir  les  transformées  successives  d^^  •+•  ob'^d  -•-  oV*. 

En  effet,  soit  ^  ^  le  quotient-complçt  qui  répond  à  la  fraction  con- 
vergente -,  on  aura,  comme  il  a  été  trouvé  ci-dessus  (n^Sg) 

^pp" + *  ipq"  +p"<i)  —  C99" = — /  {pq"  —p^i)  ' 

ap""^  -f.  Thp^'q''  —  c^**»  =5  —  Z?^  (^f •  ^^p^'q)* 
"Donc  la  transformée  Z  sera  simplement 

ainsi ,  de  chaque  quotient-complet  on  déduit  immédiatement  et  sans 
calcul,  la  transformée  correspondante.  U  est  inutile  d'ajouter  que  le 
&cteur  pq" — p''(i  aura  pour  valeur  — ^i>  dans  la  première  transformée, 
I  dans  la  seconde ,  et  ainsi  alternativement. 


(g5)  (Cherchons,  par  exemple,  les  transformées  dont  est  susceptible 
la  formule  Z=^*  — 792*;  il  faudra  faire  la  même  opération  que  pour 
changer  en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  x*—  79= o  :  voici 
cette  opération  et  les  transformées  qui  eia  résultent  : 


«H- 


a;=  1/79  =  8  + 

t^7.9-f7 
a 

V79-f-7 
i5 


=  7  + 


I 


Transformées. 

jrjr  —  lôyz  -^  i5;SS 

etc. 


U  est  inutOe  de  continuer  .l'opération  plus  loin^  parce  que  le  retour 
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des  TùèaAèB  quotîens  ramènera  les  mêmes  ti^ansform^.  On  Toit  donc 
que  de  la  formule  proposée  j*  -—  79a*  il  ne  résulte  que  quatre  transfop". 
mées ,  lesquelles  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

j-^  -f- 1 6j'z  —  1 5a*. 

Si  ensuite  on  ramène  celles-ci  à  la  forme  ordinaire  ou  2b  soit  <a  et  e, 

^es  deviendront 

ry^  —  2JZ  —  59  2* 

^'  —  79^%- 

et  comme  Tune  des  deux  n'est  autre  que  la  formule  proposée  y  il  n'y  a 
véritablement  que  2j*''^2j'z — 5gz^  qui  en  soit  une  transformée. 
.  Pour  réduire  les  autres  formules  trouvées  (n*  ga  )  dans  le  cas  de 
i#  s=  79,  considérons  une  d'entre  elles  Sj^'^  aT^a  — 262%  et  développons 
en  fraction  continue  une  racine  de  l'équation  3ar*  -f-  ^<^  "^  ^6  =  0;  nous 
trouverons  les  transformées  Suivantes  : 


X 


V!Z9±Z=:,4- 


10 
1/7.9+5 

7 
V79+4 

9 

V79+5 


•;■ 


=     I     -f- 

=  24- 

-g— 5  + 
4^â±ZMetc. 

10 


Transformées. 
77"*—    fy^  — '  I0j5'. 

5^« —  i6fj5  —  5j5* 


etc. 


Ces  six  transformées  réduites  à  la  forme  or<£naire ,  seront 

5j*^2jz  —  26a* 

7/*  —  ^ — ^^^ 
77^* — ôyz  —  I  oja^ 

•*^*  +4/*+  ïSa* 
5y* +  2jrz '^26»\ 
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De  là  il  résulte  que  les  douze  formes  trouvëes  ci-desras  pour  la  ^înan^ 
tke  indéterminée  pjr^ -i^  ^qjrz '^  rz* ,  lorsque  y* — przsijg,  se  réduisent 
aux  quatre  suivantes  : 

J*  — 79^*  797*  — 2*- 

5j'*  -f-  yrz  —  a6j3*  26^*  —  2jrz  —  3z*. 

Donc  toute  équation  de  la  forme  ;^*  +  2qjrz^rz*z=:dt:II y  dans  ht^ 
quelle  7*  —  przsz^^y  pourra  toujours  être  ramenée  a  Tune  des  deux 
équations 

3/»  +  DLjrz  —  362'  =dtzH.  ,  ^   . 

(96)  C'est  d'après  ces  principes  que  nous  ayons  construit  la  Table  I^ 
où  Ton  trouve  pour  chaque  nombre  non  quarré  ^  dej^uis  2  jusqu'à  iSG^ 
les  diverses  formes  principales  auxquelles  peuvent  toujours  se  réduire 
les  formules  indéterminées  Z^»  4- jail^z  +  iVz* ,  dans  lesquelles. ..  •- 
ilf *  —  LN  =  ji.  Les  signes  db  qui  affectent  la  plupart  des  formules ,  îit* 
diquent  deux  formes  également  possibles  ^  mais  qui  s'excluent  nmtuelle* 
ment.  Lorsque  les  formules  ne  sont  pas  précédées  d'un  signe  ambigu , 
elles  ont  lieu  telles  qu'elles  sont  indiquées^  mais  elles  auraient  également 
lieu  avec  des  signes  contraires. 

On  trouve,  par  exemple,  à  côté  de  95 la  formule  réduite  -t:(/*-— 95«*) ; 
cela  signifie  que  toute  formule  proposée  pjr* .+  ^ÇJ^  +  ^%  dans  laquelle 
ijf* — ^r;=95,  se  réduira  toujours  à  la  forme  y'^— qSjS'*,  ou  à  la  forme 
^Zz^'^y^'f  mais  jamais  aux  deux  à-la-fois. 

Au  contraire,  vis-à-vis  de  97  on  trouve  la  formule^*— '972*  sans 
ambiguité;  cela  signifie  que  toute  formule  ;J7^ -f-' a^r^  ■+■  rs*,  dans  la- 
quelle 9*— -/?r=97,  se  réduira  toujours  à  la  forme  ^* — 97^'**  Mais 
elle  se  réduirait  aussi,  si  on  voulait,  à  la  forme  972'* — y^j  parce  que 
dans  ce  cas  l'équation  m*  — 97/i*=  —  i  est  possible. 

(97)  Considérons  maintenant  la  formule  indéterminé^  fy*+Mjz+Nz^^ 
dans  laquelle  M  est  impair,  et  où  la  quantité  M* —  4^N  est  égale  à  un 
nombre  positif  B.  Cette  formule  peut  toujours  être  réduite  à  la  forme 
aj^'+'bjrz — cz*,  où  Ton  aura  à-la-fois  a  et  c  positifs,  i<[«  et  c,  et 
b^'-^/^aczszB.  Au  moyen'  du  seul  nombre^,  supposé  connu,  il  est  &- 
cile  de  trouver  toutes  les  formules  ^•+  bj-z-^cz^  qui  satisfont  aux  con- 
ditions pitécédent€S  ;  mais  ensuite  il  s'agit  de  réduire  ces  formules  an 
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moindre  nombre  possible  ^  en  supprimant  celles  qui  sont  inutiles  OU  com- 
prises dans  les  autres. 

Pour  cela,  considérons  Tune  de  ces  formules  aj^^fyz^-^cz^  ou 
plutôt  son  double  2ajr* -+- 2bjrz — 2cz*}  et  alors  le  coefficient  du  terme 
moyen  étant  pair,  on  pourra  procéder,  par  la  méthode  précédente^  à 
la  recherche  de  ses  transformées  successives.  Il  faudra  à  cet  effet  déve- 
lopper en  fraction  continue  une  racine  de  Téquation  2ax*'-^2bx'^2c=o^ 

cette  racine  étant  x  =  ~       ^  .  Les  transformées  seront  également  de 

la  forme    2((/*  +  ^by-z  —  acV,  laquelle  résultera  toujours  de  Tex-^ 
pression 

et  le  multiplicateur  2  commun,  aux  unes  et  aux  autres ,  n'empêchera  pas 
de  reconnaître  avec  une  égale  Êicilité  les  formes  identiques. 

Il  n'y  a  donc  véritablement  aucune  différence  essentielle  .dans  la  ma- 
nière de  traiter  le  cas  de  Af  pair  et  celui  de  M  impair.  Mais  les  résultats 
de  ce  dernier  cas  doivent  être  consignés  dans  une  Table  particulière  qui 
offrira  pour  chacpe  nombre  B  de  la  forme  4^  -f"  ^  5  les  formes  essen- 
tiellement différentes  auxquelles  se  rapportent  toutes  les  f(K*mules  indé* 
terminées    Ljr*  +  Mjz  +  Nz%    dans   lesquelles  M  est  impair    et . . . .' 

(98)  Pour  donner  un  exemple  du  calcul  de  cette  Table,  soit  -B=i8i. 
Nous  chercherons  d'abord  les  diverses  valeurs  de  a,  by  c  qui  satisfont 
à  l'équation  b*^^^z=z  181 ,  et  comme  en  vertu  des  autres  conditions 
le  nombre  impair  b  doit  être  <V^^,  on  fera  successivement  6=1, 
5  y  5;  ce  qui  donnera,  en  supposant  a <  ^ , 

I'  <i=:iy<;  =  45 

45  3  i5 

i  5  9 

5 
3*.  ^  oc  ss  45  :  non  décompoisable. 

.    5         •      .  . 

5°.  ^  ac=  5g:  non  décompo8aU«  en  Êurteors  >  5. 

a  >  5. 

Donc  toutes  les  fonnules  indéterminées  fy^'^M/Z'^'  Nz",  dans  lesquelles 
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on  aura  pour  transformée  du  premier  membre  : 

Cette  transformée  —  !ijy +  iiy«'  +  5zV  n'est  pas  encore  redoi^ 
à  la  forme  convenable ,  et  pour  faire  ensorte  ^ue  le  coefficient  moyM 
ne  soit  pas  plus  grand  que  les  extrêmes ,  il  Êiut  prendre  y  =sV  -f*  ^»  $. 
ce  qui  donnera  «—  ai/*  —  </i^4-  iSsf*}  donc  il  £iut  fidra 

et  la  transformée  de  Féquation  proposée ,  réduite  à  la  forme  la  plôi 
simple  j  sera 


*  * 


•»    ,^     ••• 


« 


«■• 
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§  X I V.  Dét^eloppement  en  ^fraction  continue  des  racines  dei 

équctxions  âun  degré  quelconque. 

(loo)  !3oiT  proposé  de  développer  en  fraction  continue  une  racine 
réelle  de  Féquation 

dont  les  coefficiens  sont  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  D^abord 
on  peut  supposer  que  cette  équation  n'est  divisible  par  aucun  facteur 
rationnel  y  car  autrement  on  pourrait  supprimer  le  facteur  étranger  à 
la  racine  qu'on  veut  développer ,  et  l'opération  en  deviendrait  beaucoup 
plus  simple  :  par  la  même  raison  ^  l'équation  proposée  ne  pourra  avoir 
des  racines  égales;  car  si  eUe  en  avait  ^  elle  serait  divisible  par  un  £sic- 
teur  rationnel  qu'on  trouverait  aisément  par  les  méthodes  connues. 

Gela  posé  y  la  racine  dont  il  s'agit  y  étant .  choisie  entre  toutes  les 
autres,  sera  connue  à  moins  dune  unité  près.  Soit  et  le  plus  petit  des 
deux  entiers  prochains  entre  lesquels  elle  est  contenue  y  on  fera ,   si   a: 

est  poisitif,  a; 5=  et -f- y,  ou  s'il  est  négatif,  jc=— a— --r,  et  on  sera 

8&r  que  la  valeur  de  x'  est  positive  et  plus  grande  que  l'unité.  Substi^ 
tuant  cette  valeur,  dans  l'équation  proposée,   on  aura  la  transformée 

qui  servira  à  déterminer  od.  Or  on  sait  déjà  que  la  valeur  de  x'  dont 
on  a  besoin,  est  positive  et  plus  grande  que  l'unité  ;  il  peut  même  y 
avoir  plusieurs  valeurs  de  x'  qui  remplissent  ces  deux  conditions ,  parce 
qu'il  peut  y  avoir  plusieurs .  racines  de  l'équation .  proposée  qui ,  sans 
être  égales,  .soient  <:.omprises  entre  «  et.  <t<-f-i.  On  essaiera  donc  pour 
x'  les  nombres  successifs  i ,  a,.  S,  etc.  jusqu'à  ce  que,  par  les  carac-> 
teres  connus,  on  trouve  les  nombres  entiers  les  plus  proches  entre  les^ 
quels  tombe  la  valeur  de  x!.    Soit  C  le  plus  petit  des   deux,  on  fera 

x^s=:€  +  -7j  et  en  substituant  cette  valeur,  on  aura,  pour  déterminer 

x6 
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cr%  une  nouvelle  transformée 

qu  on  traitera  comme  la  précédente.  En  continuant  ainsi  aussi  loin  qu'on 
voudra  y  il  est  clair  que  la  valeur  de  x  sera  exprimée  par  cette  firaic- 
tion  continue 

'^>  +  ctc. 

£t  au  moyen  de  cesquotiens  connus^  on  calculera  à  Fordinaireles  frac- 
tions convergentes  vers  a:. 

(lOi)  Soient^,  ^,  deux  de  ces  fractions  cpnsécutives  et  z  le  quo- 
tient-complet qui  répond  à  la  dernière^  on  aura^  par  la  propriété  con- 
nue, a:  =  ^  ,    oi  donc  on  peut  trouver  directement  'thie  transformée 

quelconque  ,  en  substituant  cette  valeur  au  lieu  de  x  dans  FéqaatioB 
proposée.  Soit  cette  transformée 

et  on  aura  par  conséquent 

de  sorte  que  stdvant  nos  notations  ordinaires ,  on  aurait  çn  général 
if  =  -^* ,  ou  K*z=zj4.  Mais  il  est  beaucoup  plus  simple  de  déduire 
successivement  cbaque  transformée  de  la  transformée  précédente , 
comme  on  l'a  déjà  ex{^ué.  Pour  rendit  è  cet.  égard  le  calcul  'aaisi 

simple  qu'il  est  possible  ^^  obççrvons  ^u^en-fiûsant  ^==:^-j~  t»  TéquatioB 
précédente  en  rZ  devenant  . 

00  aurait 


j    'i 


K'  =  J. 
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Donc  si  la  fonction  .^2"+^;5"-"*-fiCa"-* . . . -+-JC    est   désignée  par 
p  :  z  on  (f  y  et  qu*on  forme  successivement  par  la   différentiation  les 

quantités  ?  >  ^  ,  -g^  9   ""337^^  ^*^'  >   qu'ensuite   on  substitue  au  lieu 

de  2  sa  valeur  approchée  fz^  ces  quantités  deviendront  respectivement 
les  valeurs  des  coefGciens  y/^,  B^^  C^  etc.  de  la  transformée  suivante. 

Telle  est  la  méthode  que  Lagrange  a  le  premier  proposée  pour  le 
développement  des  racines  des  équations  en  fraction  continue;  mais 
cette  méthode  serait  d*tme  longueur  rebutante  dans  la  pratique ,  si  le 
nAme  tuteur  a'eût  indiqué  un  moyen  fort  simple  de  continuer  sans 
tàtonnemeat  la  suite  des  entiers  ct^C^^^^J',  etc.  lorsque  quelques-uns 
des  premiers  termes  sont  déjà  connus.  Voici  en  quoi  consiste  ce  per-^ 
fectionnement. 

fioa)  La  fisnnole  x^^s. 


s  désignint  toufoors'  la  racine  ^'on  veut  développer ,  soient  or,  ^  x,^ 
x^y  etc.  les  autres  racines  de  la  proposée ,  et  soient  z^^  2«;  £s>  etc, 
les  valeurs  correspondantes  de  z;  alors  ^  oUtre  l'équation  précédente  ^ 
en  aim  les  n-^  i  équatioBS  qui  suivent  : 


etc« 


Ajoutons  toutes  ces  équations  y   et  observons  que  l^é({iiafiAii  en  z  étant 

A 


^z*  +  5«*"* H- etc.  s=  o ,  on  a  «-f-Si-f-«s  +  ;^  +  etc.  =— -3  ,     la 


somme  sera 

oii  l'on  a  fait  pour  abréger: 

+  — î —  H î —  +  etc. 


-•«-•Xi  ^— Xt  ^  — Xj 

<l  <l  f 
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Maintenant  si  la  quantité  —  est  asse^  petite  pour  pouvoir  être  né^gèe^ 

il  est  clair  que  la  valeur  de  z  sera  donnée  d'une  manière  directe  (^l 
exempte  de  tâtoimement^  par  la  formule 


U  faudra  donc  prendre  pour  /^  Tentiqr  le  plus  grand ,  contenu  daps  cette 
valeur  y  et  cet  entier  yx  sera  le  quotient ,  qui  répond  à  la  fraction  con*- 


vergente  -.  Au  moyen  de  ce  qdktient  onlcalculera  la  fraction 

^,  et  la  transformée  suivante  en  z'j  de  sorte  que  Topération  pourra 

V 

être  continuée  aussi  loin  qu'on  voudra  sans  aucun  tâtonnement. 

(io3)  La  quantité  A  varie  suivant  lés  différentes  fractions  .^  auxquelles 

elle  se  rapporte  ;  elle  ne  peiii  deveùir  infinie,  parce  qu'il  faudrait  pour 

cela  qu'un  dénominateur  tel  que^— -a:, ,  fut  zéro,  et  par  conséquent 

que  Féquation  'proposée  e&t  un  diviseur  rationnel  p'-^qx^  ce  qui  est 
contre  la  «  supposition^^ 

Néanmoins  cette  quantité  A  pourra  *  quelquefois  être,  un  nombre' asses 
considérable ,  et  cela  aura  lieu,  s'il  y  a  peu  de  différence  entre  la  jzcmfiX' 
et  une  ou  plusieurs  des  autres  racines  jr^,  x«,  etc.  Au  reste,  conune 

les  fractions  convergentes  -  approchent  rapidement  de  la  valeur  de  or , 

il  est  clair  que  les  q&'antités  A  s'approcheront  non  moins  rapidement  de 
la  limite 

r=— î 1 L_  4.  ^î_ -f.  etc. 


Donc  si  on  continue  par  la  première  méthode,  le  calcul  des  termes  4(6* 
}a  fractioû  continue  et  celui  des  fractions  convergentes,  jusqu'à  ce  que 

-j  soit  plus  petit  qu'une  fraction  déterminée  —,  ou  qu'on  ait  y>v^7Vw 

{T  étant  pris  positivement),  il  est  clair  que  la  valeur  de  z  trouvée  c\r^ 
dessus ,  savoir  : 

zz=z(n — i)2._^ 

ne  sera  en  erreur  que  d'une  quantité  moindre  que  — •  Donc   une  con-f 
naissance  assez  imparfaite  des  racines  de  l'équatioA  proposée^  et  seule-^ 
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iiieQt  de  celles  qui  sont  très-peu  différentes  de  la  racine  (pioa  développe^ 
suffit  pour  déterminer  la  limite  après  lacpelle  on  peut  continner  Topé- 
ration  sans  aucun  tâtonnement  ^  par  le  moyen  de  la  formule  précédente. 
Parmi  ces  racines  peu  différentes  de  la  racine  donnée,  il  £uit  com- 
prendre même  les  racines  imaginaires;  car  analjrtiquement  parlant ^  une 

racine  «t-f-^v^— i,  dans  laquelle-  est  très-petit,  est  censée  peu  dif> 

fârnte  de  a\  Si'^nc  on  a  une  racine  imaginaire  a:j=«4-6|/— ï,et 
par  €ons\Si:}u'éïit  Une  autr^  j:.=a  —  ^^ — i,  il  résultera  de  ces  deux 
racines  substituées  dans  la  valeur  de  T  les  deux  termes 


.1 


/ 


éïix^^tii. 


+ 


j^ 


3(x a) 


lesquels  se  réduisent  à  la  quantité  réelle| .  J^   vJ-g**   Cette    quantité 

ne  peut  excéjicr  son  maximum  ^,  cependant  elle  peut  être  encore  assex 

grande  lorsque  C  est  très-petit,  ainsi  que^^r  —  «. 

Si  la  différence  de  la  racine  x  avec  chacune  des  autres  racines  (dif^ 
férence*qui^e  conTertit*6tfSoVntnéiorsque'fes  Ute\i£  racines  sont  de  signes 
contraires)  est  plus  grande  que  Funîté,  alors  il  esf  clair  que   T  sera 


moindre  qie^'n^^i,  et  ïa  limite  de  ^' Sera  y;>  \/{A — i)/w  ,  valeur, 
comme  on  'voit,  assez  ]^étne;  de  tortè  qu'6n  pourra  employer  la  for- 
mule presque  dès  le  commenc^édt  de  l'Opération ,  et  alors  il  n'y  aura 
presqu'aucun  t&tonnement* 

Si  au  contraire  la  racine  x  diffère  ^trè^^u  d'une  ou  de  plusieurs  ra- 
cines réelles  ou  imaginaires'  de  Téquatiiïn  proposée ,  alors  la  première 
méthode  doit  être  employée  dans  un  certain  nombre  de  ^rmes  ;  mais  on 
ne  tardera  pas  à  atteindre  la  limite  q  >  yTmy  après  quoi  l'opération 
se  continuera  sans  le  moindre  tâtonnement.  Au  reste .  on  peut  observer 
que  s'il  y  a  réellement  deux  ou  plusieurs  racines  peu  différentes  entre 
eOes,  l'équation 

/MUT*"' 4- (il — i)  ix"~*  «4- (/i — a)  co;"""^  +  etc.  =  o 

qui  est  vraie  lorsqu'il  y  a  des  racines  égales ,  aura  lieu  d'une  manière 
approchée  lorsqu'il  y  a  des  racines  peu  inégales,  ce  qui  pourra  aider  à 
trouver  les  premières  figures  de  ces  racines. 


{io4)  Lorsque  l'opération  du  développement  est  avancée  jusqu'à  un 


\^ 


'■^•^  V 


I 

I 

I 


«kir 


t\ 


1 
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certain  points  et  que  les  dénominateurs  q  des  finurtioilS  eonvergçnteC 

commencent  à  être  \m   peu  grands ,  la  formule  a  =  (/i  — •  i)  ^  --^  -3 

donne  non-seulement  le  quotient  fi  correspondant  à  la  fraction  ^  ;  mais 

en  dévelop{lant  cette  valeur  de  z  en  fraction  continue,  les  quotiens 
qu'on  obtient  de  ce  déyeloppement  peuvent  être  employés  à  la  suite 
jïes  quotiens  déjà  trouvés,  et  sont  exacts  jusqu'à  une  limite  que  noui 
allons  déteoniner. 

La  valeur  exacte  de  z  étant 

r 

A  • 

le  terme  négligé  -^  occasionne  dans  x  une  erreur  qui  sera  donnée  par 

réquation'  rigoureuse  ^ — ^fx  =  — ^^—i ,  en  mettant  a  db  —  à  la  place 
de  Z,  et  x-f-  J^x  à  la  place  de  x.  I>e  cette  manière,  on  trouve 

cTxs 


Soient  donc  /i,  fi',  fj^y...  .m  les  quotiens  qui  résultent  du  développe- 
ment  de  la  quantité  C^'"*  <)^  ~3ff  ^^  supposons  qu'en  continuant  par 
le  moyen  de  ces  quotiens  le  calcul  des  fractions  convergentes  vers  x  , 
on  parvienne  à  la  fraction  -^^  cette  dernière  sera   encore  (n""  9)  une 

fraction  convei^ente,  si  Ton  a  tj— «  <  ^}  donc   tant  qu'cm   aura 

^  >  ^Çf,l+  ^-  y  ouàpeu  près  Ç<^^,  la  fraction  ^  sera  encoie 
l'une  des  fractions  convergentes  vers  x.  DV>à  il  suit  qu'à  partir  de  la 
fraction  convergente  ^  ^  la  valeur  de  z  correspondante ,  développée  en 

fraction  continue ,  fournit  les  quotiens  nécessaires  pour  prcdonger  les 
fractions  convergentes  vers  x,  jusqu'à  ce  qu'elles  aient  environ  deux 
fois  autant'  de  chi&es  que  celle  d'où  l'on  est  parti. 

\ 

EXXHPLE      I. 

^^    îttî  (  1  o5)  Soit  proposée  l'équation  x'— x*— 2x+i=o,  dont  on  sait  que 

^  les  racines  sont  XTssacos^^ ,  xss— :icfosf^,  xssscosfir,  ^  étant 
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la;  demi-cirûonfier^nce  dont  le  rayon  est  i .  On  anra  donc  a  peu  pFè« 
a:=i,  802 j  x^=z  —  I,  347;  orsso^  445.  Pour  développer  d'abord  là 
première  racine,  on  observera  que  les  différences  de  cette. racine  avec 
les  deux  autres  étant  x — 0:1  =  5,049,  x— .*2=i*,*  557  y  ^^  a  la  limite 

= 5-^2 — H  --55Z  ==  I  à  peu  près  j  aîpsi  la  formule  qui  donne  la  va- 
leur de  z  sera  exacte  à  moins  de  yô  lorsqu'on  aura  ^>i/io  ou  9^>5, 
et  à  moins  de  -^  lorsqu'on  aura  y>>  10.  Il   n'y  aura  donc  dans  ce  cas 
aucun  tâtonnement.   Voici  au  reste  les  détails  de  l-opériition. 
La  valeur  de  x  qu'on  veut  développer  étant  comprise  entre  i  et  a^ 

je  £us  a:  =:  I +  -->  et  j'ai  la  transformée 

—  J8^  —  2*  +  2JS  + 1  =  o. 

Dans  celle-ci  il  est  aisé  de  voir  que  la  valeur  positive  de  z  est  encore 
comprise  entre  i  et  2 ,  ainsi  on  fera  ;&  s=  i  +  -7  ,    ou    simplement  on 

mettra  i*f--à  la  place  de  z;   car  il  est  inutile  de  distinguer  par  des 

accens  les  inconnues  des  transformées  successives ,  et  on  sait  bien  qu'elles 
doivent  être  différentes.  La  transformée  sera  donc 

« 

5r'  —  5i*  —  4*  —  1  =  0. 

Dans  cette  dernière,  la  valeur  de ;$  est  comprise  entre  4  et  5,  de  sorte 

qu'il  faut  mettre  4 + -  ^  1&  place  de  z.  Mais  pour  faire  cette  substitu- 

lion  suivant  la  méthode  qui  a  été  indiquée  (n""  loi) ,  je  forme  successif 
vement  les  quantités 

f  =:««-~5a*~'4»*-^  I 


■ .  I 


Je  substitue  ensuite  dans  ces  quantités  la  valeur  2=4>  et  j'ai  lés  quaCré 
nombres  — i,  20,  9,  i,  d'où  résulte  la  transformée  suivante  : 

—  z^  4"  ^<>s*  4-  93  +  I  =  o. 
Maintenant  l'opération  est  plus  avancée  qu'il  ne  faut  pour  être  eonlinuce 
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ians  tâtonnement  ;  et  d'abord  au  moyen  des  quotiens  trouvés  i  ^'  1 1  4  ^ 
je  forme  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 

Quotiens i^      i^      4  ■      '  * 

Fract.  converg.     i,      i,      h      h 

et  la  quantité  z  déterminée  par  la  dernière  transformée  jsera  .  le  ipo^^ 
tîent^complet  qui  répond  à  la  fraction  |.  Mais  en  vertu  de  la  for- 
mule z=:^— --Ty  on  a  z=|+^09  donc  ao  est  l'entier  compris  dans  z. 

Au  moyen  de  ce  nouveau  quotient  20  ^  on  avancera  d'uii  terme  le  cal- 
cul des  fractions  convergentes,  savoir  : 

I,     I,     4,     «> 

o^       1^       1^        5*       101* 

•  I 

£t  pour  avoir  U^,  transformée  suivante ,  on  formera  les  quatre  quantités 

^  =  —  j* -f- a  OB' -f- 93 -f- 1 
§=:-&• -H  4o;5+9 


on  y  substituera  la  valeur  21=20,  ce  qui  donnera  les  quatre  nombres 
181,  —391,  —4^^  "-"1  ;  partant,  la  nouvelle  transformée  sera 

iSiz^  —  Sgiz*  —  4o«  —  1=0. 

La  valeur  approchée  de  z  dans  cette  transformée  sera ,  suivant  la  for-^ 
mule,  j5  =  —  4-y|y  =  ^+>  de  sorte  que  2  est  le  quotient  suivant. 
En  procédant  ainsi,  on  trouvera  les  résultats  exposés  dans  le  tableaa 


suivant  : 


f 
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lag 


•       I 


Dévdoppemmf^de  la  racine  comprise  entre  i  et  a. 


ËquatioA  proposée  y  et  ses  iransformées 

Entier 

• 

auccessives. 

de  là  racine. 

• 

convergentes. 

a:^— a:*— 2X+I  =o 

-    cl    " 

I 

1:0 

-7-jS^ — s^-tr^^+i  =f  o 

I 

X    l 

I 

is'— 5j5* — 45—1  =0 

4 

2  : 

\  I 

— a^-f- 202*4-9^4- ï  =^ 

20 

9  ' 

;  5 

^   .,  i8i^'  — Sgiz*— 402— î=o 

2 

182  : 

;  loi 

—  i97»^-f-56^*+695z+i8i  — 0 

•       5' 

373  î 

;  207 

^o5gz^ — i2i6s*-^i2o53 — 197=0 

I 

i3oi  : 

:  722 

—5592^ + 25402*  -|-  496 1  z + 2059  =  0 

6 

1674  : 

•  929 

252 12^ -î—  2493 12*— 75222 — 559  =  0 

10 

11345  : 

:  6296 

••478795'4-35oi58;5*'+-5o699a-f-252i  =0 

Il5l24 

:  63889 

e*«^-                     1  . 

etc. 

m 

La  dernière  transfonnée  a  pour  racine  approchée 

.  iflSqa   ,    a5oi58 
*— 6388i^"   47879' 

qtiantité  qui  étant  réduite^n  une  seule  fraction^  et  développée  en  frac- 
tion continue 9  donne  les  quotiens  5^  2^  2^  i^  2,  2,  i,  18,  i^  i^  3,  etc. 
On  pourra  donc  y  au  moyen  de  ces  quotiens  mis  à  la  suite  des  quotiens 
déjà  trouvés  y  coptinuer  le  calcul  des  fractions  convergentes ,  jusqu'à  ce 
que  leurs  termes  aient  11  ou  1 2  chiffres.  Par  des  opérations  semblables^ 
on  développera  les  deux  autres  racines  y  comme  on  le  voit  dans  les  deux 
tableaux  suivons  : 


'7 


43a 
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Péyeloppemant  4^  la  moine  càn^rise  entre  b  èt\ 


Éqnttion  proposée 
et  ses  tranèformëes. 


MAtf^riH 


JC^ 


JC*-*-  SJC-j-  I 


22 


o 


JS-^-  I 


=  o 

— j5' 4- 5z* + 4s  4- 1  =  o 

-  Suivent  les  mêmes  traM- 
forméeB ,  et  par  conséquent  les 
mêmes  qnotiens  que  dans  le 
déreloppeikient  de  )$,  première 
racine. 


Entier 
de  la  racine. 


4 

no 

3 

I 

6 

t.«o 

.5 

a. 
etc. 


it 


•  I  ■<  : 


Fractions 
convergentes. 


I  :  o 


I  ^a 


4 

et 

i66 

745 
6049 

a6iaa4 
■    etc. 


■♦r 


9 

i8a 

573 

i5oi 

1674- 

11945 

it5is4  " 

586965 


Développement  de  la  racine  comprise  .erUre 


I  et  —a. 


VP* 


jc*— 3W(r-+-  î 


2^  —  3«.*  — 4^ —  1=0 

J5^-+-20Z*-f-98+15=0 

Suivent  encore  les  mêmes 
transformées  et  les  mêmes 
quo tiens  qu'on  a  trouvés  dans 
le  développement  de  la  pre- 
mière racine. 


«4 

1      — I 

-     —5 

5      . 
I 

.  —207 
—'-722 

6 

10 

5 

etc. 

—929 
—6296 

—65889 

etc. 

«aa**l^aM 


I 

4 
61 

k66. 

579 

745 

5o49 
5i255 


Dans  cet  exemple,  il  est  très-remarquable  qu'on  trouve  nn  rapport 
entre  les  trois  racines,  au  moyen  duquel  le  développement  de  la  pre^ 
mière  racine  suffit  pour  donner  celui  des  deux  autres.  Ce  rapport  est  tel, 
que  si  on  appelle  €  une  même  racine  de  l'équation  z^ — Sa* — ^ — i=o, 
celle  par  exemple  qui  est  entre  ^  Q\5f  les  trois  racines  de  la  proposée 


Première  PARTIE.  i5t 

seront  :, 

1  e 


^i  =  r-r» 


a+j      ÂH-ï 


1  /i+f\ 


ou  si  on  appelle  ^  la  première  valeur  de  a?  ^  les  deux  autres  seront  : 


1  ce  —  1 


i 


• 


_  • 

Ces  propriétés  se  vérifieraient  aisément  par  les  formules  des  sinus  jj 
puisqu'on  a  orrsacos^'Tr,  x^z=:^cqsj'jc y  jr4=z=2cos^-'7r= — acos^/r. 
Nous  remarquerons  au  reste  que  l'équation  dont  il  s'agit  tire  son  origine 
de  l'équation  r'— -i  =o,  où  l'on  a  fait  r*+rj:-|- 1  =o  ;  elle  servirait  aussi 
à  inscrire  le  polygone  régulier  de  7  et  celui  de  i4  côtés ,  car  on  a  le  côté  de^ 

l'heptagone  régulier  sssasinf 'tt ss=|/(4— x*)£=3  -^(jp  4-  2)  (a:  —  |)  ,   et        -^ 

celui  du  polygone  de  14  côtés  sssacosfTrssor,. 

Toutes  les  équations  relatives  à  la  division  du  cercle  sont  telles  ^ 
qu'une  de  leurs  racines  sufEt  pour  déterminer  rationnellement  toutes  les 
autres  ;  mais  il  en  existe  une  infinité  d'autres  qui  offrent  la  même  faci- 
lité^ et  entre  toutes  ces  équations^  on  doit  distinguer  surtout  celles  dont 
une  racine  développée  en  fraction  continue  suffit  pour  donner  le  déveii 
loppemenl  de  toutes  les  autres  racines, 

ExxmpleIL 

m 

(106)  L'équation  a:*— -a:' -^  5a:* +30: +1=0  aurait  pour  racines 
jrsscot  '  9  orssB-— acos — •  dr=:2Cos — ,   aî=— acos-î-:    mais    en 

excluant  la  racine  acos^—  qui  se  réduit  ^  l'imité^  on  a  l'équation..: 
ac^  — 5a:— I  s^O  dont  les.  racines  sont  a:  =  2  cos*^,  a:= — 2cos — : 
xss;-— acos?^  Voici  I^  développement  de  la  plus  petite  "—2  cos  ~« 


f 


tfta 
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a:'-^3ar  — 1=0 

1 

0 

—  1  : 

;  0 

_;S3^5^._,_^ 

2 

—  0  : 

;  I 

Zz^ — 5z — I  =o 

-^  -I' 

—  I  ; 

:  3 

— j5^+6z*+9s4-3  —  o 

.7 

—  I  1 

1  5 

172^ 54^* iSs-*-!  =0 

5 

—  8  ; 

;  35 

-—  7355^  +  1 20Z*  4-99^+  17  =  0 

2 

—  25  ; 

;  73 

iiij3^ — ^97^* — 3i8j5— 73  =  0 

5 

—  58  : 

:  167 

— 703^^+8972* +7022  4- m  =0 

I 

—  »99  : 

:  573 

10075^+3875" 121 25 703  =  0 

I 

—  357  ; 

:  740 

— 52i5^+25835*+34o8H-ioo7  =  0 

^     '6 

—456  ; 

:  i,3i5 

1 9075^ — 2 1 8645*— 67905— Sa  I  s=  0 

11 

—  3993 

:  8618 

etc. 

etc. 

etc. 

La  dernière  transformée  anra  pour  racine  approchée 

• 

• 
*          • 

i3i3    '  a  1864 63a5974 

, 

■ 

.        ■^09  '    1907—" 

8al7fl63^ 

."        . 

et  le  développement  de  cette  fraction  donnera  a  la  suite  dé  11   les 
quotiens  i^  3^  2^'  i^  9^  i^  2,  5^  etc.^  au  moyen  des<}uels  l'apprpxiïna^ 
lion  des  fractions  convergentes  peut  être  poussée  jusqu'à  ce  que  les  dé^^ 
nomiaateurs  n'excèdent  pas  (8618)*. 


Développement  de  la  racine  xs=;2r(:os- 


oc^ — Sx— 1=0 

! :*- 

I  : 

,  0     -  .   '- 

—  35^  +  35  +  1  0 

I 

1  »      -\ 

I  : 

'  '         .    .» 

^3  _^  62»  —95  —  3  =  0 

7 

2  : 

1 

;  I 

—  T75^  +  54s*+l55+l=:0 

3 

i5  : 

;  fi 

« 

3" 

47  : 

:  25  . 

Les  autres  transformées  sont 

3.:-     . 

109.  : 

'.  5f         ,.., 

les  mêmes  que  dans  le  déve- 

I 

374  : 

'  ï99 

loppement  de  la  première  ra- 

I 

48^  : 

:  257          » 

cine. 

6 

-857  : 

:  456 

« 

'  ■  .  -  ■ 
II 

5625 ' : 

:  3995^ 

* 
■ 

etc. . .  .- 

.  .   etc 

•                 "  *            .« 

f  ^  ji\$  «<^ 


\ 


\  -  M 


Jt  -«l 


{■ 
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iS5 


3T 


Développement  de  la^racine.  xss:  — acos  — 


x^  —  3x — I  =o 

-^I  '" 

—I  : 

0 

a'  —  3a — 1 — 0 

I 

— I  \ 

;  I 

—  3z^-i-3z+i=o 

• 

;5^—  6z*  *—  gz  —  3  =  o 

I 

* 

7 

:      .,3,.. 

— 2  ; 

•    * 
• 

.  — 5  ; 
—25  ; 

:  I 
;  a 
;  i5 

Les    autres  transformées 

1 
-      3 

—72  ; 

•  4? 

comme  dans  la  racine  precé-* 
dente»   '    "     ^ 

I 

I 

6 

* 

—167  : 
-^3  : 
—740  ■ 

— i3i5  ; 
.—8618  : 

;  109 

:  374 
:  485 
:  857 
:  5625 

etc. 

etc. 

\.     '     V      «. 


*  €es  rapports  entre  les  rdeiAëi^  pourront  se  vérifier  aisément  par  les 
formules  commues  ^^s.  sim;^.^  r  .    .-.\  ».     ry^ 

■  (107)  Nous  ayons  déjà  remarqué  (n*  99;,  qu^e  si  Fçquation  propo-- 
sée  est  ^        ^    • 

et  qu'une  de'  ses  transformées^  correspondapte  à  ^  }a  frî^ction  conver-* 

gente^^  soit        "^'  •  ^ 

.A»  4.iî^«-i  ^•Ci'îr*. .  V. . .  ^  jf  _:  0^ 
on  aura    .>  • 

A  =  ap""  -4-  hp'^'^^q  +  cp^'^q^ ...;.+  kq"". 
il 
De  là  il  suit  que  si  on  a  à  résoudre  Téquation  indéterminée 

aV  +  bv^^u  +  cr""*tt* +  yttt"  s=  ^  , 

et  que  le  nombre  A  se  trouve  coefficient  du  preçtiier  terme  de  Tune 
des  transformées  successives  données  par  le  développement  de  x  en 

fraction  continue^  la  fraction  correspondante  -  sera  ime   valeur  de  - 

et  donnera  une  solution  de  l'équation  proposée.  On  aura  donc  ainsi 
autant  de  ces  solutions  particulières  qu'on  trouvera  de  fois  le  nombre  A 
parmi  les  coefficiens  dont  il.  s'agit  ;  mais  il  faudra  en  outre  que  le  signe 


^js>^/^  5" 


«7 


II 
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•*  de  ce  coefficient ,  tel  qu'il  est  donné  par  la  série  des  opérations  ,  s'ac^ 

y     ^  1^,^^         corde  avec  celui  de  -^  dans  le  second  membre  de  l'équation  proposée. 

.  %  l^m^pmAj  ^*^1f^^^  Pour  passer  de  l'équation  proposée  à  sa  transformée  en  55,  on  peut 
1^1  Mi»  ^ .  ^^  Y*^  faire  directement  x  =2^^^  j  réciproquement  pour  revenir  de  la  tnouH 
0^  HA^p^  *^ ^'^r^'^  formée  à  la  proposée ,  il  faut  faire  a=;  v^~r  ,  Qe  qui  donnera 


de  sort^-que  si  on  avait  à  résoudre  l'équation  indéterminée 

-    '•  • 

as5^»+5;^»-^»a+  C^V4. H-ifwf, 

on  y  satisferait  en  prenant -^  =:  ^^^.  Et  le  rapport  que  nous  établissons 

ici  entre  l'équation  proposée  et  chacune  de  $es  transformées,  a  égale^ 
ment  lieu  entre  deux  transformées  quelconques,  pourvu  que  les  fractions 
convergentes  soient  calculées  d'après  les  quotiens  intermédiaires. 

Ainsi  dans  l'exemple  premier,  on  peut  comparer  directement  la 
Seconde  transformée  ^  —  3x*  —  4^  —  i  =  o  à  la  neuvième  • . . .  > 
—  47^79^'  +  ^^^ ^ 58z*  +  50699Z  +  aSa  1  =  0;  mais  pour  cela,  il  îxxA 
calculer  les  fractions  convergentes  vers  une  racine  de  l'équation..  «' 
o^ — 3x*— 4^— -isiro,  ce  qui  se  fera  au  moyen  des  quotiens  trouvés 
4>  20,  :i,  3,  I,  6,  lo;  voici  ce  calcul  : 

Quotiens. 4>  ^^>    3^      3,1^6,      10 

^      ^  1      4      81        166        579        745        5o4a     5 1335 

Fract.  converg.  -,    -,   -,     -^  ,     J,     Z|^  ,    j^r  ^^gsTK 

On  aura  donc  *r=     gg/tT — tt»  ^"  g  =  ; ^^L — cTrif* 

iab54«  +  ia47  iaD54r— ^lao^ 

On  voit  en  même  temps  que  si  on  avait  à  résoudre  l'équation 
47^79^^  +  25oi58^tt— 50699m*  •+-  252iw^=  i  > 

on  y  satisferait   en  faisant  ^  =  1 247  >   1^  =  1 2654* 

Une  telle  réduction  entre  de  si  grands  nombres  parait  ren&arqaabU| 
cependant  pour  peu  qu'on  y  réfléchisse,  on  verra  que  toutes  les  transr 
fbrmées  comprises  dans  le  développement  de  la  même  racine  jouissent 
delà  même  propriété,  c'e3t-à*dtre  que  si  Tune  qu/elconque  de  ceetrans^ 
formées  est  représentée  par  Ai^^B%^'^Ct^D'=zo^  les  nombre»^^ 
B9  C^  D  pouvant  s'éWver  à  une  grandeur  quelconque ,  on  aatisftra  to«^ 


jours  à  l'équation 


-  PREMIÈRE  PARTIE. 


Ai?  4- i5i*u-+.  CfM»  +Z>tt'  SKI 


i35 


en  prenant  /= — ^**,  tt  =  y,  ^  étant  la  fiactîon  convergente  à  laquelle 

répond  le   quotient-complet  %. 

Si  l'on  considère  de  plus  que  la  proposée  a:*— x*  — 2jr?4-*  =o 
et  ses  '  trois  premières  transformées  ont  à  leur  prenûer  terme  l'unité 
pour  coefikrient ,  et  que  chacune  de  ces  quatre  équations  peut  être  re- 
gardée comme  l'équation  principale  qui^  par  le  développement  de  sa 
racine,  fournit  toutes  les  autres  transformées ,  on  en  conclura  qu'il  y 
a  toujours  au  moins  quatre  manières  de  réduire  à  l'unité  la  quantité 
A^ ^ Bt^u ^ Ctv^ ^ Du^ .  Par  exemple,  si  l'on  se  propose  encore 
l'équation 

47879^  y^25oi58^*a—  5o699to*y^252ii|3=  i, 

on  y  satisfera  de  ces  quatre  manières  : 

/  =  6a96       ..«=63889 
/  =  5o49   ^-^«  =  51235 

/=i347    y  ••«=12654 
/=     61    A  .j^=     619. 

(108)  Mais  on  peut  encore  trouver  d'autres  solutions  par  le  déve-- 
loppement  des  deux  autres  racines  de  la  même  équation.  En  effet,  pui^ 
qu'en  partant  de  Téquation 


et  faisant  z 


478795^  +  ^So  1 58^*  -^  50699Z  -{-  2^2 1=0, 

GsûGjt — 11345  -Ê     ^         /.         ^ 

=555ir :  g    /  j   on  a  la  transformée 


on  peut  supposer  qu'on  est  parvenu  à  ce  résultat ,  en  développant  eit 
fraction  continue  une  racine  de  l'équation  en  js  ,  comprise  entre  o  et'  t  * 
Voici  l'opération  qui  serait  l'inverse  dé  celle  de  l'exemple  I  ; 


/-/ 


i$(6 


THioBiE  des:  nombres. 


\ 


•*       K 


0  = 

—  478795^+250 1 58^*— 50699Z+252 1 

• 

0 
10 

I  ; 

:  0 

o  = 

=  2521/' — 5o699/*-4-25o  1587^4-47879 

0  : 

;  I 

o  = 

=   559^ 7  52  27-*-|-2495 1/4-2521 

6 

I  ; 

:  10 

o  = 

=2059 j-»— 496  i7»-f-a54oj-f  559 

I 

6  : 

:  61 

o  = 

=  197^'— <i2o57"*-f-i2i6y4-2o59 

3 

7  : 

:  71 

0  = 

=   i8ij'-695r*+568r4-i97 

3 

27  : 

:  274 

o  = 

=      j'-*4qr*+39»r-Hi8i 

ao 

61  : 

'■  619 

o  = 

=      ^— 9^*H-3<>r+« 

4 

1247  : 

;  -12654 

o  = 

=      ^— 4/*+5r-f-i 

I 

5o49  : 

;  5ia35 

*o  = 

=      j'—y^—j+i 

I     * 

6296  : 

:  63889 

o  = 

=    — Z»— aZ*H-Z-t-i 

11345  : 

:  ii5i24 

Arrivé  à  cette  transformée,  on  aurait  ^==^)5t^/J>T^3  ;  ainsi  en  met* 
tant  — -  -  à  la  place  de  Z ,  on  voit  que  la  substitution  de  la  valeliu* 


>^^^  '^>— ^^  4     donne  en  effet  Ia*lransformée  x^ 


o:*— ^2X-f-  I 


63889X— ii5iq4  ""     "  "^        "*"      ""  *"       ^  *         ^  ^* 

Mais  le  développement  précédent,  qui  est  exact  jusque  dans^Favant- 
dernière  transformée ,  cesse  derêtre*<lÀns  la  dernière,  et  par  cette  r^son, 
nous  avons  séparé  par  un  trait  les  derniers  résultats  qui  ont  besoin  d  être 
rectifiés.  ^ 

L'avant-demière  transformée  o  =  j^'  ^—  2)r^  -~^  +  ï  a  deux  raéihes 
positives ,  Fune  comprise  entre  o  et  i ,  l'autre  entre  2  et  S.'^Si  on  Êdt 
d'abord  usage  de  la  dernière,  il  faudra  prendre  :f^  pour  racine  appro^ 
chée ,  au  lieu  de  i  ^  qui  a  été  ,mis  dans  le  tableau  précédent ,  alors  le 
calcul  se  continuera  ainsi  : 


=7'— 27*— 7-f-i 


4 
20 

2 

etc. 


5o49  :  5i235 
6296  :  63889 


17641  :  179015 

76860  :  779941 

1554841  :  15777855 

etc. 


o  =  — i8ij^+39ijr*+4qr+i    1 

Suivent  les  mêmes  transfor^ 
mées.et  les  mêmes  quo tiens 
que  dans  l'exemple  L 

Et  comme  on  trouve  ici  deux  nouvelles  transformées  dont  le  premier 


.    PHElrfïÈRÏ  PAUTIE;  iZf 

terme  a  pour  coefficient  i  ^  il  s'ensuit  que  Téquation  indéterminée 

47879^  ■+•  25oi58^tt  —  50699m*  +  25a  I  a*  =  d=  i 
est  susceptible  de  deux  nouvelles  solutions  y  savoir  : 

i  =  17641  j       u  z=z  179015,       2^  membre  —  i 
t  =  76860,      u  z=i  77994^  >       2^  membre  +1. 

Si  ensuite  on  fait  usage  de  la  racine  comprise  entre  o  'et  i ,  il  faudra 
de  plus  rectifier  le  quotient  mis  devant  la  transformée  précédente  •  •  •' 
o  =^^  — '4^*  +  5^-  4- 1 ,  et  on  aura  les  résultats  suivans,  qui  présentent 
le  développement  d'une  seconde  valeur  de  z  : 


• 

0=/*— 47* -4- 5/4-1 

3  -. 

k 

I        ia47  •  13654 
5o49  ]  5ia55 

■  1               , 

0  ss  — /'—/••^a/H- 1 

0  =7»—  5/* — 4r — » 

0  =  — /»  +  20;^  H- 9/ + 1 
0=  1817»— 5917^-40/— I 

Le  reste  comme  ci-dessus. 

•  •  • 

•                                                       • 
■ 

4 

20 

3          ■ 

i  . 
etc. 

•    1J545  i  ii5ia4 
16594  :  166559 
76921   :  780560 

i5548i4't  1^^777559 
:  ^to-M  ;  y-- 

1 

t  = 

=  11545,' 

il 

t  = 

i^  16594, 

u 

t  s 

=  '76931  1 

u 

•  ■ 

On  aura  donc  encore  trois  nouvelles  vàleûrsi  tpk  satisfont  à  relation, 
iadétenmiiée,  savoir: 

ss  ti5ia4;     2^'teembver  —  I  i    • 

=s  166359/-   i^  mienAre  + 1  '    ' 
ï=  780560,      2^  mbmbrè  ~'i/     ' 

I  r  T 

.  »  .  j 

-  '  -  ^  •  r 

(109)  Pour  éclaircir  davantage  cette  théorie,  considérons  en  général 
iiBé  équation^  proposée  j^sso,  ef' Supposons  ëii'en  «développant  tmo 
de  ses  racines  en  fraction  continue,  on  parvienne  k  une trafnsfonnéô. 

quelconque  Z  =  o  ;  soit  «t ,  C . .  ft ,  etc.  lu  série  des  quotiens  trouvés , 

I  -    . . ,  . 

et  -  la  fraction  convergente' qui  répond  tant  au  quotient  entier  /^  qu'au 

quotient-complet  z  donné  par  l'équation  Z  =o.  Voici  l'opératioa  figu* 
rée  du  développement  : 


»  ■  f 


** 


I  • 


id 
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V     ^  *  i 


X=o 


"»      * 


■^«■••••*^*»  «••*l^"*^i* 


y 


CL 


r 
f  •      •  • 


Z'=o 


A*' 


I  :  o 


■  Il  ti 


■    M   11 


CL  :  I 

• 


p 


9 


Gela  posé»  Ja  iransfordiée.Z  z^  o  fésulje.  directsineiït  dç  I4  prQposeç» 
en  y  si&stitûatit»  au  li^u  de  ^,  la  valeur  o;  =Â^^£^;réi^roqaèmèttt 
la  proposée 


Oy .  en 


X^Q  résulterait  d'une    quelconque.de  ses  transformées 
s^$tituant=  dans  celle  -  ci ,   au   lieu  de  is  •  la   valeur .  •  »• 

%z=:  ^  -—^s...  Le  lOidine  rapport  peut  être  établi  entre  de^ux  transformées 

quelconques,  pourvu  q^e  les  fractions  convergentes  soient  calculées  au 
moyen  des  quotiens  intchrmédîaires  y  en  partant  de  celui  qui  répond  à  la 
{ir^bnèr^  tranfif<Mrmée  >  et  qui  en  est  une  racine  approchée. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  formule  x  =±  ^^     ^^    renferme  '  implicite^ 

ment  toutes  îles  racines  de- l'équatioti  proposée  ,^  rar  on  peut  imaginer 
qu'on  substitufL  successivement  a  Ipi  pltce^d^^  les  djiiiRq^ntes ,  racines,  de 
l'équation  Z=io^  et  H  pn.^ésidtera  autant  de  différentes  jaleurs  de  x* 

Réciproquement  la  valeur  de  js  =  ^ ^   renferme  toutes  les   ra- 

qînes  xie  la  tran&fora^  Zzzio.  L'une  de  pes  raci^aesy  qui  est  positive 
et  p^us  grande  quer^m^j,  efit  doni^  par  la  xroxjctii^uaJipn.  du  dé^elppr^ 
pem^atj  ensortu  que  l'on  a 


•  ■  »  i 


•  »  •  ' 


^  "*"]!?  etc.  à  Finfini. 


;.( 


i> 


CSeUe-ci  est  censée  xépoadre  à  la  racine  x  qu'on  a  développée  ea  fime» 
tion  continue.  Les  autres  racines  de  la  transformée  (au  moins  jox^^A 
le  développement  est  devenu  régulier  ^  et  que  la  transformée  n'a  pas 


à-la-fois  deux  racines  positives  et  plus  grandes  que  Fuiiitë)  sont  toutes 
négatives  et  plus  petites  que  l'unité;  en  effet,  si  on  désigne  par  X{ 
celle  des  autres  racines  de  la  proposée  à  laquelle  répond  une  autre  ra- 
cine de  la  tranSkformée,  désignée  ^emblahlement  par  Zi  y  on  aura 

Or  on  a  p^^-^p^q^db  i,  et  comme/?  va  en  augmentant,  ainsi  que 
p  — -  ifXt  y  puisque  -  n^est  pas  une  fraction  convergente  vers  Xj ,  il  est 

clair  que  la  valeur  de  Zg  approchera  d'autant  plus  dé  — ^  que/?  sera  plus 

grand.  Ce  résultat  a  lieu  également  pour  toute  racine  de  la  transformée 
autre  que  z  ;  d'où  l'on  voit  que  toutes  ces  racines  tendent  continuelle* 


inent  à  être  égales  «tre  elles^  et  à. avoir  pour  valeur  coaixnune -«^, 
^[uaatité  a^|||iii¥e.etplii&p^^  .    i  - 


(iio)  IVuh  autre  c6te,  on  sait  (n*  ii)  que  la  quantité  —  est  égale 

à  la  fractioiï  continue 

-    » 

M**  H l 


• 


• 


• 


•-.+1 

composée  desqvotiens  qui  précèdent  fi  dans  Tordre  rétrograde,  jus- 
qu'au premier  «  inclusivement.  Donc  tandis  qu'une  racine  z  de  la 
transformée  ZtrzOy  donne  dans  on  développement  les  quotiens  fi , 
fÊ^j  ^%  ^c.,  tOH^a  les  autres  racines  de  la  même  transformée  donnent 
dans  leur  développement  les  quotiens  précédens  ft*,  ft^%  ;t*^,  etc.  dans 
l'ordre  inverse»  Ces  radues  sont  donc  en  effet  d'autant  plus  prèft  de 
l'égalité ,  qu'il  y  a  un  plus  grand  intervalle  entre  la  proposée  et  la  tranfr* 
formée  dont  il  s'agit.  Mais  quelque  approchée  que  soit  cette  égalité, 
éHe  ne  devient  famaia  rigo«ureuae,  et  ott^flemt  tonjoni^  développer  sé^ 
parement  les  différentes  videurs  de  z^  coirespondantes  euit  vileMe 
analogues  de  x,. 

Car  si  on  reforme  la  fraction  ^ ,  au  moyen  des  quotiens  qui  la  com«- 
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posent^  en  Cette  sorte 

/t%  )tt^%  ;t^«\ , Ç,    et 

2     JL  2!    £!. 


f    * 


si  ensuite  on  met  eu^^Xj  II  la  place  de  «,  il  est  clair  que  la  fraction  con^» 
tinuc  deviendra  ^  ~^  ^\  et  qu'ainsi  on  aura  —  a,=:2-Il5-£!  •  donc  la 
Taleur  exacte  de  — ^z,  développée  en  fraction  continué  sera:' 

1 

•  ■  •  f 

»    ■     '    I  .  .';  i-    »  ■  '  .  •  '»•■•• 


•  + 


«e— X. 


.»  . 


^  Il  ne  s'agît  plus  que  de  substituer  à  la  place  de  x^  sa  valeur  expri'^ 
mée  aussi  en  fraction  continue.  Pour  cèla^  il, y  a  di^rens^cas-)! 
examinée. 

.  i\  Si  Xt  est  négatif^  et  que  sa  valeur  développée  commence  ainsi 

^.  .  . 

—  or,  =:a,  +-i-j_^  ,  alors  il  est  clair  que  la  jonction  dès  4cKr| 

fractions  continues  se  fera  sans  difficulté^  et  donnera 


•+*'+?r+«». 


.    ; 


a^Jfmi^  ce  qui  doanera  «t— or,  =«  — a,—  i  +  'x      ^  ..Dana 


â"".  Si  la  valeuj^   de   or,  est  positive  et  moindre   que  et^    on  ^] 

or,  c= 

«  '  w' 

le  cas  où  a^-*ât,=:i^   il  faut  remonter  au  quotient  ^  qui  précède  «j 

et  on  aura  €-4- =î=€+i^ r-. 

*    A  —  Xi      .  '  — i+y 

3^  Si  la  valeur  de  p:,:eçti  positive  et  plus  grande  que  «i  il  fauclni 
.^ucôre  remonter  au  quotieut  €^  et  on  aura . 

•     «— Xi  *    «f— «1— , 

■      -  ^    y 
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Sôît  d'abord  fit,  =  fit ,  cette  valeur  se  réduit  à  C — ^,  e|t  on  se  con- 
duira à  Yégatd  de  6 — jr,  comme  on  l'a  fidt  pour  et — x. 
Soit  ensuite  ât-^otiK— -/n,  on  aura 


y  m— i  +-. 

De  la.  on  voit  que  dans  tous  les  cas  la  substitution  de  la  valeur  de  j?^ 
peut  se  £dre  dans  la  fraction  continue  égale  à  z,y  sans  occasionner 
d'autre  changement  que  sur  quelques-uns  des  derniers  termes  de  la 
suite  y[t*,  ft*** . . . .  6 ,  fit ,  ou  sur  quelques-uns  dès  premiers  de  la  suite 
^ly  ^19  yiy  ^^<^*  venant  du  développement  de  a:,.  D'ailleurs  la  suite 
infinie  fit, ,  6, ,  y^^  etc.  (  sliuf  peut-être  quelques  premiers  termes  ) 
sera  également  comprise  dans  le  développement  de  la  racine  z, .  Donc 
une  racine  quelconque  de  la  transformée  offre  toujours  dans  son  déve- 
loppement etF*  fraction  ^contifide  les 'mêmes  quotiens  que  la  racine  cor^ 
respondanté  de  la  proftbsée  y  sauf  les  premiers  termes  qui  sont  différens  ^ 
tant  à  cause  de  la  partie  ft%  /l'^'^y  etc.  qui  est  propre  à  la  transformée , 
qu'à  cause  de  la  jonction  des  deux  fractions  continues  qui  peut  opérer 
im  changement  dans  les  premiers  termes. 

(m)  Pour  rendre  ces  résultats  encore  plus  sensiblçs^  reprenons 
l'exemple  I,  où  l'équation  proposée  est  x^— jc* — ax-j-  ï  =o,  et  con- 
sidérons une  de  ses  transformées^  telle  que 

—  197s'  4-  568z*  +  695^  +  i8i  =  o  ; 

la  racine  positive  et  plus  grande  que  l'unité  sera  donnée  par  les  quo- 
tiens qui  naissent  de  la  continuation  du  développement^  et  qui  sont 
5,  I,  6,  10,  5,  2,  2,  î,  3,  2y  I,  18,  I,  I,  3,  etc.  ;  de  sorte  qu'on 
aura  pour  cette  première  racine, 

■        •°-'-5  +  etc. 

Pour  avoir  les  detoc  antres  racines  de  la  même  équation  j  il  faut ^  con-* 
formément  à  ce  que  nous  ayons  dit,  prendre 

—  z— -i      1 

■    ■  1  —  *, 
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et  substituer  au  lieu  de  x^  successivement  les  deur  autres  racines  da 
Te'quation  proposée.  La  racine  .négative  étant  celle  dont  la  substitua 
tion  est  la  plus  facile ,  nous  prendrons  d'abord  sa  valeur  développée^ 
gui  est 

—  x.  =  i+i     J_^ 

^"'■S+etOv 

d'où  résultera 


*'^5  +  ctc. 

FrenoiU  tasuits  la  àroisième  racine  positive 


a+*5  •    « 


^^ao  +  etc. 

V 

si  on  lait,  pour  abréger,  x«ss:^  .  £,  on  aura  la  troisième  rtcine  de 

y 

la  transfotmee 

a-l-— 

y 

Pour  fidré  disparaître  rirrëgukrité  daos  cotte  valeur^  il  but  dian^er 
idnsi  leé  deîniêrs  termes  d^  la  fraction  continue  : 

■ 

-Tj,  y 

Donc  on  aura^  sans  aucun  terme  négatif^ 

^"*"3  +  etc. 
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U$  tfuotien»  suivans  étant  comme  dans  la  première  racine  i,  6,  10, 
?!  3,  3,  I,  a,  2,  I,  18,  I,  I,  3,  etc. 

Au  reste  ^  si  on  applique  cette  théorie  aux  équations  du  second  degré^ 
et  qu'on  considère  l'équation  transformée  qui  donne  I4  valeur  du  quo-- 
tient-complet  dans  une  période  éloignée ,  on  trouvera  que  la  seconde 
racine  de  cette  transformée  est  exprimée  par  les  quotiens  précédens  pris 
dans  Tordre  inverse  ;  d'où  il  suit  que  la  période  qui  a  lieu  dans  le  dé- 
veloppement de  cette  seconde  racine^  est  la  même  que  celle  de  la  pre- 
mière ,  mais  prise  dans  l'ordre  inverse.  Résultat  entièrement  conforQie 
avec  ce  que  nous  avons  déjà  trouvé  pour  les  équations  du  second  degré 

(  s  X.). 

(lia)  Quoiqu'on  ait  supposé  dans  ce  qui  précède ,  que  les  coefficiens  de 
l'équation  proposée  sont  des  nombres  entiers^  cette  condition  n'est  pas 
cependant  absolument  nécessaire ,  et  on  peut ,  au  besoin  y  convertir  en 
fraction  continue  la  racine  de  toute  équation  proposée^  soit  algébrique, 
soit  même  transcendante.  Pour  cqla,  il  Êiut  chercher ,  par  une  méthode 
quelconque  y  la  valeur  approchée  de  la  racine  dont  il  s'agit ,  puis  con-* 
vertir  cette  valeur  en  fraction  continue,  en  ayant  soin  d'arrêter  le  dé- 
veloppement et  le  calcul  des  fractions  convergentes  au  point   où  l'on 

présume  que  Téxactitude  doit  cesser.  Si  la  fraction  ^  à  laqueUe  on  s'ar- 
rête y  est  une  fraction  convergente ,  il  £aut  se  rappeler  que  la  différence 
de  cette  fraction  avec  x .  doit  être  moindre  que  —  ;    et  ainsi    le  degré 

d'approximation  de  la  valeur  de  a:  étant  supposé  connu,  on  connaîtra 
•la  limite  de  ç.  Au  reste,  une  approximation  ultérieure  aervirait  k  ret- 
-dresser  l'erreur,  s'il  y  en  avait. 

Supposons  donc  qu'en  vertu  de  la  première  approximation ,  on  a 
trouvé  les  quotiens  et  les  fractions  convergentes  vers  x  comme  il 
suit  : 

■ 

Quotiens ^^  ^3        y •  A^ 


.   Fract.  converg.  ....">  "> 


«C+i  jf     p 


gO  1 


Pour   continuer   le  développement,  en  {Hrêndra  féquation    proposée 
jP(j:)  =  o,  et  on  substituera  dans  le  premier  membre,  au  lieu  deo:^ 

■         • 

la  valeur  -^«».  On  suppose  <îué  ié  est  une  correction  âsscs  |»€tite 
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pour  qu'on  puisse  négliger  les  puissances  de  m  supérieures  a  la  pn4 

mîère,  et  alors  en  faisant  ^=1^,  le  résultat  de  la  substitation  sert 
F  :  ^e^  +  i^/r^:  (e^  _  o ,  d'où  Ton  tire 


^=(?) 


Soit  maintenant  z  le  <[aotientH;omplet  qui  répond  à  ^ ,  on  aura .... 
X = ^^-7-^ = 2 -|- « ,  ce  qui  donnera,  en  substituant  la  valeur  de  •, 

Si  réqoation  est  algébrique ,  et  qu'on  ait 

F  :  (x) as ojc»  +  Jx— +  cjj-r*  + ..4-* 

F  l  (a?)  =  nax*^'^  +  (n —  i)  iof-*  4-  (n — 2)  cx"-"^  -{-  etc. 

il  en  résultera 

■ 

ç*   ■  PÇ^  —  i^<7     nap*"^  +  (^«^""O  bp^'^q  +  (/i^— a)c/>*""^^*  etc.   ,, 
^  "^        q  ^        q         *      ap^-j-  bp^^'q  +  cp'^^q*  -(- +  *9*      ^ 

ce  qui  revient  à  la  formule  du  n"*  102. 

En  général^  il  est  à  remarquer  que  la  valeur  de  z  donnera  par' son 
développement  divers  quotiens  ytt,  fjL\  fi',  etc.  qui  feront  suite  avec 
les  quotiens  déjà  trouvés^  et  permettront  de  continuer  le  calcul  des 
fractions  convergentes  jusqu'à  ce  que  Ferrear  de  la  première  approxi- 
mation soit  réduite  à  son  quarré.  Et  s*il  arrivait  que  la  valeur  de  z  ne 
f&t  pas  positive  et  plus  grande  que  l'unité ,  ce  serait  une  preuve  qu'an 
ou  plusieurs  des  quotiens  précédons  jj/",  /jl'"'',  etc.  sont  fautifs^  et  doivent 
être  corrigés  au  moyen  de  la  valeur  de  z.  Alors  on  réduirait  en  une 

seule  fractionjct''*{-'~9  ^^  ^î  1^  somme  était  positive  et  plus  grande  que 
l'unité  9  il  n'y  aurait  que  le  dernier  quotient /Et"*  à  changer.  Dans  le  cas 
contraire^  il  faudrait  substituer  la  valeur  de  z  dans  /x''*  +  *^  1   ^  >     o^ 

•même  dans  At*!*  +  -^  ,    i       ■  ,  ^insi  en  rétrogradant^  jusqu'à  ce  qu'on 

/*   "*"]?  +  -      •    ^  - 
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parvint  k  un  résultat  positif  et  plus  grand  que  Fuiiieé.  Cette  valeur 
étant  développée  en  fraction  continue^  donnerait  à-la-fois  les  quotieus 
qu'on  doit  substituer  aux  quotiens  défectueux  et  quelques-uns  de  ceux 
qui  les  suivent ,  selon  le  degré  de  la  première  approximation.      .     . 

Il  est  clair  que  par  des  opérations  semblables^  réitérées  autant  qu'il  est 
nécessaire,  on  peut  parvenir  à  développer  en  fraction  continue,  et  jus« 
qu'à  un  nombre  de  quotiens  quelconque ,  toute  racine  d'une  équation 
proposée ,  de  quelque  nature  qu'elle  soit. 

■ 

(i  1 3)  Quant  à  la  méthode  pour  obtenir  la  première  approximation  ; 
on  peut  proposer  conune  l'une  des  plus  simples  et  des  plus  C(tnvenables 
pour  cet  objet,  la'  méthode  de  Daniel  BemouUi,  fondée  sur  la  théorie 
des  suites  récurrentes,  et  dont  Euler  a  donné  une  exposition  détaillée 
dans^on  Introd.  inAnaljs:Inf.  Cap. XVII.  Cependant  comme  cette  mé- 
thode est  sujette  à  quelques  difficultés  dans  les  applications,  il  ne  sers^ 
pas  inutile  de  la  présenter  ici  avec  une  modification  qui  peut  faire  dis- 
paraître une  grande  partie  de  ces  difficultés. 

Soit  a:"+ajc""""+Aa:"'"*+ca:*T:^  +  etc.==:o,  une  équation  proposée 
'  dont  les  racines  sont  £t,  6,  ^,  cT,  etc.  ;  si  on  prend  pour  ^  une  va- 
riable quelconque  ,  on  aura  l'équation  identique 

1  -f- aa  +  te*  +  C25^  etc.*  =  (i  — •tfis)  (i  —  fo)  (i  -—^2)  etc.  j 

d'oii  résulte,  par  la  différentiation^  cette  autre  équation  pareillement 
identique  :  ^  ' 


— ^  — aftz-^5c**— etc.  '         *       .       C       .       V       .       <f       1     ^  » 

Skiît  A ^'Bz^ Cz^ ^ D^ . . .+  ilfi"-* 4-^ iVa» ^f.  etc.  la  série  qui  vient 
'^u  développeniënt  du  premier  membre,  on  aura,  d'après  la  loi  connue 
suites  récurrentes. 


^= 

s  — a 

i3s 

5— «^  — a* 

m 

Cs 

z^aB-^b4  —  ^ 

D  = 

-4rf 

E  = 

-^aD-^hC—eB- 

-dA 

-5e 
etc.. 

n&ut  par  conséquent  <fae  la  suite  ainsi  trouvée 'i^-f^^z-f-Ob*^  etc. 

ï9 
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soit  identique   avec   celle   qui   résulte   du   second  membre  •^ii'r*'^.? 

4-711?:+  ^*^-  Or  on  a  =  a  -f-  a'js  +  a?z^  4-  etc. ,    et  les 


autres  fractions  partielles  donnent  des  résultats  semblables  ;  donc   ea 
iléunissant  tous  ces  résultats^  on  aura 


—  -=flt  +  f  +  5.4-J^4-6  +  etc. 

^  =  flt*  +  C*4->*4-J'*  +  €'  +  etc. 
C  =  <x3  4-^3^5,3^^^34-43  4.  etc. 


çt  en  général         iV  =  flt"4-6"4- j.»4-cr'4-»è"4-elc. 

Ces  formules  sont  celles  qui  servent  à  trouver  la  somme  des  puissance» 
des  racines  d'une  équation  donnée;  mais  il  est  évident  qu^elIes  sont  ap- 
plicables aussi  à  îa  résolution  approchée  des  équations;  car  si  et  est  la 
plus  grande  des  racines^  et  que  l'exposant  n  soit  suffisamment  grand ^ 
on  aura  k  fort  peu  près  N^=aL':  on    aurait,    par   la  même  raison, 

M=^cL*^\  donc  la  racine  cherchée  aszs-r^. 

Donc  pour  avoir  par  approximation  la  plus  grande  racine  de  l'équa- 
tion proposée,  il  faut  calculer  les  coefficiens  successif  A ^  B y  C ^ 
D. ...  M  y  N. . . .  par  la  loi  générale  des  suites  récurrentes;  puis  op 
divisera  le  dernier  coefficient  trouvé  par  ravànt-dernier ,  et  le  résultat 
sera  la  valeur  de  la  racine  demandée:  valeur  d'autant  plus  approchée, 
que  l'opération  aura  été  poussée  plus  loin  ,  et  qu'il  y  aura  plus  d'inéga- 
lité entre  les  racines. 

li  est  aisé,  par  une  transformation,  4^  .faire- ensOrte  qu'une  rartiae 
quelconque  devienne  la  plu$  grande  des  raicines ,  aind  cette  méthode  p^ot 
servir  à  trouver  indistinctement  toutes  les  racines^  Dans  un  gn^nd  i^ovoixt^ 
de  cas  l'approximation  sera  plus  rapide  par  cette  voie  que  par  aucune 
autre  connue;  quelquefois  elle  sera  lente,  quelquefois  aussi  les  résul- 
tats seront  absolument  fautifs  ;  mais  il  est  fâcite  de  prévoir  et  d'éviter 
ces  inconvéniens ,  si  l'on  a  une  première  notion  de  ia  grandeur  re- 
lative et  de  la  nature  des  racines. 


(114)  Appliquons  ces  méthodes  à  l'équation  x^ — 5a:*+  i  ==0;  pour 
oir  la  valeur  approchée  de  la  plus  grande  racine  «  il  faudra  dévelop* 
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per  en  série  la  fraction  _„  j^ ,  ce  qui  donnera  5-f-92-f-!i45*-f-%5' 
^i^z^+5j03^^i64iz^^^j25z^^i56o5z^+5gij4^^^eic.  En  s'arrétant 
ainsi  au  dixième  terme  ^  on  aura  la  racine  cherchée  x  =   VJt' 

Maintenant  si  on  développe  cette  valeur  en  fraction  continue^  on 
aura  les  quotîens  2,  i,  7^  3,  2,  5,  i,  a,  6;  et  pour  juger  jusqu'à  quel 
point  ils  peuvent  être  exacts  ^  on  développera  semblablement  la  frac- 
tion -2 — g  qu'on  aurait  eue  en  s  arrêtant  au  neuvième  terme;  il  résulta 

de  celle-ci  les  quotiens  2,  1,  7^  5,  2,  5;  d'où  il  parait  qu'on  peut  rer 
garder  comme  exacts  les  quotiens  2,  i^  7^  3^  2,  3.  Au  moyen  dç 
ceux-ci  on  calculera  les  fractions  convergentes  comme  il  suit  : 

Quotiens 2,1^7^5,^^     3. 

Fract    couvert  1     î     5     ?5     Z?     1^     ^tS 

i:raci.  converg 5^  7^   i  '  T'  55»    M^  '  T^" 

Pour  continuer  le  calcul  de  ces  fractions  d'après  la  méthode  du  n*  1 1 2  ^ 
fsdsons  ^  =  ^  y  ^  zsi  —  y  et  soit  toujours  z  le  quotient  complet  qui 
x^ond  à  cette   dernière  fraction  ^  nous  aurons^    en   observant  que 

^       *^  ?       7  *  p*— 3;^g  +  <7^       159897* 

Cette  valeur  étant  positive  et  plus  grande  que  l'unité^  il  s'ensuit  que  tous 
les  quotiens  déjà  employés  sont  exacts  ;  et  pour  avoir  ceux  qui  viennent 
à  la  suite  y  il  faut  développer  la  valeur  de  2  en  fraction  continue  ,  ce 
qui  donnera  les  nouveaux  quotiens  i^i^6yii^i^i^i^3^  etc.  ^  de 
Borte  que  l'opération  du  développement  se  continuera  aiosi  : 

Quotiens • i,      i^     6,      11^       i. 

-,         .  1G7     673      74o      i3i3     8618      qSiii      io47aq 

Fractions  converg ■#,  ijl*  k>  W^  5^^  333^»  36^  ^  ^*^- 


99  »  a57  *  45G  *  a993  '  33379  ^  3637i 

On  s'arrête  à  cette  dernière  j  parce  que  36372  a  autant  de  chiffires  que 
le  quarré  de  ,1999  et  que  la  fraction  suivante  pourrait  n'être  plus  du 
nombre  des  fractions  convergentes. 

(n5)   Les  méthodes  qu'on  vient  d'exposer  ne  concernent  que  les 
racines  réelles  des  équations.  A  l'égard  -des  racines  imaginaires^  il  |>eift 
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le  résultat  de  la  substitution  sera  P  +  Q  v/-—*  1 3=0,  desorte  qu*oti  ftnrt 
pour  déterminer  r  et  ^  les  deux  équations  jPc=  o,  Q  =  o.  Mais  comme 
la  résolution  effective  de  ces  équations  n'est  possible  que  dans  un  petit 
nombre  de  cas  qui  ne  s'étendent  guère  au-delà  du  théorème  de  .Côtes  ^j| 
faut  se  borner  à  les  résoudre  par  approximation. 

Supposons  donc  qu'après  quelques  tentatives  on  a  trouyé  des  valeurs 
de  (p  et  r  qui  rendent  P  ei  Q  très-petites  ;  pour  avoir  des  valeurs  plus 
approchées^  on  désignera  celles-^ci  par  ç-^  d^ ,  r  ^^^  dr;  u  faudra  donc 
que  la  substitution  de  r-4-^  et  (p  -f*^  à  la  place  de  r  et  Ç^  daus  les 
fonctions  P  et  Q,  rende  ces  fonctions  égales  à  zéro;  Or  eh  négligeant 
les  puissances  de  dr  et  d<p  supérieures  à  la  première  y  la  quantité  P  de-« 

vient  en  général  par  la  subîstitution  3ont  il  s'agît ,  P  +  -j-  .  —  +  -^  dp  , 
et  on  a  les  coefficiens  ; 

dp 

r-T-  ==       nar^ cos np -^ (n —  i)bi^^^cos(n — i)(p  +• . . .  +  Arcosf , 

dP 

-^  =  — /k»r"siH/i^— (« — l)Ar"""*  sin(/ï — r)p— •••• .  — Arsin^^ 
De  même ,  la  quantité  Q  devenant  Q+r-^^.  —  +  -4^i3Î!p,ona 
r-T^  =:/wir'sin/i^-f-(«—  i)^/**^*  sin(n — i)^ -f-/*r  sin^, 

^  =:/utr"cos/>^ -[-('»—  i)i/*"*'cos(/i— i)(p -f-Arcos^. 

Donc  il  suffit  de  prendre  deux  auxiliaires  M  et  N  d'après  les  valeurs-  : 

M  =  nar^  cosnÇ  -f-  («  —  i)  A/*""'  cos(/*—  i) ^ 'i-hrcos <p  , 

JV  =  Tioj^  sinnp  +  («— i)  ir""^' sin(/i— i)^. . .  •.  .  +  Arsîn^, 

et  on  aura  pour  déterminer  ^ir  et  ^,  les  deux  équations  : 

p+Afy  — iVii(p=o, 

d'où  l'on  tire 

r  '~  MM  +  AW  >    «"P  —  MM+  KN' 

On  comialtra  ainsi  les  valeurs  corrigées  de  r^t  ^  qui  sont  r  (i^  —  ^ 
et  Ç)  +  ^  9  o^  ^  ^^^  observer  que  k  valeur  de  d^ ^nnée.par  laiormule 


\ 

/ 
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99t  exprimée' €ti  parties  du  rayon  ^  et  que  pour  la  réduire  en  minutes 
ou  secondes ,  il  £iut  la  multipliep  par  le  nombre  de  minutes  ou  de 
«econdes  contenues  dans  le  rayon.  Enfin  on  peut  rendre  ççs  formules 
encore  plus  commodes  pour  le  calcul  trigonométrique  y  en  prenant  des 
angles  X  et  ;e^  et  des  nondbres  F  et  G  ^  d'après  les  valeurs 

tangXcsTj.,        F 


d'où  rësiilte 


Q  ^  ""^  sin  X        co»  A  ' 


—  «_  cos(X  — ;t),    ^  =  7T  sîn(\  — ;t). 


r 


D'ailleurs  il  est  bon  de  remarquer  que  les  quantités  M  et  JV  se  forment 
ftisément  par  le  moyen  des  mêmes  termes  qui  serrent  à  coxaposet  les 
valeurs  de  i^  et  Q^  car  tandis  qu'on  a 

P  ==  u^  H- 5  •+-.<? -f- /)  +  etc.; 

les  termes  successifs  -^ ,  i? ,  etc.  étant  ar^  cos  n^ ,  ir^'  cos  (/i  —  i)  Ç  ,  etc. ^ 
la  valeur  de  M  est  exprimée  par  la  suite 

/ï^  +  (/i^  i)  i?-|^  («_  2)  C  +  (/i  — 5)  2)  +  etc. 

l^  valeur-  de  ^  sç  forme  de  même  à  l'aide  des  termes  qm  comppsjsnt  Q. 
Ayant  trouvé  par  cette  méthode  d^s  valeurs  plus  f^pprochées  de  r  et  ^^ 
on  peut  s'en  servir  cp^iipe  d'une  prein^ère  approximation  pour  en  trouver 
de  nouvelles  qui  soient  plus  approchées  encore  y  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  tout  le  degré  d'exa^ctitude  dont  les  tables  sont  sus^ 
ceptibles. 


\-  -  ir^      r-^-    . 5^  --r^r    —      -1,--  O  ■  t  7 

d'avoir  une  première  valeur  ap{Mrocii|ée  de  la  racine  imaginaire  que  Ton 
cherche  :  or  jusqu'à  présent  on  n'a  point  de  méthode  générale  et  prati- 
cable qui  conduise  à  ce  but;  c'esA  pourquoi  j'espère  que  les  Analystes 
verront  avec  plaisir  celle  que  je  vais  proposer  y  dont  l'usage  est  fort  simple^ 
et  qui  ne  semble  sujette  à  aucune' exception. 

Représentons  l'équation  à  résoudre  par  F.(x)=Oy  et  supposons  qu'on 
fisse  x=:a^C  v/—  i  >  et  el€  étant  des  quantités  réelles  quelconques ^ 
jnais  qu'il  convient  de  prendre  moindres  que  la  limite  des  racines  réelles 
déterminée  comme  si  l'équation  en  avait  ou  pouvait  en  avoir. 
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Cette  valeur  hypothétique  de  jc  étant  substituée  dans  P(x)y  suipposoiiV 
qu^il  en  résulte  F{x)  :=i  P ^Q  |/—  i ,  -P  et  Q  étant  réels.  Supposons 

'dF  •  » 

encore  qu'ayant  £siît  -^  s=  i^' ,  on  substitue  la  même  valeur  de  x  dans 

la  fonction  F\  et  qu'on  ait  pour  résultat  F'  (x)  =zM  'i-  N  v^—  i .  Si 
l'on  prend  une  indéterminée  œ  réelle  ou  imaginaire  ^  mais  très-petite 
par  rapporta  v/(**+  S*),  il  est  clair  qu'en  fsdsant^cssâ^^"  ^t/*^  i  +^f 
et  rejetant  les  puissances  supérieures  de  «^  on  aura 


Maintenant  »  étant  à  volonté,  on  pourra  fidre 

•  (ilf+iV^»/--i)=  — «CP+ÇZ—O»  - 

n  étant  une  fraction  positive,  plus  ou  moins  petite^  dont  la  quantité  poomi. 
être  fixée  postérieurement.  On  aura  ainsi 


où 


û>^  donnera  d'une  manière: 


Et  la  valeur  corrigée  x  =  a  -f-  6  |/— *  i 
approchée 

quantité  moindre ,  dans  la  proportion  de  ï  — •  /i  à  i ,  que  le  résultaf 
obtenu  en  supposant  jc  =  a  -f-'C  v^—  i.  (Juant  à  n,  il  peut  être  pris 
à  volonté^  de  manfière  cependant  que  «  soit  toujours  assez  petit  par 
rapport  à  v/(**  +  ^*)-  Si  P  et  Q  étaient  déjà  très-petits  par  rapport  a 
M  et  Ny  on  pourrait  prendre /» '===  i ,  et  là  seconde  Valeur  approchée 
a  -f.  6*  y/ —  I  +  û>  s'accorderait  avec  celle  qu'on  trouve  par  la  métîibdé 
ordinaire  (n**  ii8),  en  supposant  ^ue  a-f-Ç  v^—  i  est  une  première 
valeur  approchée  dé  -x.  Mais'  ibrSquè"  P  et  Q  ne  seront  pas  très^petits 
par  rapport  à  M  et  JV,  on  lie  prendra  pour  n  qu'une  quantité  moindi^ 
que  l'unité^  et  assez  petite  pour  que  oà  soit  contenu- plusieurs  ioiû  dani 
et-^Ç  {/ —  1  ,  ce  qui  laisse  beaucoup  de  latitude  dans  le  choix  (i).        ^ 


(i)  Quand  on  compare  en  grandeur  deux  quantités  imaginaires  telles  que  a  -|-  C  ^—  i.^ 
fji+v  \/ —  1  »  la  comparaison  doit  b'entehdre  Btulement  des  quantités  réelles  V^(«'+^)» 
|/^^«^t«)  ^  qui  leur  serviraient  de  facteurs^  si  elles  étaient  réduites  i  la  forma 
r(cosp+  V^-^i  sinf). 


PREMIÈRE  PARTIE.  i55 

La  valeur  ainsi  corrigée  de  x  étant  représentée  de  nonTeau  par 
a  +  ^  t/ —  I ,  si  on  la  substitue  dans  les  fonctions  jPet  -P,  on  en  dé- 
duira semblablement  une  seconde  valeur  corrigée ,  au  moyen^  de  laquelle 
le  nouveau  résultat  P  -f"  Q  V^"^  ï  sera  encore  diminué  dans  le  rapport 
I  —  /x  à  I  ;  et  on  continuera  ainsi  indéfiniment  jusqu  a  ce  que  F(xj 
se  réduise  à  une  quantité  très-petite  ^  auquel  cas  ^  on  pourra  faire  >i  =  i  ^ 
et  l'approximation  deviendra  très-rapide. 

U  faut  bien  observer  que  par  la  nature  des  quantités  imaginaires ,  la 
diminution  progressive  de  F{n)  ne  pourra  être  sujette  à  aucune  limite  ; 
en  effet  y  quand   même  on    aurait  Af=o  et  iV=:o^   c'est-à--dir9 

dF  m 

-j-  s=  o  ^  la  substitution  dé  x  s=:  a  -f-  b  |/— -  x  étant  fidtë  dans  les  fonc- 

^^^^  ùSa?^  — ^^'  ^^^*  '  ^^  parviendra  nécessairement  à  un  terme  qui 
ne  8*ëVanOuira  pas.  Alors  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

oùFon  pourra  fidre  fl>*(r-f- f^l/—.i)=:  —  ii(P+ Qv'—i).  Pour 
déduire  de  là  la  valeur  de  a»  ^  soient  déterminés  r  et  /x  de  manière  qu'oa 

ait  r  (cos;t  4-  v/p—  i  8În;t)  sa*— n^y^^^|  )  >  On  aura  donc. . .  .- 

m^  s=  r(cos  ft  +  ^/—  i  sin/t) ,  d'où  résulte  ot  =  r^  ^cos  t-  +  v/—  x  ^î^^^^ 
Ainsi  en  fidsant  a;  =s  a  4*  ^  ^"^  1  +  ^>  o^  &^^^  ^  trèft-peu prèa 

V  ■ 

F(ar)  =  (i— »)(P  +  Q/— i). 

Donc  en  diminuant  continuellement  F{x)  par  des  opérationa-  semblable^ 
répétées  cônrenablement,  il  est  clair  qu'on  parviendra  à  une  valeur  de 
F{x)  aussi  petite  qu'on  voudra ,  et  alors  la  valeur  de  x  sera  connue. 

U  est  démontré  ainsi  d'une  maxiière  tout-4L-'la-fois  simple  et  directe  , 
qu'une  valeur  de  or  de  la  forme  êu+C]/"^!  peut  toujours  satisCdre  à  Téqua* 
tion  proposée  F^x)  =  o  ;  et  cette  valeur  se  réduit  à  une  quantité  réelle 
lorsqu'on  a  f  =  o. 

IVÛs  en  général  x  doit  être  supposée  d^  la  fbrm0  €l^C  V^—  i>  ce 
qui  fournit  une  nouvelle  démonstration  du  théorème  concernant  la  fonae 
des  racines  imaginaires  des  équations;  démonstration  qui  a  Uçu  C^V 

toutes  sortes  d'équations  algébriques  ou  transcendantes. 


2«l 
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P 


W"»*- 


î      I       I   I  ■        ■  I         I *^ 


§  XV.  BÀsolution  en  nombres  entiers  de  V équation  indêterritiné^ 


(lao)  i^ous  supposerons  que  cette  équation  a  été  préparée  de  la 
manière  indiquée  n?  75^  et  qu'ai  conséquence  on  peut -considérer  ^  et 
z  comme  premiers  entre  eux^'  ainsi  que  z  et  H.  Cela  posé^  on  pourra 
faire  seinblalodenient  jrssfts-^^-ffUf  ^  é^MnX  on  .notnhre  compris  entre 
—  jjET  et  +«^^f  substituant  cette  valeur  dans  Téquatipn.  proposée, j  .et 
divisant  tout  par  jff,  on  aura 

4- (»ZÔ*-' 4- («— 1)  JIffl— • -f- etc.)  3"~'« 

t 

+  etc. 

•  ,  •        •  •        -  p  ■  . 

Mais  z  ti  H  étant  premiers  entre  eux  ^  cette'  équation  ne  peut  subsister^ 
a  moins  que  -^ ne  soit  un  nombre  entier;  c  est 

la  condition  qui  sert  à  déterminer  9.  On  essaiera  donc  successivement 

pour  8  ioi^s-  les  nombres  entiers  compris  depuis -7-^^  josqo'àj.-hs^^ 
$t  s'il  ,1^'en  e^t;  aucun  qui  rende  Zfl'7hAfÔ^'+iV'fl'^*-f-.etc.  divisQdç 
par  JSTi  pn  en  çonçl^ira  f^veç  .çertitifide  que  .Féquation  proposée  ii^est 
pas  résoluble  ea  nombres  entiers;  mais  si  on  trouve  un  ou  pluAçiprs 
nombres  qui  satisfont  à  cette  condition^  on  aura  à  résoudre  uItéiieu-7 
r^ent  ^  pour  chaque  valeur  de  d^  la  transformée  en  «  et  a^  qui  sera 
de  la  forme 

et  il  est  évident  que  chaque  solution  de  cello^î  eji  noàibrés  entiers^èd 
dontiéra  uiie'dé  là  proposée. 

Tout  se  réduit' par  conséquent  à  résoudre  une  équation  dé  mktûk 
forme  que  Téquation  proposée,  mais  dans  laquelle  le  second  membre 
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On  doit  supposer  que  le  premier  membre,  de  l*équatîon  proposée 
(avant  même  dy  appliquer  aucune  réduction)  n*est  divisible  par  aucun 
facteur  rationnel  ;  car  s'U  pouvait  se  partager  en  deux  facteurs  de  cette 
sorte^Tun  du  degré  m^  l'autre  du  degré  n-^m,  l'équatiou  pr6posée 
Sfi  décomposerait  en  deux  autres  de  la  forme 

Zy»  +  3fy^'a  +  JVj^-^z*  +  etc.  =  ^ 
Zy-- 4.  ilfy-«r'z  +  iV^-r^'^s*  +  etc.  ==:^^ 

^  étant  un  diviseur  de  11^  de  sorte  qu'alors  le  problème  deviendrait 
entièrement  déterminé. 

II  s'ensuit  évidemment  de  cette  supposition  y  que  le  premier  merabra 
as"4-fc*""*i(f-f.c»"~*tt*+etc.  de  la  transformée ,  n'est  point  non  plus 
décbmposable  en  facteurs  rationnels.  Donc  il  n'y  aurai  aucunes  valeurs 
de  »  et  2  en  nombres  entiers  qui  pourront  rendre  ce  premier  membre 
égal  à  zéro;  et  ainsi  la  valeur  ±  i  est  absolument  la  plus  petite  de  toutes 
celles  qu'il  peut  recevoir  en  substituant  pour  jr  ei  z  des  nombres  en-- 
tiers  quelconques  positif  pu  négatifi. 

'   (lai)  Cela  posé,  nous  allons  cbercber  ea  génénJ  quelles  doivent  être 
les  valeurs  de  /  et  11  pour  que  la  ibnctîon  homogène 

soit  la  plus  petite  possible.  Pour  cela,  imaginons  qu'en  résolvant  IVqiuis» 
tion  déterminée 

on  trouve  les  facteurs  simples  réels  x — a,  x — a%  x— «%  etc.  et  les 
acteurs  doubles  imaginaires  (jr — C)*"  +  jk',  (x — ^6^* -+->'%  ?tc.j  alors 

la  fonction  proposa  ar-f-^r'"'ié-f*'^^*'"VH"Ctc*  V^^  i®  désigne  par 
F(t,  u),  sera  égale  au  produit 

aÇt  —  au){t^^u){t—(L\) . . .. (/— ÊaH->*tt'0  (n— 6V+  /•a* )  etc. 

Supposons  que  lea  v^eurs  de  /  et  i«  qui  répondent  au  minimum  de  cette 
fonction  soient  t  z=ip  y  u:=qy  ensorte  que  ce  minimum  soit 

n  £siudra  donc  qu'en  prenant  pour  t  et  u  des  valeurs  en  nombres  en- 
tiers âfferecrtaé  dç  ^  et  9  (m  moîof  juaqn^i^  mnè  certHM  itmit^  ^  Ml  fit 
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F{p y  ^)<^P(iy  m).  C'est  ce  qui  ne  pourrait  avoir Keti,  si  chaque '1&6-« 
leur  de  F(^ty  u)  était  égal  ou  plus  petit  que  le  facteur  correspondant 
de  F(^p  y  ^).  Donc  il  y  aura  au  moîn^  un  acteur  de  F(t^  u)  qiiisefa 
plus  grand  que  le  Êièteur  correspondant  de  F{py  9).  Ce  ÊicYeur  sèm^ 
ou  l'un  des  facteurs  simples  réels^  ou  FunT  des  facteurs  doubles'  ixna^ 
ginaires. 

I*.  Soit  /— *fi(u  le  facteur  simple  plus  grand  que  son  correspondant 
p-^aj;  comme  les  nombres  t  et  u  ont   été  pris  à  volonté^  et  qu'on 

peut  supposcïr  par  conséquent  que  -  diffère  trè^peu  de  C,  il  en  ré-^ 
snlle  que  ^  doit  être  une  fraction  très-approchée  de  a  ^  et  on  peut  même 
conjecturer  dé  là  que  ^  doit  être  l'iine  des  fractions  convergentes  vers' 

la  racine  a.  En  eflTet.  si  ^ .  -1  ^  ^ont  trois  firaçtions  consécutives  con« 

vergentes  vers  ot^  il  a  été  démontré  n^  8^  que  queh  qiie  soieiit  \et 
nombres  t  et  u^  pourvu  seulement  que  u  soit  moindre  que  q^  ^  là  quan^ 
tité  t — Alésera  toujours  plus  grande  que  p  —  aq ^  ce  qui  satisferait ï 
la  condition  observée. 

.    K  '  •  ■  r  -  .  , 

a^rSoît  (/  — Cw)*-|->*tt*  le  ïacteur  double  imaginaire  plus  ^and 
que  son  correspondant  (/?  — ^9)*  +>*9*;  nous  supposerons  qu'on  d;  prîi" 
UK^qy  alors  il  faudra  ^  plus  forte  raison  que  t — Çu  soit  plus  grand 

^e  pr^Cq.  Or  c'eàt  ce  qui  aura  lieu,  si  ^  est  Tune  des  fraction»  conr 

vergentes  vers   la    quantité  €,   partie  réelle,  de  la  racine   imaginaire 

{lia)  Revenons  à  la  considération  du  premier  cas ^  et  supposons  qu'om 
ait  pris  ^=/?*,  ai=y*,  2-  étant  la  fraction  convergente  qui  précède 

^  çt  gui  est  donnée  par  le  développement  de  celle-ci  en  fraction  cbn?» 
tinue.  Il   faudra  donc  que  p'' — etq''  soit  plus  grand  que  p—euf,  ou 

qae  ^ --^  soit  plu&  grande  que  runité;  mais  d'ailleurs  cçtte  quantité 

p— *^      ■  ^  .     '        ■         . 

peut  être  négative  ou  positive^ 

Soit  d'abord  ^  "^^  =;— >r>  on  en  déduira  a===fi3LrE!  .    donc,     k 

famé  de  j'  positif  et  plus  grand  que  runité  «  ^  «t  ^  seront  deipc  fraoe» 
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dons  consécutives  convergentes  vers  a^etj  sera  le  <]uotieut*eoiiiplei 
qui  répond  à  la  seconde. 

/  En  second  lieu,  soit  ^— ^=:4-J^i  on  aura  à=2î~lE  .    haaîs.  il 

£iut  subdiviser  ce  cas  en  deux  autres ,  selon  que  /  est  >2  ou  <!i. , 
Si  l'on  a  j'>  2,   on   fera  ^=  i  H-a,  a  étant  >  i  ,  et  on  aura.  .^, 

A  =  ^  ,  ^~^^ ;  donc  ^    ^^ .  ^  seront  encore  deux   firactîons  consécu^ 
9*-*-^— 9  9—9     9 

iives  convergentes  vers  a,  et  s  sera  le  quotient-comj^et  qui  répond 
k  la  dernière.  . 

Dans  ces  premiers  cas,  qui  présentent  déjà  une  grande  latitude ,  il 

est  donc  prouvé,  d'une  manière  directe  çt  fori  sîm(>le,  que  ^  est  une 
fraction  convergente  vers  la  racine  a. 

U  reste  à  examiner  le  dernier  cas.  où  Ton  a^  <  2.  Soit  alors^=  i  H — , 
s  étant  toujours  >- 1 ,  on  aura 

C9'-V)*+9""<9-9')(*  +  0+9'' 

idonc  ^,  ^^^  seront  deux  fractions  consécutives  convergentes  vers  a  (i^ 

et  le  quotient-complet  qui  répond  à  la  dernière  sera  a  + 1 ,  quantité 
fluB  grande  que  à.  •  •  *  ' 

Il  faudrait  que  lé  quotient  fdt  seulement  i  plus  une  fraction,  pour 

que  5  fiit  la  fraction  convergente  qui  suit  2^^^;  et  puisqu'on  a  ;5-f-i>i, 
il  s'ensuit  que  dans  ce  dernier  cas  ^  ne  peut  plus  être  une  fraction 
c^^  .^,.,  n„i^.^J^.^..u  ».  »e. ...  ^ 

la  différence  entre  -  et  2 — L  n'est .  que  -; — -=:  ,  on  voit  que  2'  est  tou- 

9       9—9  ^      9^9— <r)^  ^      9 

jours  une  valeur  fort  approchée  de  la  racine  et. 

Soit  /?— /^iis'îr,  y— -y^ss^,  nous  pourrons  représenter  par  ^,  -^ 


«M^^aMMi 


'  (O'On  suppose  p-^p^^P^i  ^en  eifet  le  développement  de ^  en  fraction  con- 
tinue donne  une  suite  de.quotîens  dont  le  dernier' peut  être  supposé  à  Volonté  plus 
grand  que  l'unité  ou  égal  à  Funité.  Or  si  on  le  prend  plus  grand  que  l'unité  |  p  no 
sera  pas  moindre  que  ^p^+jf^,  et  aiim  on  aura  P*— p**^^* 
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-7 ,  trois  fractions  consécutive»  convergentes  vers  ce  j  et  parce  que  y' 

tombe  entre  <p  et  ^',îl  est  clair  qi^'on  aura  (n*8)  p — aq^ic^^a^. 

Mais  en  faisant  t:s=:'7Cy  uz=z^^  il  faut  qu'on  ait  FÇtc^  ^)  '^^FÇp,  y), 
puisque  celle-ci  est  un  minimum;  donc  il  y  aura  dans  là  valeur  ds 
F^-x ^  f)  qûelqu'jiutre  facteur  ^Tr^-^a'^  plus  grand  que  le  fiiicteu^  cor- 
respondant p'i-^OL'q. 

'    Or  de  ce  que    _  7  est  plus  grand  que  l'unité ,  et  peut  être  d'ailleurs 
positif  ou  négatif^  on  conclura  comme  ci-dessus  que  -  est  une  fraction 

convergente  vers  a ,  ou  quau  mpms  on  a  a  =5  /      -  w   V  \jl1A  >  *  «tant 
positif  et  >  I  ;  de  là  résulte^  en  substituant  les  valeurs  de  ne  et  f  ^ 


>  I  ;  ï  I 


(car  on  suppose  toujours  ;>œAt**)K;' +;?••).  Donc  î^,  ^  seront  deux 
fractions  consécutives  convergentes  ver^  «''^  et  la  fraction  suivante  sera 

^[t+il^)+^  ^^?S$5  ^  *  ^^*  l'entier  compris  dans  z.  Et  puisque '9 
tombe  entre  ^  et  ^k^q^  il  s'ensuit  quW  aura  ^  — ««'y*  <  p^^i^tf» 

Le  même  raisonnement  s'applique  aux  autres  racines  a'^  «%  etc.  '  et 
même  aux  quantités  ^^  ^y^\  etc.;  il  en  résulte  pour  conclusion  gé* 

nérale,  que  la  fraction  -y  qui  répond  au  minimum  de  la  fonction  pro- 

.posée^  doit  être  comprise  parmi  les  fractions  convergentes  vers  l'une 
des  racines  â,  n'y  ajy  ou  vers  l'une  des  quantités  C,  Q!y  €%  etc.  Car 
si  eHe  n*est  pas  comprise^  il  &u4ra  que  les  cMiditîoafi  tuinntes  soînit 

réunies. 

•     «     • 

I*.  Que  la  quantité  K^T^  relative  à  une  Tacine  déterminée  a  y  soit 
comprise  entre  +  i  et  +  a. 

2\  Oue  toutes  les  quantités  analogues  ^^^7     ^  ^^^T %  etc>  ^^^ J^» , 

^  j--^y  etc.  relatives  aux  autres  racines  y  soient  ph»  petites  que  rtnilé* 

Mais  oek  p»»é ,  a  parait  impo6«We  que  U  quaaUté  ?^^  ipii  est 
composée  du  produit  de  tons  les  ficteurs 

]r-"»q'  if^—t'r  ]^~«V  (p'~C^)«4-?^''    ^- 
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soit -pltt9  grande  que  rouité^  comme  elle  doit  l'être,  si  F(jrj  ^)  est  un 
minimum. 

En  efietjj  puisque  la. différence  enb^  -  et  ^  n*csi  que  —,  èl  que  ^, 

est  une  fira^tioYi  convergente  vers  a,  il  suffit  que  parmi  les  racines  a\ 
«%  etc,  et  les  quantités  €,  €\  etc.  il  y  en  ait  une  ou  d'un  signe  contraire 

de  A,  ou  dont  la  différence  avec  et  soit  sensiblement  plus  grande  que  — ;; 

alors  si  a'  est  cette  racine ,■  le  iacteur ^  ■  ■  ,°^^  sera  à  peu  près  —  et  ainsi 
sera  moindre  que  \;  et  si  C  est  une  quantité  assez  différente  de  et,  le  facteur 
.■  ^_  ^^  A  '7^   ,  ^  se  réduira  encore  à  frès^peu  près  à  f  — J  ,  et  sera  par 

conséquent,  plus  petit  que  j-  Donc  dans  la  râleur  de   J .■  '■  ^  ^-  ,  il  n'y 

aurait  qu'un  facteur  plus  grand  que  Tutihé ,  mais  moindre  que  2  ;  tandis 
que  tous  les  autres  £aicteurs  seraient  plus  petits  que  Tunité,  et  que  parmi 
<:eux-ci  il.s'en  trouverait  au  moins,  un  plus  petit  que  },  ou  même  plus 

petit  que  \;  donc  cette  quantité    J}r'''"\  serait  plus  petite  que  l'unité , 

ce  qui  est  contraire  à  la  supposition  faite  que  I^(p^  q)  est  un  minimum^ 

I}onc  enfin  (i)  la  fraction  ^  e$t  toujours  une  fraction  convergente  vers 

Pime  des  quantités ^  te,  «',  a*» ..€,€"...  etc- 


(isS).  Là  condition  qu'où  vient  dé  démcmtrer^  ne  détermine  point 
encore,  le  minimuin  qu'on  ohercfae ,  elle  indiqué  setdement  un  ordre  de 

quantités  parmi  lesquelles  il  £aiut  chercher  la  fraction*^  propre  à  donnei^ 

ce  minimum.  Voici  en  conséquence  le  procédé  qu'il  faut  suivre. 

Développez  en  fractioii  continue'  successivement  chacune  des  racines 

réelles  a  de  l'équation  ax"  +  bx'^r^  H-.  • .  A^  =  o. 

*  *  * 

Développes  de  même  clràctme  des  parties  réelles  €  des  racines  imagi- 
ftaîi'es  de  la  tnèdie  équation.    ' 


I 

t 


(1)  On  trouve  rette  proposition  dans  les  additions  4  l'Algèbre  d*£nler ,  n®  sàS,  mais 
fe  savant  auteur  n'est  pôifit  entré  dans  le  détiail  de  la  démonstration.  II  en  a  donné 
toMfpmir  le  cas  où  le  minimum  est  1 ,  dans  les  Mém.  de  Berlin  Jân.  1768;  mais  il 
y  a  quelque  diiTérenca-dans  Ténonfié,  en  ck  qui  conceinc  les  quantité  fi  C,  etc. 
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Pren62  successivement  pour  ^  toutes  les  fractions  convergentes  qui  ré^ 

0ultent  de  ces  diverses  opérations^  et  substituez  les  valeurs  de.  jp  et  ^ 
dans  la  fonction  proposée.  Vous  aurez  autant  de  résultats  qui  chacun 
dans  son  ^enre  sont  une  sorte  de  minimuM;  le  plus  petit  de  tous  ces 
résultats  ^  ou  le  minimum  minimorum  ^  sera  donc  celui  (pi*il  s'agisiait  d» 
déterminer. 

R  E  M  À  K  Q  V  15      I. 

(i34)-  Sî  1^  racine  réelle  a  ^  ou  la  partie  réelle  f  d^uné  radiie  îmagi^ 
naire  est  négative,  on  fcça  son  développement  en  fraction  continue^ 
comme  si  elle  était  positive  ;  mais  ensuite  on  affectera  chaque  fractioi^ 

convergente  du  signe  — «  avant  de  la  prendre  pour  ^.        • 

Ici  se  présente  la  question  de  savoir  lequel  des  deux  termes  p  et  ê 
èera  pris  négativement.  Cette  question  est  facile  à  résoudre  :  si  Texpo^ 
sant  n  de  Féquation  proposée  est  un  nombre  pair,  il  est  indifférent  à^ 
figiire  porter  le  signe  -^  sur^l'un  ou  sur  l'autre  des  deux  termes  p  et 
y ,  et  la  quantité  a;?"  +  i/?""'y-f'etc.  restera  absolument  la  même;  JSî 
%ji  contraire  l'exposant  n  est  impair ,  la  quantité  ap""  +  bp'^^q  ^  etc. 
conservera  -la  même  valeur ,  mais  changera  de  signe ,  lorsqu'au  lieq 
de  prendre  p  positif  et  jf  négatif,  on  prendra  p  négatif  et*^  positif; 
ou    en  général  lorsqu'on  changera  k-la-»fois  le  signe  de  p  et  celui  de  9. 

De  lli  on  volt  que  dans  le  cas  de  n  impair  y  l'équation  apF-^p^^^q. , 
4-  ktf  =  +  ZT,  est  toujours  résoluble  en  méuae  'tetups  que  TéquaticHi 


,    jEl.E  M  Â  a.Q  u  s    IL 


i  ' 


(i2i5)  Si  on  développe  fia  fraction  continue  chaque*  racine  «>  par 
la  méthode  exposée  ci-^dessus  (n"*  100),  on  pourra  se  dispenser  de  cal-r 

culer  la  valeur  de  F{py  q)  pour  chaque  fraction  convergente  ^  ;   en 

effet  la  transformée  qui  répond  k  la  fraction  ^  étant  Az^+Bz'^^^^-eicjsso^ 

le  premier  coefficient  A  de  cette  transformée  sera  précisément  la  va-* 
leur  de  FÇp^q);  donc  il  suffira  de  jeter  les  yeux  sur  le  pre^lier  terme 
4e  chaque  transforynée  pour  jayoip  le  minimum  demandé. 
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La  même  cliosô  aurait  lieu  à  Tégard  des  quantités  ^^  si  On  faisait  leur 
développement  au  moyen  de  Téquation  dont  elles  sont  des  racines  réelles. 
Mais  comme  cette  équation  est  pour  l'ordinaire  d'un  degré  trop  élevé^ 
il  conviendra  mieux  de  faire  ce  développement  par  le  moyen  d'une  va- 
leur approchée  de  S,  et  on  substituera  au  lieu  de  -^  les  fractions  con- 

vergéntes  qui  en  résultent  (n*  ii4)-  D'ailleurs  on  va  voir  que  le  déve- 
loppement de  ces  quantités  ne  doit  être  prolongé  que  jusqu'à  une  certaine 
limite. 

RevarqosIII. 

(126)  Les  opérations  indiquées  sont  les  mêmes  ^  soit  que  le  minimum 
soit  déjà  déterminé  y  comme  il  l'est  quand  on  se  propose  de  résoudre 
l'équation  aC"  +  be^^^u  +  ct^^u^. . . .+  Aa"  £=  db  i ,  soit  qu'on'  cherth^ 
simplement  quelle  est  la  moindre  valeur  dont  le  premier  membre  de 
cette  équation  est  susceptible.  Dans  le  premier  cas,  on  sent  bien  que  le 
problème  ne  sera  pas  toujours  possible.  Dans  le  second^  il  n'y  a  autre 
chose  à  faire  que  de  chercher  dans  plusieurs  séries  de  nombres  connus 
quel  est  le  plus  petit. 

Mais  dans  les  deux  cas  y  coname  l'opération  du  développement  s*étend 
à  l'infini  y  et  que  passé  le  second  degré  on  ne  connaît  aucune  loi  à  la- 
quelle soient  assujétis  les  quotiens  et  les  transformées  successives  y  il  est 
clair  qu'on  n'aura  déterminé  le  minimum  de  la  fonction  âr-f-&<'^'£<...-f-itiif 
que  dans  l'hypothèse  que  telu  n'excèdent  pas  les  plus  grands  termes  dei 
fractions  convergentes  calculées.  On  ne  pourra  donc  assurer  qu'un  mir* 
nimum  pareil  ou  même  plus  petit  (s'il  n'est  pas  déjàzbi)  ne  puisse  avoir 
lien  au  moyen  des  fractions  convergentes  ultérieures  dont  les  termes 
sont  plus  grands.  En  effet ,  on  ne  voit  rien  qui  empêche  que  même 
avec  de  très-grandes  valeurs  de  p  et  (fy  la  fonction  ap^^bp'^^q  -{^  tic. 
ne  se  réduise  à  l'unité  ou  à  un  nombre  fort  petit  ;  de  sorte  qu'à  cet  égard 
,11  ne  parait  pas  qu'on  puisse  assigner  de  limite. 

Nous  observerons  cependant  que  cette  grandeur  indéfinie  des  nombret 
/;  et  9  ne  peut  concerner  les  fractions  convergentes  qui  résultent  du  dé- 
veloppement de  la  partie  réelle  €  d'une  racine  imaginaire  Ç+y\/ — i. 
Car  un  acteur  tel  que  (/^— ^y)*+>*9*  ne  peut  diminuer  que  jusqu'à  na 
certain  point  ^  savoir ,  tant  que  la  diminution  de  la  partie  (p — Cf/Y  est 
plus  considérable  qiie  l'augmentation  de  Fautre  partie  y^'f/*;  mais  bientôt 
après  ces  facteurs  doivent  augmenter  rapidement.  On  voit  par  cette 
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raison  y  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  chercher  les  équations  dont  S,  €\  etc. 
sont  les  racines^  et  qu'on  peut  se  contenter ^  comme  nous  l'ayons  déjà 
dit^  d'une  valeur  approchée  de  ces  quantitlés» 

(127)  Supposons  que  ^soit  une  fraction  convergente  asseiE  approchée 

de  la  racine  a  y  pour  que  la  différence  -— ^«  soit  beaucoiip  plus  petite 

que  la  différence  entre  la  racine  a  et  chacune  de$  autres  racines  ou  par- 
lies  de  racines  cl  y  et". .  .Çy  é',   etc.;  alors  si  Ton  fait  pour  abréger, 

L  =  (et— a')  (*  —  ct') ÇT^T-h  >0  (a— C'-f-  y''/  etc. 

on  aura  à  très-peii  près  F(p ,  y)  i=  o^*  (p^^ei^yL.  Soit  »  le  quotient 
Complet  qui  répond  à  la  fraction  convergente-,  on  un  i}i     ihj       I 

jdonc  F(py  (j)  ±=iztLaL  .-SI — ^^ 


q^  r        ^  qz^q 


•  ^ 


q  ' 


*  Dans  cette  formule,  aL  étant  une  quantité  constante,  on  voit  que 
pour  que  F(py  q)  soit  un  nombre,  donné,'  il  faut  que  le  quot^t  iss  soit 
en  général  proportionnel  à  y"""*. 

Ainsi,  par  exemple,  si  on  veitit  que  F(pyq)  se  réduise  à  dp-i'^ 
comme  cela  est  nécessaire  dans  les  équations  que  nous  nous  sommée 
proposées,  il  fout  qu'on  ait  snbaZ^"""*  à  peu  près.  Telle  est  la  gran- 
deur des  quotiens  auxquels  on  reconnaîtra  lés  fractions  convergentes  qui 
satisfont  à  la  condition  du  minimum  F(py  q):=7t:i.  Cette  formule  sera 
surtout  utile  y  si  le  développement  d'une  racine  se  fait  npn  par  la  mér 
ihode  dès  transformées  successives,  mais  par  le  moyen  d'une  v^iir 
approchée  de  cette  racine  (n**  112).  ^ 

A  mesure  que  l'opération  du  développement  avance  y  la  valeur  de  ç 
atigriientê,  et  par  X!onaéquent  ceHe  de  z  (car  on  suppose  ici  /i^i),  de 
:Sorte  qu'il  devient  de  moins  en  moins  probable  qu'on  trouvera  le  quo* 
tient  z  nécessaire  pour  le  minimum.  Cependant  si  la  racine  a  est  très*^ 
peu  différente  d'une  ou  de  plusieurs  autres  racines  a/ y  o^y  etc.  ou  des 
quantités  S,  6^,  etc. ,  alors  la  limite  L  pourra  être  extrêmement  petite, 
et  il  ne  faudra  plus  un  quotient  aussi  considérable  z  pour  répondre  au 
minimum  de  F(py  q).  Cette  remarque  s'accorde  avec  les  propriétés  que 
nous  avons  déjà  exposées  (n**'  109  et  110). 

Supposons  en  second  lieu  que  -  soit  l'une  des  fractions  convergentes 
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rers  la  quantité  C  ;  supposons  en  même  temps  que  la  différence  entre 

et  f  soit  beaucoup  plus  petite  que  3^9  et  aussi  beaucoup  plus  petite 

qu  aucune  des  quantités  et,  af^  a'..,€\  C%  etc.*  Cela  posé,  si  l'on  fait 
pour  abréger, 

•  •       -  • 

on  aura  k  très-peu  près  F (p ,  ^) z=z  aq^'y^A*  Donc  si  on  veut  que... 

^(Py  y^^^ï^  il  faudra  qu^on  ait  ^=:?b — 7-;  ainsi  ^  ne  peut  sur- 

passer  )/'zrTzi  d'où  Ton  voit  que  le  minimum  sb  i  ne  pourra  avoir  lieu, 

k  raide>4cs  Baciaes .imaginaires,  que  dans  des  cas  très-limités,  lorsque 
y  on  A^. seront  très-petits,  c'çst-à-dire  lorsqu'il  y  aura  des  racine» 
presqu'égales.  En  même  temps  on  a  la  limite  du  dénominateur  q ,  au- 
delà  de  laquelle  il  est  inutile  de  prolonger  le  développement  de  la  quan» 
tité  C,  ainsi  que  l'essai  des  fractions  convergentes  qui  en  résultent. 

Nous  avons  déjà  donné  dans  le  paragraphe  précédent^  des  exemples 
de  la  résolutioa  .deS]'équ&tions  indéterminées  homogènes  dont  le  second 
membre  db  i  ^  nous  nous  contenterons  d'ajonter  un  nouvel  exemple  oà 
une  solution  est  donnée  par  la  racine  réelle ,  et  une  par  las  racinef 
imaginaires»  mi  . 

Exemple. 
(118)  Soit  prqppséde  trouver  le  minimum  Aeli  fonction 

r 

.    "  7#*  —  ttoPu  ^fSêStet^  — 94 1^  1 

je  considère fl'é^iu^ion  7^'^ixox*4*565^-i^94i  :;;s^o,sl  j^  «(iKMvrej 
après  qnekpiQs  •€Msi)s^  qu'elle  a  une  racine  rnédte  entre  5  et  4  9  ^t  deux 
racines  îaM^waires  .peu  di00?eo)te^^Atre  iiU^  Ytqmtlfi  4!éT^ppwu)at 
4$  la  iMciM  Méihà  m^  action  «çwtîoM  ^ 


-  • .      ■  •      ■      r 


4 


^ 
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1 05472^— 8458742i*—.i  658897 1«— 81 25689=0 

«te. 


I 

2 
I  . 

140 
I 
I 

4 

46 

I 

819 

6 

3 
etc. 


3 

4 
II 

i5 

âiii 

21  a6 

4a57 

»9074 
877404 

896478 

etc. 


X 

s 
5 

4 

563 

567 

ii3o 

5087 

a35i5â 

^40319 


On  voit  par  les  premiers  termes  des  transformées  ^  que  le  mînîmm/k 
+  1  a  lieu  lorsque^  =  15  et  u=4>  de  sorte  que  ces  yalieurs  satisfont 
à  réqtatioQ* 

'jfi — iiof*tt+565m» — 94î"^==i* 

Dans  le  reste  de  l'opération  y  on  ne  trouve  plus  de  transformées  dont  lé 
premier  terme  ait  pour  coefficient  i  ^  et  ainsi  on  .est  certain. que ,k  pre* 
mière  racine  ne  fournit  plus  d'autre  solution  de  Téquatioa  précédèiiie  ^ 
à  moins  de  supposer  le  nombre  {^beaucoup  plus  grand  que  819x240:^9; 
mais  par  cette  grandeur  même  y  il  parait  bien  peu  probable  que  l'opër»* 
tion  prolèhgee  fournisse. de  nonveUes  yaleulrs  de  /  et  ii.  Il  reste  à-'îdi^ 
velopper  en  fraction  continue  la  partie  réelle  des  racines  imaginaires^ 
Or  comme  l'équation  n'est  que  du  troisième  degré  ^  si  on  appelle  tf  la  r»-» 
cine  réelle'  dont  nous  venons  de  trouver  des  valeurs  approchées^  bipartie 
réelle  €  des  racines  imaginaires  sera  €=2^^  —  \a;  substituant  lavaient 
connue  de  ay  et  développant  le  résultat  en  fraction  continue ,  on  auM 
les  quotiens  et  les  fractions  convei^entes  vers  C  comme  il  suit  ^ 


Quotiens 5^     i,    55  y      1 

Fract.  converg.  -1     r>     -  ^ 


2S5 
56  > 


341 


ete. 
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Or  en  prenant  successivement  pour  -  ces  diverses  fractions   conver-i 

gentes^  on  trouve  que  les  valeurs  <=6,  tt=i^  donnent  encore  la 
minimum  -f- 1  ^  et  fournissent  ainsi  une  seconde  solution  de  Téipiatioii 
indéterminée  7/'—- 110^*11  etc.  :=  i.  Il  serait  inutile  de  prendre  pour 

-  d'autres  fractions  çonvei^entes  ^  parce  <pie  la  limito  trouvée  ci«desf us 
y  =:  ï/— ^  donne  à  très-peu  près  y=a  it 


■    '    •   • 


•t.  . 


■  ■  • 


f  là 
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f 

PROPFLÏÉTÉS  G^Ç^Jj^RAJ^ES  DES  W6MBRÎ55j^^ 


A 


§  I.  Théorèmes  iur  les  nombres  'premiers. 


\t 


•f        s    .1  .  .'fi       •••;» 


(fag)  Théorème,  w  J^i  u  est  un  nombre  premier,  et  J\r  un  nombre 
V  quelconque  non  divisible  par  ^,  je  dis  que  la  quantité  iV'":*  —  i  sera 

»  divisible  par  c,  déporte  qu'on  aulra =  entier  =  e  »  (i). 

Soit  X  un  nombre  entier  ^^elôontque^  si  on  considère  la  formule 
connue  * 

(i  H-x)^=  I  +^JP+^^7^«»'+^^^7^  ^cjf-'^jf  , 

il  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  de  cette  Suite ,  k  l'exception  du 
premier  et  du  dernier,  sont  divisibles  par  >o.  En  ^effet^  soit  ii/îe  coeffî- 

cient  de  jc",  on  aura  Mz=x = -ï— ,  ou  iHf.i.a.S.  #• 

/w=:c.c—i.c— 2.  .•£?  —  /»+ 1  ;  et  puisque  le  second  membre  est 
divisible  par  Cy  il  faut  que  le  premier  le  soit  aussi.  Mais  l'exposant  m^ 
dans  les  termes  dont  il  s'agit,  ne  surpasse  pas  c—  i  ;  donc.c ,  qui  <est 
supposé  un  nombre  premier ,  ne  peut  diviser  le  produit  i .  2 . 5 . . .  m  ; 
donc  il  divise  nécessairement  M  pour  toute  valeur  de  m  depuis  i  jusqu'à 
0  —  I .  Donc  la  quantité  (i  H-  xf  —i—^af  est  divisible  par  c,  quel  que 
soit  l'entier  x. 

Soit  maintenant  i  -f*  ^  =  ^  >  ^  quantité .  précédente  deviendra.  •  • 


(1)  Ce  théorème,  Tun  des  principaux  de  la  théorie  des  nombres ,  est  dû  à  Fermât; 
il  a  été  démontré  par  Euler  dans  divers  endroits  des  Mémoires  do  Péterabourgj  et 
TOtammeat  dans  le  Tome  I  des  Ko^i  commeiùarii. 
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N''^{N'^  i)'— I  i  et  puis^'elle  est  dirisible  par  c  j  si:  on  omet  le^ 
multiples  de  c,  on  aura  iV*  —  i  =  (iV— i)*,  oja  N''^N:s:z{Nr^\y^ 
(^N — i).  Mais  en  mettant  iV^— •  i  à  k  pkce  de  Ny  et  négligeant  tou-^ 
jours  les  multiples'  de  c^  on  aura  seidblablement  (iV —  i^— (iVT-i)=3% 
{N  —  a)''  — (iV^— a).  Gontinoant  ainsi' de  restes  égaux  ea  restes  égaux^ 
on  parviendra  nécessairement  au  reste  (JS  —  Ny  —  (N-r-N),  lequel  es^ 
éyidemmeni  aéro.  Donc  tonales  restes  préèédeus  le  sont;  donc  N'^^i^ 
est  divisible  par  c. 

Mais  N'  —  N  est  le  produit  de  iV  par  iV^""'  —  i ,  donc  puisque  N 
est  suppofté  non  divisible  par  c,  il  ûiudra  que  iV^"'  — -  i  soit  divisible 
par  o;  ce  qu^  il  fallait  démontren 

Corollaire.  Lorsque  c  est  un  nombre  premier  ^  on  satisfera  à  Téqua- 

tion ■• =  e  ^  en  prenant  pour  x  un  nombre  quelconque  non- 

divisible  par  c.  Donc  si  on  considère  seulement  les  valeurs  de  x  positives 
et  moiadres  que  c,  ces  valeurs  iseront  les  nombres  successifs  i  ^  a^  3^ 
4-  ^*  ^  — «  1  ;  et  si  on  considère  les  valeurs  ou  solutions  comprises  entr^' 
— •  I  c  «t  +  5  c,  ces  valeurs  ou  solutions  seront  dh  i  y  ztz  2y  db5..,. 

d=  (  \  Dans  les  deux  cas  y  les  solutions  de  Téqualioni  dont  il  s  agit^ 

sont  au  nombre  de  ^  —  i  égal  à  l'exposant  de  j:. 

«  4  "  • 

(f5o)  Théorème.  c<  Si  n  est  un  nombre  premier ,  le  produit 
>»  I  .a.S.  •  •  (a— *i)  augmenté  dune  unité  ,  sera  divisible  par  n.  >y. 

En  effet  9  il  résulte  de  la  théorie  des  différences  qu'on  a^  quel  qud 
soit  m  y  réquation 

.,.m=m"'— '— (711— i)'"^ (m— fl)* . ^ (m— 3>*+etc. 

Si  l'on  Êiît  m=zn —  i ,  et  qu'on  néglige  les  multiples  de  n^  on  aura^ 
suivant  le  théorème  précédent  y 

-»i"=i,    {w— i)"*=i,     (m — a)^=i,     etc;. 

Donc  le  produit  i»2.5..  .my  en  faisant  les  mêmes  omissions  y  se  réduit 

«  ,    .771 .  771  —  1  771 .  771—1  .  77ï— 3     •  .  i  il.  i 

a  I — /«H "^  ": 5 f- ^tc,  le  nombre  des  termes   de 

cette  suite  étant  m.  Mais  ces  m  termes  composent  la  puissance  dévelop- 
pée (i — t)"  moins  son  dernier  terme,  qui  est  +  i,  parce  que  m  est 
pair.  Donc  la  somme  des  termes  en  question  =i=(i — i)*"— ^iss-^i, 
Do|^  la  quantité  1.2.5 C'*— i)  + 1  est  divisible  par  n^- 
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*  (i5i)  Ce  théorème,  dont  Waring  Êdt  mention  dans  ses  Meditationes 
jilgebraïcœ ,  et  dont  il  attribue  la  découverte  à  Jean  Wilson  y  a  été  dé* 
montré  pour  la  première  fois  par  Lagrange  dans  les  Mémoires  de  Berlin^ 
année  1771  >  et  ensuite  par  Euler  dans  ses  Opuscula  Analjrtica,  Tom.  7. 
II  est  surtout  remarquable ,  en  ce  qu'il  n'a  lieu  que  lorsque  n  est  un 
xiombre  premier.  En  effet  y  s\  n  est  composé  de  deux  facteurs  quel- 
conques inégaux  ae\,by  ces  deux  Êideurs  se  trouveront  nécessairement 
tous  deux  parmi  les  nombres  i,  !x  y  3,.«.(/i— -i),  et  la  quantité 
I  .a,5. .  .(/z— i)  +  i  divisée  par  tiy  laissera  pour  reste  4-i.  La  même 
chose  aurait  lieu  y  quand  même  n  serait  égal  au  produit  des  deux  fac- 
teurs égaux  a  X  ^  ;  car  alors  a  et  2a  se  trouveraient  dans  la  suite 
I,  2,  3,.,/i-»-i.  Donc  le  produit  de  ces  nombres  serait  divisible  par 
if  on  n,  et  ce  produit,  augmenté  dune  umté ,  laisserait  pour  reste  i. 

On  peut  déduire  de  là  une  règle  générale  et  in&illible^  pour  recoii-« 
naître  si  un  nombre  donné  n  est  premier  ou  s'il  ne  l'est  pas;  Pour  cela  ^ 
il  faut  ajouter  une  unité  au  produit  i.2i.5...(/i — i);  si  la.sonmie  est 
divisible  par  riyXe  nombre  /^  sera  premier  ;  si  elle  ne  l'est  pas  y  le  nombre 
n  sera  composé.  Mais  quoique  cette  règle  soit  très-belle  in  abstracto^ 
elle  ne  peut  guère  être  utile  dans  la  pratique  ^  attendu  la  grandeur  énomui 
à  laquelle  s'élève  bientôt  le  produit  i  .â.S,  »  •(/i>— ^i). 

Observons  que  les  nombres  «— i,n — 2,  n — 5,  etc.  considérée 
comme  restes  de  la  division  par  Uy  sont  équivalens  aux  restes  -— i^'  — -:i^ 
—^9,  etc.  ;  d'ailleurs  n  étant  supposé  impair  ^  le  nombre  des  ficteurs 
1^2,  5...n-^i   sera  pair.   Donc  le  produit  i.a.S*.  •(»— i)^  divisé 

par/i^  laissera  le  même  reste  que  dbi*.2*.5*...(2-^^J  ,  le  signe  am- 
bigu étant  -f-  lorsque  n  est  de  la  forme  4^-4*  <  ^  ^t  -*«  lorsqu'il  est  dé 
la  forme  4^-f-3. 

Donc  i"*.  si  le  nombre  premier  n  est  de  la  forme  4^-f*i,  la  quan^ 
tité  (1.2.5, .»  ^  J  nj-  1  sera  divisible  par  n.  On  connaît  donc  ainsi 
uviÂ    une  somme  de  deux  quarrés  a*  + 1  dont  n  doit  être  diviseur. 

a*.  Si  le  nombre  premier  n  est  de  la  form9  4^+3,  la  quantité 
M  .2.5...  — ~)  —  1  sera  divisible   par  /i ,  et  par  conséquent  n  doit 

diviser  l'une  ou  l'autre  des  deux  <|uantités  i,:i.5  . .. ,  ^^l::^^ -f- i  ^ 


\ 
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(1Z2)  LsMBrc.  (c  Soit  c  ua  nombre  pre9)ier^  et  Pnn  polynôme  du  degré 

»  /Ttdontles  coefficiensisont entiers, savoir, P==«taf*+bJï:'*"'4^Jt^"* 

11  je  dis  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  de  m  valeurs  de  x ,  comprises  entre 

w  H-jc  et  — ^c^  qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  c.h 

Car  soit  k  une  première  valeur  de  ar  qui  rende  P  divisible  par  o ,  on 
pourra  faire  P=(jc— .A:)/^-!-^^,  et  on  aura  pour  jP  un  polynôme  en  a: 
du  degpé  m  — - 1  •  Soit  fif  une  seè^de  vjdaur  de  x  qui  rende  P  divisible 
par  0,  il  faudra  que  cette  valeur  rende  (x — k)P^  divisible  par  c.  Mais 
le  facteur  x— A,  qui  devient  A' — A:,  ne  peut  être  divisible  par  c,  puis- 
que k  et  k'  sont  supposés  chacun  plu|^  petits  que  j  c  ;  donc  P  ne  pourra 
être  divisible  une  seconde  fois  par  c ,  à  m'oins  que  P'  ne  le  soit.  Le  po« 
lynome  P  du  degré  m  n'admet  par  conséquent  qu'une  solution  de  plus 
que  le  polynôme  P'  du  degré  m  —  i  ;  donc  il  ne  peut  y  avoir  au  plus 
que  /n  valeurs  différentes  de  x,  comprises  entre  jC  et  '^-jc,  qui  rendent 
P  divisible  par  c. 

Nous  regarderons  comme  solution  ou  racine  de  l'équation  —  =  e  ^ 

toute  valeur  de  or,  comprise  entre  -f-jc  et  — ic,  qui  rend  lé  premier 
membre  égal  à  un  entier.  Le  nombre  de  ces  solutions,  qu'on  pourrait 
prendre  aussi  enlrdLo  et  /?,  ne  doit  jamais  surpasser  l'exposant  m\ 
comme  il  vient  d'être  démontré  ;  mais  d'après  une  solution  telle  que 
x  =  A:,  on  peut  faire  plus  généralement  x=:^  +  rj3,  et  toutes  les  va* 

leurs  de  x  renfermées  dans  cette  fom^ule,   satisferont  à  réquatii>a 

P 


pH  0  /"vvco^  t 

r 


(i33)  THEORiènnE.  ti  Soit  toujours  cxm  nombre  premier,  et  P  un  po^ 
i)  lynome  du  degré  m,  lequel  soit  diviseur  du  binôme  x^""'  —  1  ;  je  dis 
»  qu'il  y  aura  toujours  m  valeurs  de  a: ,  comprises  entre  •4"!^^^  — i^i 
a»  qui  rendent  ce  polynôme  divisible  par  c»  » 

Car   soit  ar*""*  — i  =-PQ,    Q  étant  un  autre    polynôme   du  degré 

i.  Puisqu'il  y  a  c — i  valeurs  de  x,  savoir  db  i  ,=fca,d:  5  • .  .r^ 


qui  rendent  le  premier  meiàbre  divisible  par  c ,  il  faut  que  chacune  de 
ces  valeurs  rende  P  ou  Q  divisible  par  c.  Parmi  ces  c —  i  valeurs ,  il 
ne  peut  y  en  avoir  plus  de  m  qui  rendent  P  divisible  par  c>  parce  que 
P  n'est  que  du  degré  m;  il  ne  peut  non  plus  y  en  avoir  moins  de  m  ^ 
car  alors  il  y  aurait  plus  de  ^  —  i  — /w  valeurs  de  x  qui  rendraient  Q 
divisible  par  c;  ce  qui  est  impossible,  puisque  Q  n'est  que  du  d^gré 
c— -I— -/n.  Donc  le  nombre  de  valeurs  de  «r  qui  rendent  indivisible 


b 


s^ 
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par  c,  et  ^juî  sont  comprises  entre  +¥^  Çt  — ^c,  est  précisément  m^ 

Remarque,  La  même  proposition  aurait  lieu,  si  P  était. diviseur  de 
jf""'  —  1  +ciî,  /î  étant  un  polynôme  d'un  degré  quelconque 


(i54)  Théorème,  w  Si  le  nombre  premier  c  est  diviseur  de  Jtr*-|-if, 
I)  iV^  étant  un  nombre  donné  positif  ou  négatif,  je  dis  que  la  quantité 

n  ( — N)  •  —  1  doit  être  divisible  par  c;  et  réciproquement  si  celte 
»  condition  est  remplie,  il  existera  un  nombre  x  (moindre  que  \c)  tel 
u  que  0**+-^  sera  divisible  par  c.  (On  excepte  le  cas  de  c=2,  et 
vè  celui  011  N  est  divisible  par  c.)  n 

Car  I*.  si  c  est  diviseur  de  jc*-f-iV,  on  aura,  en  on[iettant  les  mul— 

tîples  de  c,  à:»=:— iVj  donc  af^^  —  ï  =  ( — ^)  *  —  !•  Le  premier 
membre  e$t  divisible  par  c,  donc  le  second  doit  l'être  également. 


e— I 


:2*.  Si  on  suppose  que  (-^iV)  *  — i  soit  divisible  par  c,  je  fais  cette 

c— I 

quantité  =£?r,  ce  qui  donnera  af^^-^i — cr:=:af^^  —  ( — iV)  •  •  Maïs 
si  l'on  fait  pour  un  moment  c  —  i  =  ai ,  —  N  :=r  M,  le  second 
membre  devient  x*^ — ilf*,  lequel  est  divisible  par  x' — Af  ou  a^^+iV. 
Donc  x*'}*N  divise  également  le  premier  membre  x^"* — i  — cr.  Donc 
(n*  i33)  il  y  a  nécessairement  deux  valeurs  de  :r,  moindres  que  |Cj 
qui  rendent  x^^JV  divisible  par  c;  ces  deux  valeurs  n'en  font  propre» 
ment  qu'une  ,  parce  qu'elles  ne  difierent  que  par  leur  signe» 

Remarque.  Nous  avons  démontré  que  N  étant  un  nombre  quelconque  ^ 
et  c  un  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  iV,  la  quantité  iV*""*  —  i  est 
toujours  divisible  par  c;  cette  quantité  est  le  produit  des  deux  facteurs 

N~^  I,  iV''— 'X;  il  fiiut  donc  que  Tun ou Fautre  de  ces  deux  fact€tars 


e— I 


soit  divisible  par  c;  d'où  nous  conclurons  que  la  quantité  N^    idivisée- 
par  c,  laissera  toujours  le  reste  4- î  ou  le  reste  — •!• 


(i35)  Comme  les  quantités  analogues  àl^  ^  se  rencontreront  Jréfimmr 
ment  dans  lecours  denos  recherches ^  nous  emploirons  le  caractère  abrégé  f — j 


c — t 


pour  exprimer  le  reste  que  donne  N  *    dwiséepar  e;  reste  qui,   suiwnt 
ce  qu^on  vient  de  voir,^  ne  peut  être  que  -f- 1  ow  -7^  x»  '  '^ 
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—  j  le  nombre  N  est  un  nombre  quelconque  po- 
sitif ou  négatif 9  mais  c  est  toujours  un  nombre  premier^  3  excepté. 

Lorsque  c  est  un  nombre  premier  4^+ 1  y  l'exposant  -^  est  pair  ; 
au  contraire  cet  exposant  est  impair  ^  lorsque  c  est  de  la  forme /('H"^* 
Dans  le  premier  cas  ou  doit  donc  avoir  f J  =  f—  K  et  dans  le  ^cond 

Une  expression  telle  que  ( )  est  toujours  le  produit  des  deux  ex- 

prèssioM^^,    (^Y  Car  soit  ^^^  =/t  et(^)=r,  le  sens  de  ces 

^expressions  indique  assez  qu'on  peut  feire  M  ^  ssmc-j-^t^iV*  ss/ic+r,* 

m  et  n  étant  des  entiers;  de  là  résulte   (MN)  *  =:(mc^-/t)(/^dr+r), 
et  il  est  visible  que  le  second  membre  divisé  par  c  laisse  le  re3te  /ty; 

donc  on  a  \—^  =  (—) •  T-O i  et  ainsi  pour  un  plus  grand  nombre  de 
facteurs. 

j ,   qui  est  la 

jBeme  chose  que  Ç—j  x  (—)  >  est  toujours  égale  à  + 1 ,  puisque  chaque 

fecteur  C~j  ne  peut  être  que  + 1  ou  — *  i. 
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es 


§  IL  llôùherche  de  la  forme  qui  cônmentaux  dii^ùeurê  delà 

formule  t^-f-aa*.  ^ 


(i  56)  VJa n  s  la  formule  /'  4-«"%  ^^^^  regarderons  a  comme  un  nombre 
donné  positif  ou  négatif  ^  et  nous  supposerons  oue  t  et  u  sont  deux 
.indéterminées  auxquelles  on  peut  attribuer  toutes  les  valeurs  possibles 
eji  nombres  entiers  positif  ou  négatifs  ^  mais  avet  la  condition  e$sen- 
'tiélle  que  t  ei  u  soient  premiers  entre  eux.  En  effet^  sans  cette  condt- 
tion  tout  nombre  pourrait  diviser  la  formule  ^'-f-aa',  et  il  n'y  aurait 
par  conséquent  aucune  forme  particulière  qui  caractérisât  les^  diviseurs 
de  cette  formule.  Cela  posé^  on  voit  que  pour  une  même  valeur  de  à^ 
la  formule  t^'^au^  représentera  une  infinité  de  nombre»  différens^  et  il 
s'agit  d'examiner  la  nature  des  diviseurs  de  cette  formule. 

Soit/7  un  diviseur  quelconque  de  la  formule  l^-^au^y  et  sôît  en  con^ 
séquence  t^^au^=>  Pp  :  je  dis  d'abord  que  les  nombres  u  elp  sont  pre- 
miers entre  eux:  car  si  u*  eip  avaient  un  commun  diviseur  â^  il  est 
clair  que  8  diviserait  Pp —  au^  ou  ^%  et  qu'ainsi  ^  et  i^  auraient  un  com- 
mun diviseur,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Puis  donc  que/?  et  u  sont 
premiers  entre  eux,  on  pourra  (n®  i3)  trouver  deux  nombres  j*  et  q  tels 
qu'on  ait  t^pjr-^u.  Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  i*-+-aa^==Pp 
et  divisant  tout  par  p,  on  aura 

Mais  puisque  ii  n'a  aucun  diviseur  commun  BYccp,  cette  équation  ne  peut 

eubiister  à  moins  que  2 ne  soit  un  entier.  Donc  le  nombre  p   qui 

divise  la  formule  t* + au* y  divisera  également  la  formule  moins  générale 
x^-^a,  en  faisant  a:  =  ^» 

(iSy)  Non-seulement  la  formule  à  deux  indéterminées  t^^au^y  n'a 
pas  d'autres  diviseurs  que  la  formule  à  une  seule  indéterminée   l^^^a 
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on  x^'^a;  maïs  a  cet  égard  la  formule  ÂÛ+JBii^Cu^y  ou  I^>  By  C 
sont  des  nombres  donnés^  n'est  pas  plusgeîiéralé  q\xe  les  deux  premières. 
En  effet  si  on  multiplie  la  dernière  jMir  4^^,  et  qu'on^  fasse  3^/-f^<<====<^f 
^C — B^'zszaj  le  produit  sera  a;**f-âii*.  I>onc  les  diviseurs  dé  la  for- 
mule ^^*+^^iH-'^2i'  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  plus  simple 
x^-^-au^y  ou  seulement  ^*-4*^>  ^  étant:  égale  à  la  quantité  constante 
^C — B^.  Et  quoiqu'on  ait  o^ultiplié  par  4^  la  formule  proposée,  il 
n'y  a  pas  même  exception  par  rapport  aux  diviseurs  qui  ne  feraient  pas 
premiers  k  A  y  car  en  faisant  a:=i5,  la  formule  x^^a  devient  i5*+  a 
ou  4^C;  elle  est  par  conséquent  divisible  par  A.' 

Soit  toujours  p  un  diviseur  quelconque  de  la  formule  <*4~^'^%  ^^  sup- 
posons que  C^y,  ^y  etc.  soient  les  nombres  premiers  qui  divisent/?, 
il  faudra  qi^e  chacun  de  ces  nombres' divise  la  formule  .j:*+/i;  ainsi  ^ 
d  après  le.  n''  i54  et  la  iiotation  indiquée  n"*  i55,  il  faudra  qu'on  ait.  Ie;s 
équations 

Ces  conditions  seront  suffisantes,  au  moins  tant  que  p  eia  n'auront  pas 
de  commtm  dmseur.  • 

■ 

(i  38)  Revenons  li  la  formule  pjr^  +  ^î^  +  (^  )  '^*  =  /'^  €*  puis- 
que SLlLlf  est  un  entier  •  £ûsons  ^        =  r  •  nous  aurons 

Mais  P  peut  désigner  pareillement  un  diviseur  quelconque  de  la  for-* 
mule  ^•-f-oM*;  donc  tout  diviseur  de  cette  formule  indéterminée  peut  être 
représenté  par  la  formule  de  même  degré  ;j;^'+2y^-w+m%  dans  laquelle 
on  a  /7r— y*  =  «. 

Et  comme  on  est  maître  de  supposer  i/=i,  puisque  la  formule  t*+a 
doit  avoir  les  mêmes  diviseurs  que  la  formule  /*+/im*,  il  s'ensuit  qu'on* 
peut  aussi  représenter  l'un  quelconque  de  ces  diviseurs  par  la  formule 
^a^-2^+r,  où  l'on  a  également /7r — y*=a.  Cette  forme  est  plus 
simple  que  la  précédente;  cependant  nous  préférerons  celle-ci,  parce 
que  ses  coefficiens  peuvent  toujours  être  renfermés  entre  des  limite» 
connues  et  dépendantes  du  seul  nombre  a. 

En  effet,  nous  avons  démontré  (n**  4^)  ^®  ^^  formule  indéterminée 
pj'^+^q)'U'+-ru^  peut  toujours  être  transformée  en  une  formule  sem- 
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"Blable  y  dans  laquelle  le  coefficient  moyen  2^  n'excédera  aucun  des-  coei^ 
ficiens  extrêmes  ^,  r,  et  où  Ton  aura  toujours  pr — q^=ia. 
•    Supposons  que' cette I réduction  soit  effectuée^  et  nous  serons  en  droit 
-de  conclure  9  selon  que  a  est  positif  pu  négatif, 

I*.  Que  tout  diviseur  de  la  formule  ^^cu%  où  ç  est  un  nombre  po- 
sitif ,  peut  être  représenté  par  Ix  formule  pjr'^ + 2ifjrsB-^rz\  dans  laquelle 

cm  a  pr-^i/^^zCy  ^^<Zp  et  r^  et  par  conséquent  y^i/^. 

2*.  Que  tout  diviseur  de  la  formule. /• -—fu%  peut  être  représenté  par 
la  formule  /y'^+ayj?— /^%  où  Ton  a  pr^(/*:s^c,  2ç<ip'el  r,  et  par 

COï^séquent  7<V/g.  ^ 

(iSq)  Dans  les  deux  cas,  il.&ut  se  souvenir  ime  les  indéterminées  y 
et  z  doivent  être  des  nombres  premieins  entre  eux,  comime  le  sont  les 
indéterminées  <  et  u  de  la  formule  proposée  t^  rt  eu*.  Avec  cette  con- 
dition ,  tout  nombre  P  renfermé  dans  la  formule  pj*  +  nqyz  db  r^  sera 
nécessairement  diviseur  de  la  formule  t^zhcu^. 

Car  supposons  qu'on  ait  Ps=zpoL*^2qxCdbrC*y  et  soit  -^  la    fraction 

convergente  qui  précède  -^  dans  le  développement  de  celle-ci  .en  fraction 

continue.  Si  à  la  place  de  ^  et  2  on  met  a;^  +  a**z  et  fy+^'^s  dans  la 
formule  indéterminée  /?/•  +  2qyz  ±rs%  le  résultat  sera  (n**  55)  dp  la 
forme  Pf^+^Qfz  +  Éz*,  où  Ton  aura  PRz=zQ''dt:c,  Donc  P  est  di- 
viseur de  Q*zt:c  ou  de  ^•±cw\ 


^ 


N 
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§  III.  jépplîcation  de  la  ihéorie  •précédente  à  àii^erses  Jbmmhê 
l*  -1-  u^  ,  t*  -f-  2u*  ,  t*  •'-^  «i*  ,  etc.  CoTfséquehces  qui  en 
résultent  pour  les  formes  générales  des  nombres  premiers. 


1 

(140)  IrouR  avoir  les  divUcrnrs  de  k  formtile  <*+k*,  il  faudra,  suivanf 
la  mélhode  du  §. précédent,  fiaire  c^=>i  ,pr  —  tf^^izi^  et  ^•<  |/|,  on 
aura  donc  y  =  o,;7r=i,/7  =  r=i,  et  le  diviseur  pjr^  +  2(fjrz  +  rs* 
se  réduit  àj*-f-is*.  Donc  ce  tout  diviseur  de  la  formule  /;*  +  w*,  com- 
})  posée  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux  >  est  égaleiiçient  la  somme 
M  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux.  »-  . 

Ce  théorème  étant  d'un  très-grand  usage  dans  la  théorie  des  nombres^ 
nous  croyons  devoir  en  donner  une  seconde  démonstration  fondée  sur 
d'autres  principes. 

Soit  N  un  nombre  quelconque  qui  divise  la  somme  de  deux  quarrés 
premiers  entre  eux  /*  +  w*,  on  pourra  supposer  que  les  nombres  t  eiu 
ne  surpassent  pas  ^Ni  car  puisque  N  divise  f  *+«* ,  il  divisera  également 
(jt  —  aNy  +  (li  —  f  iV)*  ;  or  les  nombres  «  et  C  peuvent  toujours  être 
pris  de  manière  que  t  —  aN-  et  w  — -  CiV  n'excèdent  pas  \  N. 

Cette  préparation  étant  supposée  faite ,  la  quantité  /* + u^  sera  moindre 
que  i  N^  y  ainsi  en  faisant  ^»  +  u*  =  NN\  on  aura  iV'  <\N. 

Et  d'abord  si  on  avait  iV'  ==  i ,  le  nombre  i\r  serait  égal  à  ^*  -f-  w' ,  et 
la  proposition  serait  vérifiée.    . 

Soit  donc  iV'  >  i  ;  puisque  N'  divise  t^  +'u^  y  il  divisera  aussi 
(^  —  aN'Y  +  {u -^  CN'Y  ;  or  on  peut  prendre  a  et  ^  de  manière  que 
/  —  aN'  et  14  —  €iV'  n'excèdent  pas  \  N".  Si  l'on  feit  donc  dans  cette 
hypothèse 

on  aura  N'  <i\  N^.  Multipliant  cette  équation  membre  à  membre  par 
réquation  /•  +  !*•  =  Nlf  y  on  trouvet*a  ^e  le  produit  peut  être  mis  sous 
U  forme 
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Substituant  dans  le  premier  membre  N^  au  lieu  de  ^  4~  ^^^  ^^  divisant 

tout  par  iV*,  on  aura 

Si  dans  ce  nouveau  résultat ,  on  avait  iV*  =  i ,  le  nombre  N  serait  égal 
à.  la  somme'i'de  deux  quarrés>  et  là/proposition  serait  démontrée. 
.   Soit  donc  encore  N"  >  if  sïcfcs  ^  e^  suivant  la  même  marcbe  ^  on 
déduira  du  produit  JVJV  un  nowreau  prod^it  JVN"*  où  l'on  aura  iV*'<  î  N", 
et  qui  sera  exprimé  pareillement  par  la  somme  de  deux  quarrés. 

Mais  la  suite  des  nombres  entiers  iV,  iV,  iV%  N"^  etc.  dans  laquelle 
chaque  terme  est  moindre  que  la  moitié  du  précédent ,  ne  saurait  aller  à 
l'infini;  on  parviendra  donc  nécessairement  à  un  terme  égal  à  l'unité ^ 
çt  alors  le  nonU>re  iV^  sera  égal  à  la  somme  de  deux  quarrés. 

r  -  * 

(141)  Revenons  à  la  méthode  générale^  et  proposons-nous  de  déter- 
miner les  diviseurs  'de  là  formule  i*  +  2u*.  On  aura ,  dans  ce  cas ,  <?  =  a , 
pr — y*  =  2,  y  <  vd r^^^!^  i^  ^^^^  f^^^^  encore  y  =  o,  ce  qui  donne 
|?r=3,  et  par  conséquent  /?  =  i ,  r=  a.  Donc  le  diviseur  pj^-h^qj^z+rz* 
9era  toujours  de  la  forme  jr*  +  2z*  semblable  à  la  forinule  dividende 

Soit  encore  la  formule  /•  —  aw* ,  dont  nous  représenterons  un  diviseur 
quelconque  par /y^*  +  ^çr/z  —  rz*,  onaura  crzza^  ^r+9*  =  2,y<  v/|. 
Il  en  résulte  y  =  o  et  pr:=  a,  ce  qui  donne  p=z  i  y  r=  a ,  ou /?  =s  a ^ 
r=  I.  Donc  tout  diviseur  de  la  formule  t^  —  aw*  peut  être  représenté^ 
soit  par  jr^  •^—  az' ,  soit  par  a^  ^^  jç*.  Ces  deux  formes ,  au  reste ,  se  ré- 
duisent à  une  seule  ^  car  nous  avons  déjà  observé  qu'on  a 

^  — .  39'  =  2  (7  —  2)*  -^  (^  —  2Z)\ 

On  trouvera  de  la  même  manière ,  que  la  formule  t*  -f-  5ii*  ne  peut 
avoir  pour  diviseur  impair  qu'un  nombre  de  forme  semblable  ^•-f-îz*, 
et  aussi  que  la  formule  t*  —  5a*  ne  peut  avoir  pour  diviseur  impair  que 
l'une  oii  l'autre  des  deux  formes  /*  -•-  5z* ,  5jr^  —  55*.  Or  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  deux  formes  se  réduisent  encore  à  une  seule  ^  puisqu'on  a 

7»  —  55*  =  5  (/ — ;■  ajz)*  —  (^7  —  5;5)*. 

1  :    ■ 

Donc  en  général  «  tout  nombre  compris  dans  l'une  des  formes  /*  -f-  £^% 
»  t*  +  aw* ,  /*  —  aa* ,  /*  +  3a* ,  t*  —  5w* ,  t  et  u  étant  premiers  entre 
»  eux,  ne  peut  avoir  ppur  diviseur  qu'un  nombre  de  même  forme.  Il 
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n  £mt  excepter  seulement,  à  Y  égard  des  deux  dernières  formules  t^-\-5u\ 
n  ^«  «-«  Su* ,  les  diviseurs  doubles  d!un  impair ,  lesquels  ne  pourraient 
n  être  des  formes  J^  ^-  5a* ,  j^*  — •  fe*.  m 

Ces  diverses  formes,  qui  ont  l'avantage  de  se  reproduire  dans  leurs 
diviseurs,  ne  spnt  point  incompatibles  entre  elles;  elles  se  trouvent  au 
contraire  réunies  assez  souvent  y  deux  ou  plusieurs ,  dans  le  même 
nombre.|Ainsi  on  a  89  =  8' 4- 5*5=  9*+  2.2*;  a4i  a6^i5*  +  4*==  ^^^\ 
4-  3.6*  =  ai»  —  a.  10*  =  7*  +  5.8»  5=  5i'  —  S.ir. 

(i43)t  C'est  ici  le  lieu  de  développer, quelques-unes  des  propriétés  des 
nombres  fondées  sur  la  combinaison  des  quarrés  pairs  et  impairs  ;  et 
d'abord  observons  qu'un  quarré  pair  (ax)»  est  toujours  de  la  forme  4^ , 
et  un  quarré  impair  (200  '-i^  i)*  de  la,  .forme  8/i  -f-  i*   En  effet  on  a 

— —-J  -I-  I  i  or  — j —  est  toujours  un  entier,  et 

de  plus,  cet  entier  est  un  nombre  triangulaire  (i). 


(1)  Voici  les  différentes  séries  de  nombi:es  a^quels  on  a  donné  le  nom  de  nombres 
^figurés  f 


A 
B 


1,  a>  5,  4>  5,  6 n 

i,  5,  6,  10,  i5,  ai...:....  ' -Ï-- 


l.A 


D 

etc. 


1,  4,  10,  flo,  35,  56. 7.a.3 

1     5     i5     35     70     ia6  n.n+i.n  +  a.n  +  S 

1,  D,  10,  OD,  70,  lao i.a.3.4 

etc.,  etc. 


»  a 

La  première  série  A  est  celle  des  nombres   naturels  dont  le  terme  général  est  n  ; 

la  seconde  série  B  est  celle  des  nombres  trianguUdres ,  son  terme  général  est    *■         ■; 

Si  de  ce  terme  général ,  qui  est  le.n"*^  terme  de  la  série  ^,  on  retranche  le  terme 

précédent  de  la  même  série ,  lequel  est  '    ,  le  reste  sera  n ,  qui  est  le  terme 

général  ou  n'*'"^  terme  de  la  série  A.  Donc  on  formera  le  n'^"*'  terme  de  la  série  B, 
en  ajoutant  le  (/i—  i)'*'  terme  de  la  même  série  avec  le  n'*"'  de  la  série  A, 

La  troisième  série  C  est  celle  des  nombres  pyramidaux ,  dont  le  terme  général  est 

^'^.-r  ^'^'^^, .  3Î  de  ce  terme  on  retranche  le  précédent '  de  la  mêmii 

i.a.3        '  *^  1.2.0 
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Puisse  jr^  et  !^^  ne  peuvent  étpre  qtie  àa  funt  4m  4m!1996'4«#  8^*4^  x;, 
on  établira  immédiatement  les  tfoi&firopofiitiûn^  mkan^ft  ; 

i"*.  ((  Tout  nombre  impair  repriéaenié  par  la  iofWB^^j^  «^^  jf  est  de  la 
w  forme  4^-|^  I.  >>     ... 

a"*,  u  Tout  nombre  impa^^  rçpr^sQnla  p^r  Ifi  fomiiile  j^*  ^r-  ;^^  est  de 
»  Tune  des  fbrme^  &^^  ¥  »  i^  -rf*  ?^*  >'  -/ 

•    S%  ce  Tout  nombre  ii^tpair  «lepiresenté  par  la  formule  ^  •— 3Ji*  est  de 
»  l'une  des  formes  8/i  +  i ,  8»  -+-  7.  *> 

De  ces  trois  propositions  résultent^  par  voie  d'exclusion,  ces  trois 
autres  :  ^  .  ^   , 

4''.  («  Aucun  nombre  de  la  forme  4^  -f-^  ne  peut  être  repp^sent^  pjtr 
<c  ^  -f-  a*.  » 

S"",  (c  Aucun  non^re  des  former  8#ï4*^i^''*f'7W  jp^ult  ^iT^  rçpr&* 
»  sente  parjr*  -|-  ai'.  » 

&.  (c  AucuÀ  nombre  des  formes  8/ï-f-  S,  8ia+.5  ne  peut  être  i^ré^' 
»  sente  parj^  — M*.  >i 

Cela  pose  y  il  sera  facile  de  démontrer  les  quatre  théorèmes  suivans^ 
qui  sont  d'une  grande  importance  dans  la  tbeorie  des  noidbres. 

(143)  Théorème  I.  ce  Tout  nombre  premier  4^^  +  <  esi  la  somme  de 
»  deux  quarrés.  » 

Soit  ce  nombre  premier  r  =  4^  4-  i  ^  P»  aura  af^^  — ».  i  =  05*"  —  i 
=  (x**+  i)  (x*"—  i)  j  donc  (n*  i55)  il  y  aura  2n  valeurs  de  x^  com- 
prises entre  +ïC  et  —  îc,  cjui.  rendront  x'"  +  1  divisible  par  c.  Mais 
or'"  -j- 1  est  li^  somme  de  deux  quarrés  premiers  entre  eux^  donc  (n^  140) 


jérie  ,  I4  différence  «cra  ^'""^  ',  qui  est  U  n^^*  ternie  de  la  série  B.  Donc,  pa  p«ttt 

1 .â  ■  •     • 

farmer  la  série  C  au  moyen  de  la  série  B ,  comme  on  a  formé  celle-ci  au  mpjeii  de  bi 

série  ji, 

U  en  est  de  même  de  la  quatrième  série  D,  qui  ^  celle  des  néinbres  trUmguio^ 

triangulaires,  et  dont  le  terme  général  est     '    ■     ' '    T  /  »  et  ainsi  des  autf^;  . 

Les  termes  généraux  que  nous  domions  ici  comme  définitions ,  <t  d'où  noi|s  dédui- 
sons la  loi  de  formation  successive  ,  renferment  toute  la  lliéo'rié  des  nombres  figoiés, 
et  offrent  immédiatement  la  démonstration  d'une  prepoaitipn  générale  dont  Fexmat 
fait  mention  dans  ses  notes  sur  Diophante^  pag.  16,  ^t  qu'il  regardait  comme  une 
de  ses  principales  découyertes. 
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wn  dÎTÎMtr  é  êtt  igùemmitlz  èàtitait  de  ieia  qoarrës  premiers;  donc 
on  pourra  toujours  snppoeer  ctssjr^'^z^  (i). 

Remarque.  La  forme  4^-(-  i  renferme  les  deux  formes  S/i-f-  >  9  8/i-(-S; 
donc  tout  nombre  premier  s(Ht  /le  la  forme  Qn^x^  soit  de  la  forme 
811  +  ^1  est  la  somme  de  deux  quarrés»* 

(i44)  TaBoaixx  II.  «  Tout  nombre  premier  ft»  4*  '  ^^  à-la-fois 
des  trois  formes  j^* -f- »*,  jr*  +  M* ,  jr*  —  2:s** 

Soit  ce  Boiidire .  premier  c  =  8a  +  1  >  ^^  e  déjà  prouvé  qu'il  doit 
iire  de  la  fimne  ^  +  ^S  ^^^  '^  vt^int  à  démontrer  <|u'il  est  en 
même  temps  deâ  deux  autres  formes  ^H*  ^^^ y  J^  —  ^*  Or  on  a 
xr-^  —  i=x«'—  I  =(a:^"— .1)  (x^"+  i);  donc  (n*  x35)  il  y  a  4ir 
valeur  de  x  comprises  entre  +ic  et  —  7^7,  qui  rendent  le  binôme 
a:<"-f-i  divisible  par-  c.  Mais  d  abord  le  binôme  x^+i  P^^^  se  mettre 
€Ous  la  forme  (x*"— i)*+a,a:*%  laquelle  est  comprise  dans  la  formide 
<*-f*3^%  ^  et  li  étant  premiers  entre  eux;,  donc  son  diviseur  c  est  de  la 

En  second  lieu ^  le  binôme  x^'^-i  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 
(x**+  i)*  —  ax*",  laquelle  revient  à  /*— att*;  donc  son  diviseur  c  doit 
être  également  de  la  forme  ^*—  aa*. 

Donc  tout  nombre  premier  8/ï-f-i  est  à-la^fois  des  trois  formes 
^•-f-5j%  jr»-f-2a%  /•— az.*.  jEt  pour  en  donner  un  exemple ,  75=8*+3' 
=  i*+a.6*=9'—- a.a*. 

(145)  TnÉORi^ME  m.  (C  Tout  nombre  prenôer  8/i4*5  est  de  b  forme 
»  ^  +  a»',  » 

Car  en  faisant  c? = 8/1  +  5 ,  et  prenant  en  particulier  «r=  a,  la  for- 
mule a:*""*-— i  devient  a'""*"*  — i  =(a*"^"— i)  (a*""*"'  +  i);  donc  il  faut 
que  l'un  de  ces  fiicteurs  binômes  soit  divisible  par  c.  Mais  si  le  premier 
&cteur^  quî  est  de  la  forme  ^tt^'^u^^  était  divisible  par  c,  le  nombre  c 
lui-mtera  serait  die  k  forme  âf*-~;5*  ou  ^**-**-a2%  laquelle ,  comme  on 
Pa  TU  n"*  i4^^  B^  peut  coATenir  à  aucon  nombre  8#i ^3.  Donc  c  divise 


(1^  Cette  proposition  a  été  démontrée  ci-âessas  (n*^  5a)  d'une  manière  encore  plus 
4mcto ,  et  elle  résulte  également  de  ce  que  l'équation  x*  —  cy*  r=  ^^  1 1  étant  toujours 
possible  daqs  ce  cas^  c  -doit  être  diviseur  de  x^  -f*  r. 
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nécessairement  lé  second  facteur  !).!i^^i ,  lequel  est  delà  forme  ^^-auf^^ 
donc  c  est  de  la  même  forme  j^^-2«*  (i). 

(146)  Théorème  IV.  «  Tout  nombre  premier  8/1  +  7  est  de  la  forme 

»  j^  —  is*.  »  -  . 

Car  en  faisant  csS/i-f*?»  ^^  prenant  encore  a:=:!i^  on  aura...» 
af"" —  i=(2<""**'-f.i)  (a^""^*  —  i);  le  premier  membre  (n*  129)  doit  être 
divisible  par  c  y  donc  il  Êiut  que  c  divise  Tun  des  fatcteurs  du  second 
membre.  Mais  en  doublant  ces  Acteurs,  et  Êûsant  n^"^^ :=si  k ^  ^i  de^ 
viennent  A*  +  3,  i*  —  2  ;  or  si  c  divisait  A:*+a,  il  serait  de  la  forme 
^  +  25%  laquelle  (n*  142)  ne  peut  convenir  à  aucun  nombre  8» +"7. 
Donc  c  divise  nécessairement  l'autre  facteur  i^— -!i^  donc  il  est  de'  la 
forme  ^*— az*  (2). 

Corollaire    oÉiriRAL; 

(147)  Il  suit  de  ces  quatre  tbéorèmes,  que  les  nombres  premiers  im^ 
pairs  étant  distribués  en  quatre  classes  ou  espèces  8/1+ i>  8/z-f*5^ 
8/1 -I*  5  >  8/1+ 7  >  on  peut  établir  les  propriétés  suivantes  qui  distinguent 
deux  espèces  de  deux  autres  : 

iV  «  Les  nombres  premiers  8/1+1^  8/i-f-5^  sont^  exclusivement  h 
»  tous  autres^  de  la  forme  j^-^z*.  » 

^  '2^  cr  Les  nombres  premiers  8/1 -f-i^  8/1 -f- 5^  sont^  exclusivement  k 
ji  tous  autres^  de  la  forme  ^*-f-2z**  » 

3"*.  «  Les  nombres  premiers  8/ï+  i^  8/1+ 7  ^  sont^  exclusivement  h 
»  tous  àu&es^  de  la  forfne  ^*  —  m*.  » 

D'où  l'on  voit  que  la  seule  espèce  8/2  + 1  >  dans  laquelle  l-onitë  etC 


(1)  On  a  démontré  ci-deMOfl,  n^44>  V^^  ^  ttecût  un  nombre  premier  811+ '»  il 
est  toujours  possible  de  satisfaire  à  Téquation  a:*  —  9^= — 2  :  de  là  il  résulté  Art  dt* 
rectement  que  c  est  diyiséur  de  x^-fâ,  et  qu'ainsi  c  est  de  la  forme  y^  +  fl£*. 

{fày  C*est  encore  ce  qu'on  peut  déduire  immédiatement  de' la  proposîtioii  du  nf  45>; 
car  puisque  ,  suivant  cette  proposition,  Téquatlon  x*— cy^  =  a  est  toujours  possible^ 
il  i*ensuit  que  c  divise  x*— 2,  et  qu  ainsi  c  eit  de  la  forme  y^-^asV 

Ces  quatre  théorèmes,  et  quelques  autres  semblables ,  ont  été  découverts  par  Fermât;: 
mw  les  démpnstrations  de  ce  savant  ne  nous  ont  point -été  transmises.  Euler  a* démon- 
tré le  premier  et  le  second  dans  les  nouveaux  Gomment,  de  -PéCersboorg  \  Lagrang^ 
a  démentré  les  antres  dans  les  Mém.  de  Berlin,  ann.  177$. 
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comprise^  réunit  les  trois  propriétés^  et  que  chacime  des  trois  autres 
espèces  ne  jouit  que  d'une  seule  de  ces  mêmes  propriétés. 

A  l'aide  de  ces  théorèmes ,  il  est  facile  d'évaluer  l'expression  f-\  ser 
Ion  les  diverses  formes  du  nombre  premier  c.  On  se  souviendra  (n*  1 35) 

que  cette  expression  désigne  le  reste  de  :2  *  divisé  par  c^  reste  qui  ne 
peut  être  que  H*'^   ou  •— i. 

(148)  TnioREME  V.  «  Xi'expression  (^   sera   égale   à   + 1 ,    si   le 

»,  nombre  premier  c  est  de  formée  8n-|- 1  ou  8/1 -|- 7;  elle  sera  égale  à 
1)  -*  I ,  si  le  nombre .  premier  c  est  de  l'une  des  deux  autres  formes 
n  8/1+5,  8/1+5.  » 

Car  1*.  si  €?  est  de  l'une  des  formes  8/2+ 1,8/1+7,  on  pourra  faire 
£?==/•— -az*,  ou  2js*=;=7'' —-€?.-  Élevant  chaque  membre  à  la  puissance 

c—  1 


et  négligeant  les  midtiples  de  c,  on  aura  2  *  z"z*  srs/***  ;  mais  en 
omettant  ces  mêmes  multiples ,  on  aura  (n*  i  2q)  j^'t^  =  i  >  ^'^^  =  i  - 

Donc  2  *  =1 ,  ou  suivant  notre  notation  abrégée,  f^-J  =:i. 

a*.  Si  c  est  de  la  forme  8/^+5,  on,  pourra  faire  cs=j^'  +  aVf  ou 
os'ssc?— ^.  Élevant  chaque  membre  à  la  puissance  ^      ^  et  observant 

que  ——  est  impair,  on  aura,  en  négligeant  toujours  les  multiples 

de  tf,  3  ';5*^»=— ^-*,  ou   3"=  — i,  ou  enfin  0^  =  — i, 

5**.  Si  tf  est  de  la  forme  8/î+5,  c  ne  pourra  être  de  la  forme ^•-—32% 
donc  c  ne  pourra  diviser  un  nombre  de  la  forme  ^*— -aw*.  Mais  si  c  di- 
visait un  nombre  de  cette  forme  ,  on  aurait  (  en  vertu  du  n*    1 34  ) 

• 

f-^  =^  I  ;  donc  puisqu'on  ne  peut  avokr  T- J  =r  i ,  on  aura  nécessairement 

Ce  théorème,  joint  aux  observations  -  conteilues  dans  le  n"*  i55, 
formera  *  une  sorte  d*algorithme  très-utile   pour  le  calcul  des   quan--^ 


r 
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*, 


i^^^^^^^^^^^^^^SSSS^^^m^^SmS^S^^^''^SSSSSSSSSSSSSSSS!S!^^r^T^SSSS!SSSSSSSSSSSSSBS^ 


§  I V*  Où  Von  proui^e  que  tout  nombre  entier  est  composé  de 
quatre  au  d^un  rhoindre  nombre  de  quarrés. 

J^  o  u  S  commencerons  par  démontrer  la  proposition  suivante  ^  qui  n^'est 
pas  seulement  subsidiaire  pour  Tobjet  que  nous  arons  en  vue,  mais  qui 
contient  une  propriété  très-remarquable  des  nombres  premiers. 

■ 

(149)  TaioRiviE.  ce  Etant  donne  un  nombre  preinier  ^  et  deux  ^utres 
»  Àorobres  quelconques  Bel  C^  positifs  ou négati&^  mais  non  divisibles 
»  par  ^  ^  je  dis  qa*on  peut  toujours  (rouTelr  deux  nomV^^  I  et  u,  tels 
»  que  la  quantité  i^'^Bu^-^C  soit  divisible  par  A.  »  CLagrange^ 
Mém.  de  Berlin,  1770.) 

Car  i"".  si  Toa  peut  trouver  un  nombre  u  tel  que  Bu^  -4-  C  soit  dm* 
sible  par  A^  oit  prendra  pour  t  un  multiple  de  ^ ,  et  la  formule . . . 
£•  —  Buf'"-^  C  sera  divisible  par  A. 

a\  S^il  n'y  a  aucun  nombre  qui  remplisse  cette  condition,  fidsone, 
pour  abréger,  -^ssaa  +  i.  Bu*  ^j^  C  =2  f^^  la  quantité  dont  il  s'agit 
^^^Bv^-^C  ou  ^ —  V  étant  un  diviseur  de  <"— ^%  on  pourra  faire 
le  quotient 

et  on  aura 

Soit  QrsssV^  +  1  y  ^^  ^^  muhipliant  de  part  et  d'autre  par  ^,  on  awt 

Mais  d'après  le  théorème  de  Fermât  (n**  i  ^) ,  on  sait  que  le  second 
membre  est  dîvisS>le  par  A  y  pourvu  que  t  %\.  V  soient  premiers  à  A. 
Donc  si,  outre  ces  deux  conditions,  on  peut  faire  ensorte  que  ^  ne  di^ 
vise  ni  P  ni  Q,  on  en  conclura  avec  certitude  que  ^— ^est  divisible 
par  A  y  c^  qui  isst  l'objet  de  notre  démonstration. 

Mais  d'abord  on  a  supposé  que  V n'est  jamais  divisible  par  A;  et 
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ifoe  i  ne  le  sait  pus^  U  ^ujSit  de  «pre^dr^  ponr  t  Yftn  des  nombres 
i^  2 y  5....J  —  I.  Aiosi  les  deux  prenuères  coiulitiaiis ie  remplissent 
d'elles-mêmes^  et  il  ne  s'agit  plus  que  d^  satisâire  aux  deux  autres^ 
c'eBirh-dite  dfi  fûre  encarte  que  ^  ne  divise  mPni  Q.  - 

Or  1%  la  quantité  Ç^y^-i^i^ÇBu'+Cy  +  i  étant  développée, 
donne 


a. 


Q=z  1  ^B^^  +  oB^'Ci^f^  +  îi^iî-^  Br:^Ou^-^  +  etc. 


i.â 


+  C-    ^aBÇ^'u^^      ^±pl  JB^c^-^ui     +etc. 

Et  il  £iut  de' deux  choses  Tihm  (a"*  i$b(),  o^  que  C^-^i  ^it  divisible 
par  ^,  ou  que  C^+i  le  spit  Si  le  premier  cas  a  liea^  pu  en  .d'autres 

termes,  si  l'on  a  (^)^=^^y  ^^  pourra  £dre   ii=o,  et  la  quantité   Q 

sera  nonnli visible  par  Jl.  Ce  cas,  au  reste,  est:  évident  par  liû'*iiiéme, 
puisqu'indépendamment  du  terme  Bi^  qu'on  pent  ftire  aéro  ou  nokiple 
dé  ji,  ta  partie  t^^^C  est  dïTisiblépar  A,  en  veitu  de  la  condition 

Si  le  second  cas  a  lieu,  ou  si  l'on  a  (~^J^='^i  >  alors  en  séparant 

dans  Q  la  partie  C^'+i  qui  est  divisible  par  ^,  et  divisant  le  reste  par  e<% 
nous  aurons  le  quotient 

Cette  fonction,  considérée  par  rapport  au,  n'étant  que  du  degré 2a-- a 
ou  ^—5,  il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  -^—5  valeurs  de  i/,'qui 
rendent  Q  divisible  par  A  ;  donc  il  y  aur^  au  moins  deux  valeurs  de  u 
qui  rendront  Qy  et  par  conséquent  Q  non  divisible  par  A. 

2*".  u  étant  ainsi  déterminé ,  la  fonction  P  ne  contient  plus  que  la 
variable  ^,  et  comme  relativement  à  cette  variable,  elle  n'est  que  du 
degré  3a— a  ou  urf— 5,  il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  ^—5  valeurs 
de  ty  entre  o  et  A  y  qui  rendent  P  divisible  par  A  ;  donc  il  y  itura  au 
moins  deux  valeurs  de  r,  toujours  entre  oelAy  qui  rendront  P  non- 
divisible  par  A. 

Donc  il  sera  toujours  possible  de  satisfaire  aux  deux  conditions  exi- 
gées, de  manière  que  la  quantité  ^—Bu^'^C  sera  divisiblç.  par  le 
nombre  premier  A. 

Corollaire.  Si  l'on  fût  J9=5C=:-»i,  on  conclura  de  cette  propo-* 
sition,  que  tout  nombre  premier  A  est  diviseur  de  la  fornuiler-H<''+i' 
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C'est  ce  qn'EuIer  a  détfkoiffré  le  premier  dans  le  Tom»  V  des^  nouveaux 
Commentaires  de  Pëterabourg. 

I  &  * 

(i5o)  Lemme.  «  Le  produit  d'une  somme  de  quatre  quarrés  par  une 
M  somme  de  quatre  quarrés^  est  semblahlement  la  somme  de  quatre 
»  quarrés.  >>  r.     •       ^     '  ^ 

Il  suffit^  pour  s'en  assurer ,  de  développer  la  formule  suivante ,  qu'on 
trouvera  être  identique  : 

+  (pr^  —  qs'—rp'^(fy  +  (  ;,/  ^  y/  — /^  — <5p7- 

Dans  cette  formule^  on  peut  changejr  à  volonté  le  signe  de  chacune  des 
lettres  qui  y  entrent,  ce  qui  donnera  plusieurs  manières  de  décomposer 
on  quatre  quarrés  le  produit  dont  il  s'agit  (i). 

Remarque.  Ce  beau  théorème  d'algèbre  est  encore  dû  à  Euler  ;  il  it 
été  généralisé  depuis  par  Lagrange  dans  les  termes  suivans  :  (  Mémoires 
de  Berlin,  année  1770.) 

(/?•— 5y*—  (7r*-f.  BCs*)  {p'^^Bq'^^C/^+BCs'*) 
s=  {pp'+Bqq'zi:zCr¥dzBCssy-^B{pq''^p'q'±i  Crs'  =b  Cr'sY 
^  C{pr'^  Bqs':ki  rp'zsp  Bsq^y  +  BC(q/^ps'ztps':^  rq'y. 

On  voit  par  cette  formule ,  que  deux  fonctions  de  la  forme  • .  •  •« 
x' — Bjr^—  Cz""  -\^  BCu" ^  B  et  C  étant  des  coefficiens  constans,  donnent 
pour  leur  produit  une  fonction  semblable.  Donc  un  nombre  quelconque 
de  semblables  fonctions  midtipliées  entre  elles,  donneraient  pour  leur 
prpduit  une  fonction  semblable. 


(i)  On  peut  8*a8$urcr  qu'il  n'existe  aucune  formule  semblable  pour  trois  quarrés, 
c'est-à-dire  que  le  produit  d'une  somme  de  trois  quarrés  par  une  somme' de  trois, 
quarrés ,  ne  peut  pas  être  exprimée  généralement  par  une  sonune  de  trois  quarrés. 
Car  si  cela  était  possible,  le  produit  (1  +  1+1)  (16  +  4+  1),  qui  est  65,  pourrait 
f»e  décomposer  en  trois  quarrés.  Or  cela  n'a  lieu,  (n**  i53)  ni  pour  le  nombre  65,  ni 
pour  aucun  nombre  8/1  +  7. 

Par  la  même  raison,  ou  par  l'exemple  de  (i+4+a.4)  (o+4+3*0j  ea  démon- 
trerait que  le  produit  de  deux  formules  telles  que  p*+i7*+ar*,  p'*+9'*+a/^  ne  peut 
généraleoient  être  égal  à  une  formule  semblable  x^-f^+as*. 
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(i5i)  f  HioftibsB.   (cToot  nombre  pMMier  itf  ect  de  la  forme 

Oa  a  prouré  (a*  i^)  cpi*il  existe  toùjoms  deux  nombres  f  et  »,  tels 
que  t^'-i'ià^i  est  dhnbible  per  Jl^  Mais  si  k  la  place  de  ^  et  ii  on  met 
t^^AfiL  et  u—JQf  le  rëéokat  (l— irf«)r4-(ii— j^C)»+i  sera  encore 
divisible  par  J;  on  peut  donc  snppoier  qne  les  premières  valeurs  de  t 
et  a  sont  moindres  que  |udf ,  on  cpi'eUièa  ont  été  rendues  telles  en  en  r^ 
tranchant  des  multiples  de^.  Cela  posé,  si  Ton  fiut 

on  aura  Ajf  <\J^J^\J^^\,  ou  jf<\J+^.  , 
Considérons  plus  généralement  Téquation 

dans  laquelle  chacun  des  nombres  Py  Çy  r,  Sy  sera  supposé  moindre 
que  ^^,  On  aura  J'J<\A^y  oa  A'<A.  Et  ^û^mà  si  on  avait  ^=3i, 
il  est  clair  que  A  serait  égal  à  la  somme  de  quatre  quarrés,  et  la  pro- 
position sersdt  démontrée. 

Soit  donc  A'^  i ,  et  parce  que  A  est  diviseur  de  /?*+7*-|-r*4-^*^ 
il  sera  aussi  diviseur  de  la  quantité  (;; — auf^  +(^  —  Ç-^)*-f-(r — yA'y 
4-(5  — '  cT-^)*,  et,  ^9^9  ^  étant  pris  a  volonté.  Supposons  qu  on  prenne 
ces  indéterminées  de  manière  qu'aucun  des  termes /i—ft^,  t/^^A'^  etc« 
n'excède  ^A'}  alors  si  l'on  fait 

A^A'=.(p-^y^(ç^€A'y+(r^yAy  +  (s^^A^y, 

on  aura  AA'<i\A'A'  ou  jf<^A\  Maintenant  si  au  moyen  de  la  for- 
mule du  n*  i5o  on  multiplie  la  valeur  de  A  A'  par  celle  de  A'A^j  on 
trouvera  pour  produit  une  somme  de  quatre  quarrés  dont  chacun  est  di*- 
visible  par  AA\  de  sorte  qu'en  divisant  tout  par  ^%  on  aura 

AAP^     (.A^^^^^Çtf^M^^r^^sy  ^  (tuf-^  tp^y^^  J^ry 
+  (itr-^  j/i  -f-  i^^—  Csy-f-  (as — jy  +  Çr-^yif  )*. 

Cela  posé,  si  on  a  ^=i  ,  la  proposition  sera  démontrée;  mais  si  on  a 
A'y^Vy  on-  procédera  de  la  même  manière  poiur  obtenir  un  nouveau- 
produit  A  AT  exprimé  par  quatre  quarrés,  et  dans  lequel  on  aura^<;^. 
Gon^Mnini  lënsi  lli  suite  des  efitièrè  décroisions  A^  A"  y  A' y  AT  y  etc. ,  on 
p«rviehdra  nécessairement  à  un  terme  égal  à  l'unité  ;  donc  alors  \é 
nombre  premier  A  sera  exprimé  par  la  somme  de  quatre  quarrés* 
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(i52)  Théorème..  (cUn  m>nibre  qudcpDq}^,c3tJf^*S9|ni)^^  de  qiiafre 
»  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrës  (i).  »  ' 

C'est  une  conséquence  immédiate  de  la  pôroposîtion  qu^on  vient  de  dé- 
montrer^ et  du  lemme  qui  la  précède;  car  un  nombre  quelconque  étant 
le  produit  de  plusieurs  nombres  premiers  égaux  ou  inégaux,  et  chacun 
des  facteurs  étant  de  la  forme  7?*+ y' +7^ -f- 5%  si. on  multiplie  deux 
facteurs  entre  eux,  puis  le  produit  des  deux  par  un  troisième,  puis  le* 
produit  des  trois  par  Un  quatrième ,  etc.  jusqu'à  ce  que  tous  les  Êicteurs 
soient  employés ,  il  est  clair  que  les  produits,  successifs  seront  toujours 
la  somme  de  quatre  quarrés.  Donc  le  produit  final ,  qui  est  le  nombre 
proposé,  sera  aussi  la  somme  de  quatre  quarrés,  et  pourra  être  repré-. 
sente  par  ;?*  +9'*-f-r*+5*.  Rien  n'empêche  d'ailleurs  qu'un  ou  plusieurs 
des  quarrés  /?*,  9%  /•*,  s*  ne  soient  zéro  ;  donc  un  nombre  quelconque 
est  égal  à  la  somme  de  quatre  ou  d'un  moindre  nombre  de  quarrés. 

•  •  •  ■ 

'  (i53)  Il  n^est  point  de  nombre   entier  qui  ne  soit  compris  datis  la 
formule  )i?'+y'+  r*+  *%  mais  ils  peuvent,  pour  la  plus  grande  partie^ 
être  représentés  par  la  foi^mule  plus  simple  ^'•4-^*  +  /*.  En  général^' 
on  peut  affirmer  que  ce  tout  nombre  impair  est  de  la  forme  p*+^*+/^> 
»  excepté  seulement  les  nombres  8/2-4- 7 •  »^ 

On  excepte  les  nombres  8n+7 ,  parce  que  si  des  trois  termes  p,  y,  r, 
deux  sont  pairs  et  le  troisième  impair ,'  la  formule  ;c^*+9*+'^  ?Çra  de 
la  forme  4^  +  ^  >  ^*  si  les  trois  nombres  ^ ,  y ,  r  sont  imjpairs  ^  la  for^ 
mule  /?*  +  9*  +  '^  sera  de  la  forme  8/^  +  3.  Donc  aucun  nombre  8«-f"7 
ne  peut  être  la  sommé  de  trois  quarrés. 

Si  dans  la  formule  /7*-4-^*-|-^'*+^*  on  suppose  deux  termes  égaux ^ 
on  aura  une  nouvelle  formule  z^^+y^-f-^r*,  laquelle  est  encore  très- 
générale  ;  car  on  peut  afTirmer  que  «  tout  nombre  impair ,  sans  excep- 
»  tion,  est  de  la  forme  /»* -f- y* -}- a/»*.  » 

Ces  propositions  seront  mises  ci-après  dans  un  plus  grand,  jour  :  ob-^ 
servons  quant  à  présent ,  que  les  deux  formes  /^^-t-y^-f-'**,  /?*-f-y*+^'* 
dont  il  est  question  dans  ces  théorèmes^  ont  entre  elles  cette  relation  ^^ 


■  (1)  Lagrange  est  le  premier  qui  ait  dornni  la  démonstration  dé  ce  beaa 

(^Mém.  de  -Berlin,  1770)  :  cette  démonstration  a  été  ensuite  beaucoup  sinij^iBée  par 

Euler  dans  les  Aita  Peirop.  an.  1777- 


•p-ïn*'^ 
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<jae  le  double  dertne  repirbdiiltràatre.  C'est  ce  qu'on  voif  parles  formules 

^  (p'^'-hf' .)  =?=  (P+9y  +  (p-^y  +  ^'^ 

(i54)  La  proposition  que  nous  avons  démontrée  dans  ce  paragraphe, 
Eût  partie  d'une  projMriété  générale  des  nombres  polygones  découverte 
par  Fermât,  et  dont  nous  ne  pouvons  nous  dispenser  de  fiiire  mention. 
Maïs  d*abord  il  faut,  en  faveur  de  quelques  lecteurs,  expliquer  ce  qu'on 
entend  par  nombres  polygones. 

Si  on  considère  différentes  progressions  arithmétiques  qui  commencent 
toutes  par  Tunité,  et  dont  les  raisons  soient  successivement  i,  2,  5, 
4  9  etc.;  si  ensuite,  par  l'addition  des  termes  de  chaque  progression,  ou 
forme  une  suite  correspondante,  ces  différentes  suites  composeront  ce 
qu'on  appelle  les  nombres  poljgones}  elles  sont  comprises  dans  le  tableau 
suivant  : 


Progressions  arithmétiques. 


1,  3,  5,  4,  5 

i^  5,  5,  7,  9 a/î 

^^  4>  7>  ^^9  i3.. ..  5/î' 
I,  5,  9,  i3,  17.... 4»' 


n 
i 
2 
3 


i,a4"ïj  3*+î>-  •««—«4-1 


Suite  des  nombres  polygones. 


5      g.                 ^  n,n  «4-  l 

^     ,  6,   10,   i5 ^  ;- 

i>  4>  9>  ï6>  ^-5.  • /i* 

I,  5,  12,  22,  55 -^—^ — ^ 

I,  6,  i5,  28,  45.  • p  n  (2w  —  I  ) 


I,  ct4-^>  3^4-3, 


n(n— 1) 


cL-^n* 


La  première  suite  i,  5,  6,  etc.  est  celle  des  nombres  triangulaires,  la 
seconde  1,4^  99^tc.  ceUe  des  quarrés,  la  troisième  I9  5,  12,  etc.  celle 
des  nombres  pentagones,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  maintenant  la  proposition  dont  nous  voulons  pai*ler,  telle  qu'elle 
est  énoncée  par  Fermât  dans  une  de  ses  notes  sur  Diopbante,  page  i8o. 

«  Imo  propositionem  pulclierrinuun  et  maxime  generalem  nos  primi 
deteximus.  JVempe  omnem  numerum  vel  esse  triangulum  vel  ex  duobus 
oui  tribus  triangulis  compositum,  esse'quadratum  vel  ex  duobus  aut  ti*iùus 
quadratis  cotnpositwn;  esse  pentagonum  vel  ex  duobus  tribus  quatuor  aut 
quinque  pentagonis  compositùm  et  sic  deinceps  in  infini tutn  in  hvxagonis. 


T 
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heptagonis  et  polfgonis  quibusUbet^  ermuitianda  vidtHeet  pro'  numéro 
angulorum  genemli  et  miraiili  propositione.  Ejus  autem  demonstrationem 
quœ  ex  tnuUis  variis  et  abstrus issimis  numerorum  mjrsteriis  densnUur  hic 
apponere  non  licet^  opus  enim  et  librum  inifigrum  huie  opèri  destinare  de^ 
crevimus  et  Ariihmeticen  hoc  in  parte  ultn  veteres-et  notas  termines^'' 
mm  in  moduni  promoi^ere.  n 

Nous  avons  rapport^  les  propref  expressions  de  Tauteiir  ^  parce  que 
c'est  surtout  dans  ce  passage  qukm  vpit  que  Fennat  s'occupait  d'un  i^rand 
ouvrage  qui  devait  contenir,  comme  il  le  dit  lui-même^  beaucoup  dp 
belles  propriétés  des  nombres.  L'es  Géomètres  regretteront  long-temps 
que  ce  savant  illustre  n'ait  pas  réalise  Mn  projet^  ou  que  du  moins  s^ 
parens  ou  amis  y  devenua  d^[M>aitaire8  de  ses  manuscrits  y  n'en  aient  pa^ 
fait  part  au  public.  On  y  aurait  trouvé  isans  deut^  ^  4>atre  les  déiuou^- 
trations  encore  incomiuesde  plusieurs  de  ses  théorèmes^  des  méthodes 
dignes  de  la  sagacité  de  l'auteur  ;  méthodes  qui  jointes  aux  découvertes 
postérieures  9  auraient  contribué  beaucoup  à  perfectionner  cette  partie 
très-difficile  des  sciences  exactes. 

Pour  revenir  à  la  proposition  citée ,  si  on  considère  qu'un  moindre 
nombre  de  termes  polygones  est  toujours  contenu  dans  on  plus  grand*^ 
parce  quç  s^éro  peut  Atre  mis  à  la  place  des  termes  qui  manquent ,  Qt 
qu'en  effet  zéro  est  un  terme  de  chaque  suite  des  nombres  polygones  ; 
on  pourra  énoncer  plus  brièvement  la  proposition  dont  il  s'agît^  en 
ces  tenues  : 

«  Un  nombre  quelconque  peut  être  formé  par  Faddition  de  trois 
»  nombres  triangulaires  ;  il  peut  être  formé  également  par  l'addition 
»  de  quatre  quarrés^  par  celle  de  cinq  nombres  pentagones^  par  t:eU9 
I»  de  six  hexagones,  et  ainsi  à  l'infini,  n  7 

(i55)  Soit  donc  A  un  nondnre  donné,  et  x^y^  Zy  etc.  des  nombvek 
indéterminés,  lea  différentes  parties  du  théorème  général  pourront  se 
détailler  de  la  manière  suivante  : 

I  ''.  er  Quel  que  soit  le  nombre  donné  ^ ,  on  pourra  toujours  satisfidre 
»  à  l'équation  A  = -f-'^      -H — ~  y^^y  ^^  q^"  revient  au  méme^ 

j>  à  l'équation  8-<^-|-5=3(aa:-f-i)*-+-' (^/+i)*  +  (îM5+ï)**  » 

Cette  première  partie,  si  eUe  était  démontrée,  prouverait  que  tout 
nombre  de  forme  8/2 -|-3  ^^^  1^  somme  de  trois  quarrés.  Réciproquement, 
s'il  était  prouvé  que  tout  nombre  8;i+  5  est  la  somme  de  trois  quarrés^ 
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il  s'ensaiyrût  i]|)p9|jé|diatf;gi^t  <{w  tout  nombre  entier  éit  U  somme  de 
trois  triangulaires. 

â"".  ce  Quel  que  soit  le  nombre  donné  A^  on  poiùrra  satisfidre  à  l'équa- 
»  tion  -^  =  Jc*-+^-+^*-f-«*.  » 

Cette -seconde^  parée  a  ^té  démontrée  ciniessiis  d'une  manière  qui  ne 
laisse  rien  à  désirer  :  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  voir  que 
la  première  partie  a  une  liaison  nécessaire  avec  la  seconde.  En  eflet , 
s'il  était  démontré  qu'on  peut  toujours  satisfiiire  à  Téqualion 

on  tirerait  de  \k'9A*^^^;ss2àc^J\^j^^j^^i.  IMbds  1^  quatre  quarrés 
du  second  membre  ne  pouvant  être  qu'impairs  ^  les  nombres  a; +J^  f 
X  — ^  ^8-f-i^  2— i^  seront  pairs  ^  ainsi  on  aura  en  nombres  entiers  : 

4^+,=(£±^+(^'+(i±i)'+(î^)-,  •  ; 

ou  pour  abréger. 

Or  de  ces  quatre  nouveaux  quarrés  deux  doivent  itro  pairs  et  d«i|x 
impairs,  sans  quoi  la  somme  ne  pourrait  être  4^ 4*  ^  >  oi^  ^^ua  dpnc 

d'où  Ton  déduira 

Donc  la  première  partie  de  la  proposition  générale ,  celle  qui  concerne 
les  nombres  triangulaires,  étant  supposée,  il  s'ensuit,  comme  consé- 
quence immédiate ,  que  tout  nombre  impair  nA^^^i  est  la  somme  de 
quatre  quarrés.  Mais  si  un  nombre  est  la  somme  de  quatre  quarrés 
^  +  ^*+/'*  +  9%  ^^A  double  sera  aussi  une  semblable  somme,  puis* 
qu'on  a 

Donc  un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre  quarrés. 

On  voit  par  là  que  la  première  partie  du  théorème  de  Fermât  ren- 
ferme implicitement  la  seconde ,  et  puisque  celle-ci  est  démontrée  rigou* 
reusement  par  ime  autre  voie,  on  doit  regarder  la  première  comme  déjà 
pourvue  d'un  erand  decré  de  probabilité. 


/ 
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3*.  La  troisième  partie  du  théorème  général  donne 

OU 

de  sorte  que  l'énoncé  de  cette  proposition  particulière  revient  à  celui-ci  : 
ce  tout  nombre  de  lu  forme  a4^-f',5  efit  composé  de  cinq  qu^urrés  dont 
»  les  côtés  sont  de  la  forme  6wi— ^  i.  >i 
4''*  La  quatrième  partie  donne 

Lrf==ar(aj:— .i)4^(2j-— i)4-«(aj5r^i)4-5(a^  ; 

ou 

U  faut  donc  que  c<tout  nomlnre .  8^+^  ^^  décompose  en  six  quarrés 
ji  dont  les  côtés  sont  de  forme  ^nr —  i .  » 

En  général  y  la  proposition,  dpnt  il  s'agit  se  réduit  toujours  à  la  d^-* 
composition  d'un  nombre  donné  en  quarrés  ^  et  toutes  les  prôposiiionf 
partielles  sont  contenues  dans  cette  formule  générale  : 

8«^+(â4-a)  (flt*— a)*  =  (aflw?— a4-!i)»4-(!iflt;^— «+a)»+  etc.  ^ 

le  nombre  des  termes  du  s^econd  membre  étant  «4-^. 


/     » 
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§  V.  De  la]^  forme  linéaire  qui  confient  aux  dii^iseurs  delà 
Jbrmule  a"  +  '  ^  ^  ^^  ^  étant  des  nombres  donnés. 

(i56)  Il  ne  serait  pas  plus  général  de  considérer  la  formule  û"dtA% 
a  et  £  étant  des'nonibreA  premiers  entre  eux;  car  si  cette  formule  est 
divisible  par  le  nooibre  premier  ^^  on  pourra  toujours  &ire  ais^bx'^pjy 
et  il  faudra  que  ^"rbi  soit  aussi  divisible  par/?.  Cela  posé^  nous  exa« 
minerons  successivement  les  deux  formules  «"  -f-  i ,  a"  —  i . 

Soit  proposé  d  abord  de  trouver  la  condition  nécessaire  pour  que  le 
nombre  premier  p  divise  la  formule  a"  -|- 1 . 

Quel  que  soit  py  on  peut  toujours  supposer  />=sr2nar+'7r,  x  étant  une 
iiidéterminée  et  icnn  nombre  positif  moindre  que  2/î.  On  aura  donc  ^ 
é^n  rejetant  les  multiples  de  ;?,  iz"=b —  i  ;  on  aura  aussi,  parle  théo- 
rème de  Fermât,  et  parce  que  a  ne  saurait  être  divisible  par  ;?,  a'^'=+i^ 

OU  a  r=  I •  Alais  a  cause  ae^i=— i.onaa      =:i,et  amsi 

l'équation  précédente  devient  a  =  i  ;  de  sorte  que  nous  avons  à 
satisfaire  aux  deux  conditions 


La  seconde  sera  remplie  d'elle-même,  si  on  a  ^:â=  i ,  et  alors  la  forme 
du  diviseur  deviendra  p  ==:  2nx  -f- 1  • 

-  Si  'on  a  ^:>'i ,  soit  ot  le  plus  grand  conmaun  diviseur  de  /e  et  de  ^-«-i,' 
on  pourra  faire  nzsiifcêy  ei ne *^ iis^nc^ t» y  ce  qui  donnera 


fttà  Vf'f» 


I,    a      ==i. 


Mais  puisque  i»'  et  "Jt^  sont  premiers  entre,  eux,   on  pourra  toujours 
tjrouyer  deux  nombres  entiers  y  et  g^,  tels  quey»'— g^'sr'ss;!. 

De  là  je  tire  ( — i)^=fr'**'s=fl^^*""*"^ï=:a^^  ou  tf**=(—iy,  et  cette 

yaleur  étant  substituée  .dans  les  defix.  équations  a     =s  i»  i ,  a^'ss  i  / 
il  en  résuite -les  deux-  conditions 


(— ly  =— I ,     (—0  •'; 
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La  première  /ait  voir  que  f  et  fi  doivent  être  des  nombres  impairs  ; 
la  seconde  que  ^  est  un  nombre  pair.  Celle-ci  ^  au  reste  ^  renferme  la 
première;  car  si  n^  est  pair ,  il  feiudrabien^  d'après réqu|ition^==g^+i> 
que  f  el  n'  soient  impairs. 

Cela  posé  ^  on  aura  a  =  — - 1  ^  c'est-à-dire  que  a  + 1  serii  divt* 
sible  par  p. 

Et  comme  les  seules  suppositions  a  faire  sont  celles  de  ^=i  et  de 
"^  >  I  ^  on  peut  établir  le  théorème  général  qui  suit  : 

(iSy)  c<  Tout  notiibre  premier;?  qui  divise  k  formula  «f  4- 1 ,  doit 
»  ^Ire  ou  de  la  forme  2nx  4-  x  ^  ou  tout  an  moins  de  la  forme  nécessaire 

>i  pour  diviser  une  autre  formule  a  +  x  dans  laquelle  Texposant  m  est 
h  le  quotient  de  n  divisé  par  un  nonobre  impair,  n 

Ce  tbéorènie  s'appliquera  de  même  aux  diviseurs- de  a^  +1^  et  fera. 
tpDnaltce^ainsiy  de  proche  en  proche^  tentes  les  formés,  dont  sont  su»* 
ceptibtes  les  dif¥iseurs  de  la  formule  proposée  a*  + 1  •  Voici  quelcpies  • 
coroBaires  principaux  qu'on  en  dédnit  inmiédiatemant ,  et  «pi'il  sufiira 
d'énoncer. 

i^.  Si  l'exposant  n  est  un  nombre  premier  impair,  tout  nombre  pre* 
lûier  qtd  dMse  la  formule  a"-f-  x  doit  être  de  la  forme  :iiix+  i  >  ou  aa 
moins  ii  divisera  «  +  t. 

!l^  Si  l'exposant  n  est  une  puissance  de  -a,  la  formule  a"4-t  ne 
poiura  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  compris  dans  la 
forme  a/uc-f- 1  • 

Ainsi  A  Votù  veut  cfaevdiée  les  diviseusS'  preoaiers  drf  ^  +  f 
ss  4  394  9^  ^97  9  ^^  doivent  être  confem»  daas  J«  fbniÉle  fi^^H^  1  i, 
on  essaiera  dnisr  aucoessiveoKnt  igSy  a5f  »>  449^  ^9  ^^-  ^  ^"^ 
sion  réussit  par  641  ^  et  on)  troitare  le  quotient  ^jo^Jfif^  Pbur  trowver 
les  diviseurs  de  celui-ci ,  il  £uik  essayer  de  même  tous  les  nombres 
premiers  de  la  forme  64x'+  ^  f  pAis  granîA  qvM  641 1  et  moindres  que 
aiSSècsa^^^jàa^fy  œ  s(snt  f^y  tt99^  ii¥^,  i^og^,  i^x,  iniSi.  Et 


comme  aucmi^dfe  ces-  MOB&Fe»^  Éie   di^feé  ^^^  4^f  >  ^^  ^  Muchmi^ 
iHutc  assurance,,  qp^  67^4^7^  ^^<^  ^*^.  xxpnmse.  premier. 

3**.  Sion  ansxXy^  X  étant  un  terme  de  la.  progression  2^4»  ^9 
i&y  etc.)  ef  r  un  tkombi'e  premier,  le  Hirisént  fteiaief  ék  h  forttttdé 
^4- 1  sera  de  la  forme  2110:4- 1  ^  ou  Cour  aii  ih'o&ùi  Jlt  <fiviseitl  ht  for<^ 

mule  ^  ^^ I ,  et  alor»  iik lerai  de- la  forme- atac-f^i 
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4*.  Si  on  ft  n:s=tfi$  jfAelf  ëtant  deux  nombres  premiers  impairs ,  le 
diviseur  premier  de  lâ  formule  a*-|- 1   sera  de  la  forme  ttnx  +  i  >  on 

bien  il  divisera  la  formule  a^-f^i  et  sera  de  la  forme  ajitjc  4- 1  i  où  bien 

il  divisera  la  fbrmide  a +i  et  sera  de  la  forme  :2.ar-f-i ,  ou  enfin  il 
divisera  la  formule  a-f- 1.  Ces  cas  ne  s'excluent  pas  mutuellement;  car, 
par  exemple  9  il  est  clair  que  le  nombre  premier  qui  divise  la  formule 

«-f- 1 ,  divisera  toutes  les  autres  formulesf  a  + 1 ,  a  + 1 ,  etc. ,  et  de 

même  le  nombre  memier  qui  divise  a  +  i  ^   divisera    nécessairement 

•  ■     r 

f 

(i58)  H  est  hmiile  'd*étendfd  ces  coroHaires  à  un  plus  ^âtidncmln^ 
de  cas.  Observons  seulement  que  lorsqu'il  s'agira  de  trouver  fes  dîvi* 
scurs"  d'une  formlle  proposée  li"  -f- 1  ^  6a  cfaierdiera  succesatvenkent  cetÂ 

de  touWé  le»  foitnùtés  infôrîéutés  a^-h^,  en  cotMneiïéant  par  éelïes  ddT 
l'exposant  de  a  est  le  plus  petit  ^  et  il  he  restera  pluls  II  ^IfércKe^  > 
d'après  la  fbitoe  smxrh  i ,  çus  les  diviseur»  qui  ne  sonfe  pas  donnes  par 
les  formules  inférieures  à  a"  -{*  i . 

On  observera  encore  que  lorsque  n  est  un  nombre  impair^  la  for« 
mule  a"  +  i,  multipliée  par  a  y  devient  de  la  forme  x^  +  a^  elle  ne 
peut  donc  avoir  pour  diviseurs  que  les  nombres  premiers  qui  divisent 
«'+a.  Cette  condition  serrifa  a  exclure  ht  moitié  des  nombres  pre- 
miers renfermés  dans  la  formule  a/zx-^- 1  ;  mais  pour  cet  eflet^  il  faut 
consulter  ce  qu'on  démontrera  ci*après  sui*  les  diviseurs  de  a:'  +  a.  On 
peut  voir  des-à-présent  que  si  a  étail  a  ^  les  diviseurs  premiers  de  x^+i 
ne  peuvent  être  que  des  formes  S/n-^-i  ;  S/7i-f-3;  d'où  il  arrïve  que  fes 
deux  autres  formes  générales  8/?i+^>  0/71 -f- 7  sont  exclues  et  ne  divi<^ 
seront  jamais  là  formule  2"+  <  >  ^  étant  impair.  tJne  seïKibl^ble  exclue 
sion  aura  égakment  lieu-  pour  d'autres  valeurs  de  a, 

m 

(  iSg)  Ph>po8(fhs  -  nous  cle  trouvet  touy  fes  diviseurs  da  nombre 
549  755  8i3  88<=sa>*4- 1  =  ^. 

Je  considère  d'abord  les  formules  inférieures  2'*+ 1 ,  a'-f- 1',  2' -H?; 
la  dernière  donne  5  peur  dinseui! dc  toote» lea/ormules précédente*. 
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La  fjrmule  a^  +  i  =9>  ne  donne  encore  que  3  pour  diviseûi^  pM*^ 
inier  ;  elle  apprend  de  pins  que  A  sera  divisible  par  9. 

La  formule  2*'-|- 1  =  8195=3.2731  ^  si  elle  a  un  autre  diTÎseur  que  5^ 
ne  peut  en  avoir  que  dans  la  forme  a&r  -4-  ^  #  mais  comme  le  moindre 
nombre  prenner  compris  dans  la  forme  aSr  + 1 ,  est  53  déjà  trop  grand^ 
puisqu'il  excède  la  racine  de  2731  ^  il  s  ensuit  que  2731  est  un  nombre 
premier,  et  qu'ainsi  a'^  +  i  n*a  pas  d'autres  facteurs  que  5  et  2731. 

Gela  posé,  le  nombre  A  doit  être  divisible  par  9.3731  ;  si  on  le  di- 
vise d'abord  par  3.2731  ,  qui  est  la  même  .chose,  que  2'^+  i,le  quotient 
sera  2'^ — 2'^  +1  >  ou  67  100  673,  et  celui-ci  étant  divisé  par  5,  on  aura 
^  =  3*. 2731  .22366891. 

U  ne  reste  donc  plus  qu*à  chercher  les  diviseurs  du  nombre 
£==22  366891;  ces  diviseurs  doivent  être  de  la  forme  78X+1,  et 
puisqu'ils  doivent  aussi  diviser  la  formule  ^*-^  2,  ils  ne  peuvent  être  que 
de  l'une  des  formes  %n-^\  y  8/^-f-3.  Mais  la  forme  78X-I- 1 ,  en  comprend 
quatre  autres,  selon  que  x  est  égal  à  l'un  des  nombres  ^/i  4/4^  '  j 
4^+2,  4/-|-3j  ces  quatre  formes  sont; 

3i27"+i,    5i2j-f-79,    ^^y+iSy,    5iy+^55. 

La ,  seconde  et  Ja  troisième  doivent  être  exclues  comme  étant  comprises 
dans  8/1+7  et  8>i-f-5;  ainsi  tout  nombre  premier  qui  divisera  B  doit 
être  renfermé  dans  l'une  des  deux  formes 

3i2;^-{-i,        3i2;^-|-235# 

Les  nombres  premiers  compris  dans  ces  formes ,  et  en  même  fempt 
moindres  que  v/j5,  qui  est  environ  4630,  sont:  3i5,  547,  ^^>  9'7> 
1171,  1249,  i483,  1873,  2731,3121,  5435 ,  4057 ,  46o5.  Si  on  essaie 
successivement  ces  treize  nombres .  ou  seulement  douze  (car  il  est  inutile 
d'essayer  2731),  on  trouvera  qu'aucun  d'eux  ne  divise  jB;  d'où  l'on  con* 
dura  que  22  366891  est  un  nombre  premier. 

Le  nombre  B  étant  ifiviseur  de  /•-f-^j  doit  être  de  la  forme  ;>*-|-2y*; 
si  on  veut  réellement  mettre  B  sous  cette  forme ,  on  le  pourra  sans  tâ- 
tonnement à  l'aide  de  la  formule  suivante; 

Or  on  a  B^tJZl^,  dpnc  si  on  feît  m^:x\  oa  trouver* 

i?s=(r^775)r+:»(2709)\    . 
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fi6o)  Venons  maintenant  à  la  seconde  question ,  et  proposons-nou» 
de  trouver  la  forme  que  doivent  avoir  les  diviseurs  premiers  du  nombre 
donné  a*— i,  x 

Quel  que  soit  le  nombre  premier  p  qui  divise  cette  formule ,  on  peut 
le  supposer  de  la  forme  pzsznx^^^  ^  étant  un  nombre  positif  moindre 
que  n.  On  aura  donc^  en  rejetant  les  multiples  àià  py  0*^=19  et  o^'si^ 

d'où  résulte  a^""*=:i.  Dans  cette  dernière  équation^  on  ne  peut  sup* 
poser  que  ^=1  ^  ou  'îr>  i. 

I*.  Si  on  a  *7r=i  ,  la  forme  du  diviseur  est/issiuc-f-'  ;  ^^  restera 
ainsi  tant  que  n  sera  pair;  mais  si  n  est  impair^  il  £aiudra  nécessaire^ 
ment  que  x  soit  pair,  et  ainsi  on  aura  ^=::2/^-|- 1. 

â"".  Si  on  a  "sr^  i^  soït  m  le  plus  grand  commun  diviseur  de  n  et  de 
^— I,  («  devant  être  i  lorsqu'il  n'y  a  pas  d'autre  mesure  commune) 
on  pourra  toujours  trouver  deux  entiers^^et  gy  tels  quejh — g(x — i)=û0. 

Or  les  deux  équations  a'^ssi,  a^""*=:i,  donnent  i=flr  "séi^*^"  '^'z=a  y 

on  a  =  I  5  donc  p  sera  diviseur  de  <i  — •  i  ;  et  ici  il  n*y  a  aucune  xe&« 

tnction  à  apporter  au.  résultat  a  =3 1  ,  parce  que  l'équation  a  .?=  i  sa* 

tis&it  aux  deux  a  :±:jy  a        =;i« 

Cela  posé  ^  toute  la  théorie  des  diviseurs  de  la  quantité  ^-—  i  est  conn 
prise  dans  le  théorème  suivant. 

(161)  crTout  nombre  prenuer  p  qoi  divise  la  formule  it-^t,  doit 
H  être  compris  dans  la  forme  pz^nx-^^i,  ou  au  moins  peut  être  divi** 

»  seur  de  la  formule  a  •—  i ,  dans  laquelle  e^  est  un  sous-multiple  de  n.  i* 
Ajoutons  que  si  n  est  impair ,  auquel  cas  la  forme /ix-f-i  devient 
^nz  -|- 1  y  le  diviseur  p  doit  encore  être  compris  dans  les  formes  qui  coiK 
viennent  aux  diviseurs  de  la  formule  x*— ^ii. 

Le  même  théorime  s^appliquant  à  la  formule  a  —  i^  ou  à  telle  autre 
qui  résulte  immédiatement  des  diviseurs  de  n,  on  aura  y  par  la  combi- 
naison des  résultats^  tous  les  diviseurs  de  la  formule  proppsée.  Voici 
quelques  corollaires  généraux  qui  en  résultent. 

I*.  $i  le  nombre  n  est  premier^  tous  le^  diviseurs  de  la  formule 
a*  -«  X  seront  compris  dans  la  forme  2nz  *{-  i  ^  il  faut  seulement  en  ex- 
cepter ceux  qui  peuvent  diviser  a— -i. 

a^.  Si  le  nombre  n  est  le  produit  de  deux  nond)res  premiers  /t  et  p 
(n  excepté) ,  le  diYiseur  premier  y»  de  la  formule  ^'^  i  sera  de  la  forme 
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:^z+ï  ;  ou  bien  il  divisera  a" —  i ,  et  sera  de  la  foraoe   a/iz  +  ^  »  ou 

bien  il  divisera  a  —  i  et  sera  de  la  fbniie  2pz^i  ;  ou  enfin  il  divisera 
a  —  I  et  sera  de  la  forme  23-f-i,  laquelle  convient  à  tous  les  ilOHibres 
premiers.  En  effet,  lorsque  n  est  impair,  il  est  évident  que  ««— i  di* 
tise  /z"  —  I  ;  donc  tout  diviseur  de  la  première  quantité  dbit  être  diviseiur 
de  la  seconde.  •     •' 

S"*.  Si  le  nombre  à  est  une  puis^nce  de  a ,  et  qu'on  fi^se  mssi^ny 
€=\et,  yz={S^  etc.  le  diviseur  p  de  la  formule  a"— 1  sont ^  de  la 
forme  nx-i-iy  <iu  bien  il  sera  de  la  ioiine  ew^  1  et  divisera  la  formule 

h  —  I  ,  ou  bien  il  sera  de  la  forme  6a: +1  et  divisera  la  formulé  â  —i, 
a^usi  de  si^te  ju^cjv^a  la  forme  2jr-(- 1  qui  divisera  la  formule  à^—i. 

.  E  X  ç  tf  V  i<  £    !• 

■ 

. . .  •     ^  . 

(i6a)  Pour  avoir  tous  les  divisefurs  du  nombre   ^=:a'*>— i,  nous 

formerons  le'  tableau  suiraaf  y  où  i'on  voit   la  fononnle  proposée  et 

•ell«»  qui  i|'-«A  dédutseo^,  Av«e  les  •  ferais  OQvresp<HidbA(M  du  cliyiftQur  : 


p  =  53x+i ^  =  a»»— is=(a'*-f-i)JJ 

;?=i6Jc+i  iî  =  a'«— i==(a»  H-i)C 

pz=:  8x+i  C  =  a«  —  ï=ô»* +0^ 

D=   4ac+i  Z>=:a*  —  i=(a»  +i)£ 

/?=5   2jjr+i  £  =  3'— 1=3. 

■  ».  »         ■ 

X,e  d^ruier -nombre  ^  ji  qui  se  réduit  à  ^^  doit  diviser  tons  les  pré.çé*' 
dens ,  et  d'abord  ou  a  Z>=x(2*+i  ) .  3==5 . 5;  ensuite  Css:Çjafi';^\)l>==^  .5^17. 
Xieuombre^,  coutieut  Içs  KYxê^es  4îviseu|^  qù^j  C,  et  de  plus  a^+^r^aSy, 
lequel  est  un  nombre  premier.  Eftfin  A  e^\  le  produit  de  iSf  .pat 
a"?  4-  1-5=615537.  Or  co^ime  a.'^-t-?  ne  peut  avoir  aucun,  diviseur  com" 
mun  avec  B  qui  est  a'* — i,  il  s'ensuit  que  a'^Jjç-i  ou  65537  ^e  peut 
avoir  pour*  diviseur  que  des  nombres  premiers  de  la  forme  S^tr^^  i. 
Mais  lès  nombres  premiers  contenus  dans  cette  forme. et  moindres,  que 

.  \pS5i'j  soûl  97.  et  •  193  y  lesquels  ne  divisant  pqiVit  65537,^  V^^^  65555r 
jestuu  nombre  premier  >  èfmc  le  nombre  ^_ décompose,  eiii  ses,  facteurs 
premiers  =  3  •  5 •  1 7 .  257  ,€5537.  Si  ou^  inulti^ lie,  cette. v^çipr  pipL,=celle 
qu'oaa  trouvée  (pag.  12)  pour  ^^'Hr'>  Quaun^lji vakiuf  d^CMciposé^ 
de  T^^^u  . .  .     .'    , 
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(i65)  Soit  encore  proposé  le  nombre  -^=2"— i;  comme  l'expo- 
sant 5i  est  un  nombre  premier^  les  diviseurs  de  ^  ne  pourront  être  que 
^e  la  forme  620:  + 1  >  et  il  n'y  aura  aucune  exception ,  attendu  que  0*— t 
se  réduit  dans  ce  cas  à  :2-— *i  =  i.  Si  l'on  considère  en  même  temps  que 
le  nombre  hj4  est  de  la  forme  ^*— 2,  et  qu'en  conséquence  les  diviseurs 
de  ji  doivent  être  de  l'une  des  formes  8/ï+i,  8/i-|-7,  on  trouvera,  en 
combinant  ces  dernières  formes  avec  la  première  620:+ 1 ,  que  tout  di- 
^israr  premier  de  ji  esl-nécessaircménC  dé  l'une  des  formes  s^Sz'^  i  ^ 
2^&5+65*- Or  Enler  nous  apprend  (IVfémv  de  Berlin,  ann.  lyjâ^pag.  36) 
qu'aprèsavoir  essayé  tous  les  nombres  premiers  contenus  dans  ces  formes, 
jusqu'à  46759 ,  racine  du  nombre  ^^  îl  n'en  a  trouvé  aucun  qui  fut  di- 
viseur de  ^;  d'où  il  faut  conclure ^  conformément  aune  assertion  de 
Fermât,,  que  le  nombre  2^'  — 1  =  a  i47  4^^  647  est  un  nombre  'pre-« 
mier.  C*est  le  plus  grand  de  ceux  quf  aient  été  vérifiés  jusqu'à  présent. 

Nous  rie  tanxuherôns  pas  ce  paragraphe ,  sams  obsei^er  qu'Euler  eM 
auteur  des  .principaux  théorèmes,  qui  y  sont  c^mtenu».  Vaye^  le  Tom*  i 
des  Noi^i  Comment.  Petrop. 
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§  VL  Théorème  cùntenant  une  loi  de  réc^rocîté  qui  existe 

entre  deux  nombres  prem^rs  quelconques, 

* 

(164)  J^ov8  avons  vu  (a*  iS5)  que  si  m  et  n  sont  deux  nombres 
premiers  quelconques  impairs  et  inégaux  .  les  expressions  abr^'es 


(*^y  '   C"")  représentent  Tune  le  reste  de  m  *  divisé  par  n^  l'autre  le 

reste  de  ?i  *  divisé  par  m;  on  a  prouvé  en  même  temps  que  Fun  et 
Tautre  restes  ne  peuvent  jamais  être  que  •+- 1  ou  •*-<»  i .  Gela  posé  y  il 

existe  une  telle  relation  entre  les  deux  restes  (^  J  ^  (""y  ^    ^^    ^*^^ 

étant  eonnu ,  Tautre  est  immédiatement  détenniné.  Voici  le  théwèm^ 
général  qui  contient  cette  relation. 

((  Quels  que  soient  les  nombres  premiers  m  t\  n^  s'ils  ne  sont  pas 
Il  tous  deux  de  la  forme  4^«4*S>  on  aura  toujours  r<^js=r^V  et  s'ils 

>i  sont  tous  deux  de  la  forme  4^-^5^  on  aura  T^ 7^='^^'" Y     ^^^ 
D  deux  cas  généraux  sont  compris  dans  la  formule 

Pour  développer  les  différens  cas  de  ce  théorème ,  il  est  nécessaire 
de  distinguer^  par  des  lettres  particulières ,  les  nombres  premiers  de  la 
forme  4^+ 1 ,  et  ceux  de  la  forme  4^+  5.  Nous  désignerons  dans  le 
cours  de  cette  démonstration^  les  premiers  par  les  lettres  Ay  Uy  a;  les 
seconds  par  les  lettres  BybyQ.  Gela  entendu^  le  théorème  que  nous 
Tenons  d'énoncer  renferme  les  huit  cas  suivans  : 

I.        Si  Ton  a  (^  =sH- 1,  il  s^ensuit  \j)^=^ -f- «^ 
H.      Si  l'on  a  (^  =  —1,  U  s'ensuit  (5)=;  — i 
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m.     Si  l'on  a  (', W+ 1,  U  s'ensuit  (^W  +  «  J.^^u.>^^^(^ 

IV.  Si  l'on  a  (j)  =—  1,  il  s'ensuit  (-)  =  —  j  ^/-^  ^  H^jU^f^»** 

y.  Si  l'on  a  (^)  =  + 

VI.  Si  l'on  a  (h  =— 

Vn.  Si  l'on  a  (I)  = 

Vm.  Si  l'on  a  (1)=.      -, ,^,_  ...  n,   ^        -     ^^_ 

Démonstration  des  cas  IV  et  V*  ^i**^  ^  iîî»^  e«k^  ^  b  o^^* 


y  il  s'ensuit  T?  J  =  +  t 
,  a  s'ensuit  (?  J  =  —  x 

,  îl  s'ensuit  C^  =5  —  i 


(i65)  J'otserye,  d'abord  que  Tequation  jtr^-f-^^*  =  ijs* ,  on  plus  géne^    ê^  le^^^^ZtA^H^t.^ 


ralement  l'équation  (4/+  i)^^*  -f-  (45"  4-  ï)j*  =  (4^  +  5)  a»,  est  imposf*    yj-  ^  ^fj^A^f-  S^ 
sible;  car  a:  et  j^  devant  être  supposés  premiers  entre  eux,  le  premier 
membre  sera  toujours  compris  dans  les  formes  4^+  ^  et  4^  +  ^i  tandis 
que  le  second  l'est  dans  les  formes  4^  ou  4^  +  3* 

Mais  suivant  le  n*  27 ,  l'équation  x*  +  ^*  =i  h:^  serait  résoluble  si  on 

pouvait  trouver  deux  entiers  ^  et  )x^  tels  que     7"°  et  ^  fussent  des 

^entiers.  D'un  autre  côté  y  la   condition  pour  que  h  soit   diviseur  de 

X*  +'^,  est  r--j-J  =:  I ,  ou  ^?\=— I,  parce  quefr  est  de  forme  4^+5 f 

et  la  condition  pour  que  a  dUivise  /a^"^  by  est  T- j  =s  4^  i.  Donc  on 

ne  salirait  avoir  à-la-fois  Qjs=— i  etr-j=4-iî  d'ailleurs  ces  ex- 
pressions ne  peuvent  être  que  +  1  ou  -^  1  ;  donc 

(IV)  Si  l'oiï  a  (2)  =»  —  1,  il  s'ensuit  (^)  =— -  î  ; 

(V)  et  si  l'on  a  (5)  =  H-  1,  il  s'ensuit  (J)  =  +  1. 

Au  reste  ces  deux  propositions  sont  liées  entre  elles  ^  de  sorte  que  Fuae 
n'est  qu'une   conséquence   de  l'autre  ;   car  la  première  étant   posée  y 

soit  (-J  =  +  I,  on  ne  pourra  avoir  ^J^  =  —  i  ,  puisqu'il  s'ensuî* 
vrait  f-^  =  —  1  contre  la  supposition;  donc  on  aura  Qj  5=;  ■+•  x*, 
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Démonstration  des  cas  VII  et  VIII. 

••  ... 

(i66)  S  fit^b  éumt  deux  nombres  premîc»  z^  +  S  ,  pn  a  démontre 
généralement  (n"*  4?)  T^'^  ^^^  toujours  possible  de  satisfaire  à  Tune  des 
équations  JBj:*  —  i;^ sss'-J-  i ,  -Bx* •—  ^ sa  —  i. 

Soit  I*.  (-rj  =  +  I  ,    l'équation    Bx^  —  bjr*  ==  —  i    ne    pourra 

avoir   lieu  ;    car  il  ^'ensuivrait  que  o  est  cByiseur   de  Sx*  + 1 ,  ou 

de  a*  +  jB  (en   faisant   Bx^z);  partant  on -aurait /^^^—Y=  i,  ou 

T-T- j  =z=  -^  I  ^  contre  la  supposition.  L'une  des  deux  équations  étant 

ainsi  exclue ,  l'autre  Bx*  —  fy*  5=  +  i  a  lieu  nécessairement  :  or  par 
celle-ci  on  voit  que  B  est  diviseur  de  fy-*  +  j  ,  oji  de  a'  +  ^  C^^  faisant 

bjr  =s z}i  donc  on  a  (j-^)  =  i  >    ou    T  j\c»—  i* 

Soit  2*.  (-t;  j  =  -F^  I  ,  on  prouvera  sémblablem^nt  que  Péquatioif 

J9x'  —  J^*  =  4-  I    est  impossible  ;    donc  alors  l'autre  équation. . .  ,^ 
Boc^^^hj^  =s  -^  I  a  lieu  nécessairenient^  et  il  résulte  de  celle-ci  que 

i?'  est  diviseur  de  ^-^  i^  ou  de  a'  — ô,  ce  qui  doKne  Cj^A  sac  +  i; 
Ponc 

(Vn)      'Si  l'on  a  (j)  =:  +  I,  a  s'ensuit  (|)  =s  —  i, 
(^Vll>  et,  sr  l'on  a  ^^)  5=5-  — *  1,  2  s?eiwmt  :^y)  a»  4-  i  ; 

d'où  Ton  voit  que  C^  et  (^  sont  toujdors  de  signes  contraires/ 

DAmnsmiîion'ékr  cm  I  et  Ili 

•  •  •  ■  •  ■ 

(167)  Soit  T— \=-j-i,  je  dis  qu'il  en  résultera  également  r-jj  =+  i;* 
Fn  eflfet,  soft  ^mi  nomÏJre^  preifiîer  dé  fottîie ■  4'^'4- S .  <juî  divise' la 

•j J  =  —  I ,  et  par  le  casf^  IV,  il 

s'ensuivra    1-2)  =  —  i.  Considérons  l'équation  impossible ' 

^*'+'^^5='*ç5*i  cette  équation  aurait  lîéu  (n*  ay),  si  on  pouvait  tSrouver 
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deux  entiers  \et  fiy  tels  que  /"^     et  —j^y  fussent  des  entiers.  Or 


la  première  condition  est  remplie  d'elle*même  ;  car  pour  que  X*  -|-  ^tf 
soit  divisible  par  a,  il  fiiut  qu'on  ait  \^—-\^=z  ï,  ou  ^^Jssu^cequia 
lieu  par  hypothèse;  et  pour  que  X*  +  ^  ^^^  divisible  par £,  il  fiint 
qu'on  ait  r -^  j  =  i  ^  ou  T^)  =  —  i,  ce  qui  a  encore  lieu.  ^ 

La  seconde  condition  eidgenÉK  qu'on  eût  {-^  =  «j*  x  ^  ou •  v1 

\i^)  •  w)  '^  +  M  "^"^  ^^  *  d^i^  (5)  '^  ""  ^  '  ^^^^  il  faudrait  qu'on 
e&t  r^^^-^i*  Cette  «e^nde  condition  ne  peut  pas  être  remplie; 

puisque  Téquation  proposée  est  impossible  ^  donc  on  a  r^^ss-f*  <* 
Donc  d 

.   (I)  Si  ri  a  (^)  =  -f-  I.,  a  s'ensmt,  (5)=^+  V 

*  ^  Soit  maintenant  f— j  =zs  —  i ,  on  ne  pourra  avoir  T^j  =  4-  i  j  car 

de  celle<*ci  ilBfrésulterait  (par  le  cas  qu'qn  vient  de  démontrer^  et  parce 
quet  les  nom]>rea  «  et  ^^  sont  tous  deui^  de  là  même  forme  4^  +  i  ) 

T— J  =ss-f- 1  ^  Contre  la  supposition.  Dodb  on  apria  ^^j  ==  «-;  i*  Ponc 

n.  Si  Ton  «  (^)  =  -Ji  ^  il  8'eniuit  Q)»—  »• 

Qn  a  trouva  ci-dessus  (n*  4S^)llue  û  ^\  A  eta^t  deux  nombres  pre* 
miers  4^  +  ir^  il  est  toujours  possible  de  satis&ire  à  Tune  des  équations 
Ax^ «^  oy**  =  d=  I  ^  jc*  —  Aaj*i:=i  —  i.  ta'  pretïuère  exige  qu'on  ait 

(^)=+i  et  (5)  =  4i;doncsiroaa(^)=:-,  elQ)=-i, 

conditions  qui  dérivent  t^jours  Tune  de  Faûtre  j  ainsi  qu'on  vient  de 
le  démontrer^  la  seconde  équation  sera  la  seule  possible^  et  aurit.tieu 
nécessairement  ;  d'où  résulte  ce  théorème  : 

9(  A  et  a  étant  deux  nombres  premiers  4^+1 ,  A  l'on  a  T— j  =  -7*  i 
ji>  OU  r^  j  ^ — I ,  réquation  »*  —  Atff^ss-^  i  sera  ttmjoiirs  possible,  n 


4 


loa  THÉORIE  SES  NOIifiltES. 

•   .     '    r    •  -     #•    - 

-     .  '  . { ;         I    -     »...     ^  —  -  .     J  ....  -  ,  , 

Démonstration' des 'cas  III  et  FL 


■•'.    ;  •- 


'iS^^^^  qu'il  eu  résultera  (^)  =+1.  En 

Çy         effet ,  sôit  encore  4^  un  nombre  premier  de  forme  4^*  +  5  qui  divise 

k  formule  jr  +  tf ,  ensorlte  qu  on  ail  f  ^  >===^ — i ,  et  par  suite  (  ^  j = — i  • 

On  a  -défâ  tiî  (n^  49)  qu'il  ^^^  toujours  possible  de  satisfaire  à  Tune  des 
p(ols  aq^iffUona  sukaute^  ^  pourvà  qu'on  prenne  convenablenient  le  signe 
du  premier  membre 

db  I  =  -^M?*— '  fli;^*. 

Or   ayant"  supposé   T  |  J  ==  + 1  ,  f  ^j  =  —  i  ,  ^^j=— *  r ,  on  trouve 

que  de  ces  trois  équations  qui  en  représentent  sir^  il  y  enit  quatre  qui 
ne  pèutent  avoir  lieu;  savoir  : 


•m:: 


j%  L*équation  -+•  î  =^^'  —  ^*>  qui 'suppose  f— Jcb5+  i; 

^•:  L^equatipn  -i-i  1'==  Sx*  —  ^^"'>  qui  suppose  r»)='+  i; 

3*.  L'équation  — •  1  =  ax^  —  ■fe'S  ^^  suppose  (?/= —  i  ; 

vî-    4**  Véquatioh  ^  i  ±=  oac'-  •-•  ^Ç^*,  qui  suppose  ^4j±b+  i* 
R  ne  nous  reste  donc  plus  que  les  deux  équations    ;    < 

Aôtft  Tuiie  doit  avoir  Hetf  nécessairement  ;  àr  elles  exigent  toutes  deux 

-  j  ==  +  I  >  puisque  par  la  première  a  est  diviseur.de  z*  —  4, 
et  par  la  seconde  a  est  diviseur  de  z*  -+•  b.  Donc 

m.  Si  Ion  a  r^js-f-  i,  il  s'ensuit  (    ^  =  4-  i. 
Soit  en  second  lieu  /- J=s —  1 ,  je  dis  qu'il  en  résultera  Tf  ^= — 1. 
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Car  si  on  ataît  r^j=+  i,  il  s'ensuivrait  par  le  cas  qui  vient  d'être 
démontré  T  -  J  =  +  ï  >  contre  la  supposition.  Donc  enfin 


VI.  Si  Ton  a  (^)  =  —  I ,  il  s'ensuit  (J)  = 


I. 


(i6g)  On  peut  remarquer  que  les  quatre  premiers  cas  sont  démontrés 
d*une  manière  comj^ète  et  qui  ne  laisse  rien  à  désirer.  Les  quatre  autres 
supposent  qu'étant  donné  le  nombre  a  de  forme  4^^+-!'^  il  est  totijoun 
possible  de  trouver  un  nombre  premier  9  de  forme  4^^  -f-  3  ^  tel  que  wL 
divise  la  fbrmiile  z^  *f-  a. 


pr^^^f^  ^O* 


7' 

m 


L'existence  de  cet  auxiliaire  se  prouve  immédiatement  lorsque  a  est 
de  la  forme  8/»  -{-  5  ;  car  faisant  2  =  i  ^  le  nombre  z*+  a  qui  devient 
l'i^ay  est  de  la  forme  8/ï-f-6s=:2(4'^-f~  3)î  ^  ^^  donc  divisible  par. 
un  nombre  de  la  forme  4^  +  3  ^  et  par  conséquent  par  un  nombre  pre- 
mier de  la  mâme  forme ,  lequel  pourra  être  pris  pour  '&. 

^/^^^/T"  Lorsque  a  est  de  la  forme  8/1  +  i  ^  on  peut  observer  que  cette  forme   lur^^i^^H,»  tiZjhl^À 
^     «.       considérée  par  rapport  aux  multiples  de  3  ^  se  divise  en  deux  autrm, 
1*^^  qui  sont  ^4^+  i  et  ^4^+  17.  Dans  ce  dernier  cas,  il  suffit  encore  de 
^  ^-^    ndre  2=1,  et  a*  +  «  étant  divisible  par  3,  on  pourra  faire  &=:  5. 

Reste  donc  à  considérer  seulement  la  forine  ^^  -f- 1  \  laquelle  poiimlt 
'(-  se  subdiviser  de  même  relativement  aux  multiples  de  "7 ,  11,  etc. ,  et  à 
chaque  opération  on  réduirait  le  nombre  des  formçs  à  moitié.  Il  semMe 
que  la  difficulté  qui  se  présente  pour  déterminer  a  priori  un  nombre  Ue 
la  forme  4^^  •+-  5  qui  divise  la  formule  2'  -f-  n ,  tient  à  ce  que  dans  le  6sA 
particulier  ou  a  =  i ,  cas  qui  est  compris  dans  la  forme  8b  *f- 1 ,  il  il*j 
a  réellement  aucun  nombre  premier  de  forme  4^+3  qui  divise  :9^  +  i^ 
(n*  i4p). 

Mais  excepté  ce  seul  cas  et  celui  où  a  est  un  quarré ,  qui  revient  au 
néine^  toute  formule  z*d=a^  dans  laquelle  a  est  un  nombre  dpnkié 
quelconque  y  à  toujours  une  infinité  de  diviseurs  des  formes  4^^  -f~  >  ^^ 
411  «-f*  3  >  .et.  doit  même  en  avoir  un  nombre  égal  de  cbaque  espèce.  , 

Au  reste  le  théorème  général  auquel  nous  avons  donné  le  nom  de 
loi  de  réciprocité ,  étant  la  proposition  la  plus  remarquable  et  la  plu9 
féconde  de  la  Théorie  des  Nombres ,  nous  donnerons  ci-après  une  se- 
conde démonstration  de  ce  théorème,  fondée  sur  d'autres  principes  et 
exempte  de  tonte  difficulté. 


^    7^W  t^**-? 
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(170)  C'est  ici  le  lieu  de  placer  quelques  théorèmes  assez  importans^ 
dont  plusieurs  ne  peuvent  se  démontrer  qu'à  Taide  de  la  loi  de  récipro- 
cité qu'on  vient  d'établir. 

cr  Tout  nombre  premier  4^^  +  i  divise  à-la-fois  les  deur  formules 
»<•-!-  cw%  i*  —  ctt*,  ou  ne  divise  ni  l'une  ni  l'autre.  » 

Soit  a  le  nombre  premier  dont  il  s'agit  ;  si  l'on  af-js+i^  a 
'*^'^  divisera  les  deux  formules  ^*  +  ca*,  /•  —  ca*,  où  c  est  un  nombre  quel- 

'"^  conque  :  si  Ion  a(~)  =  —  i',ilne  divisera  ni  l'une  ni  l'autreé  C'est 

.  ^^       ee  qtii  résulte  immédiatement  des  n^  i54  et  i55. 

■-  -tr^i  î  ^^  '\\     ^  (ïyO  ^^  Tout  nombre  premier  4^*4-5  qui  divise  t^'^cu^y  tie  pe«t 
^  %   V  w  être  diviseur  de  /*  —  c«*,  et  réciproquement,  m 

'  Car  soit  ce  nombre  premier  =  6  ^  la  condition  pour  que  b  divise 

/■-f-<»*,  est  r^^  =3  I,  ou  rTj:ts=—-iîet  la  condition  pour  qu'il  4iTÎ8e 

t^  —  cu^  est  r  7^ j  =  I  ;  or  ces  deux  conditions  s'excluent  mutuellement.^ 

Afi  \^ ^/v*.i:*fît^'j    '  "Coèùtiàire.    Xout  nomtbre  premier  5  de  forme  4^-f-5  divîse  néces-  , 

(îairement  l'une  des  deux  formules  t^-^cu^^  e^^cu^i  car  on  a  toujomv^' 

y...  rvi^       ^'^(s)  =  +  -^  1  ^  (ï)  =  -^.i-  On  fait  abstraction  dans  ce  tbéorènie^' 

^'*'  •  C^i^u  "^^      dinsi  que  dans  le  précédent^  du  cas  où  b  serait  diviseur  de  ^;' alors*  en» 
'--^«^'^     effel  on  ne  mettrait  pins  en  question  si  b  divise  <*  +  cii^  ou  ^-— ci^. 


é  --  %'  ■  l 


'(172)  «  Si  le  nombre  premier  c  divise  les  deux  formules  l^'—au^^ 
>l  ï*  —  i«* ,  il  divisera  également  la  formule  <* — aia*.  » 

-  'Car  ayant  par  hypothèse^^^  =  i ,  ^^) s=  1 ,  il  s'ensuit  que  (— )=:i^ 

éi  qu*ainsî  c  est  diviseur  de  /•  —  abu\ 
Le  xnéme  résulut  aurait  lieu  pour  un  plus  grand  nombre  de  £M:teunr; 

■     '     .  *  ■  • 

-.1(175)  (C  Si  le  nombre  premier  c  ne  divise  iii  la  formule  l^— «oo^fm 
À  la  foitnule  t^  —  h^yîl  divisera  nécessairement  la  form:ule  ^^ — abu^.  » 

Car  ayant  par  hypothèse  (^\  ==-i-i,  f-^=3— i,il  s'enstdt  encore 
— j  =  •+•  I  ;"donc  c  est  diviseur  de  i*  ^^abvf^ 

(174)  «  Soient  a%\,  A  des  nombres  premiers^  toias  deux  de  là  fonnft 
»  4^^+  i^  je  dis  que  si  a  divise  la  formule i^,^At/f^xiK^^xi09^tuumK'A 


•  -^ïéî" 


4« 


•*••;•■        i  « 


-<    *  f 


•<.  •"    .       •    .1'    ■    V.  .*.     .'. 
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»  divisera  la  formule  e*+  ou*  ;  et  si  a  ne  divise  point  la  formule  ^-^Au^^ 
»  réciproquement  jé  ne  divisera  pas  la  formule  /■  +  iu^.  m 

Car  dans  le  premier  cas  on  a  (j^j  =  ^  >  c'est-a-dire  \^j  =  i  ;  donc 

... 

réciproquement  (^  j  =  i  ;  donc  J  est  diviseur  de  t*  +  ^^** 

Dans  le  second  cas ,  on  aurait  C-\  =  —  i  j  d'où  résulte  également 
r~J  =:  — •  I  ;  donc  A  n'est  point  diviseur  de  t^  +  au** 

(175)  ce  Soit  a  un  nombre  premier  4^+  i>  et  soient  A  ei  B  deux 
»  nombres  premiers  quelconques  tous  deux  diviseurs  ^  ou  tous  deux 
»  non-diviseutf  àç  la  formule  t^—au%  je  dis  que  a  sera  diviseur  de  la 
»  formule  i*  —  ABà\  h 

Car .  i"".   si  ^  et  i?  sont  diviseurs  de  la  formule  t^'^^au^,  on   aura 

/^j==si,/^^=;=i;  donc  réciproquement  f^ ;;;=  i ^  vï) '^  '  '     ^^^^ 

f-^-Jssx^  donc  a  est  diviseur  de  t^'-^ABv^. 

of.  Si  ^  et  jS  sont  non-diviseurs  de  la  formule  ^  — »  aii%  on  aura 
(2)=-'>  (5)=-''  ^'^^  résulte (^)=-i,  (f)==-i;  donc 
on  a  encore  f— )=-+:  1  ;  donc  a  est  diviseur  de  t^^^ABu^. 

(176)  M  Soit  a  un  nombre  premier  4^^+ 1  >  et  &  u^  nonobre  premier 
n  4^+3  qui  ne  soit  pas  diviseur  de  t^'^^au^y  je  dis  que  a  sera  au  con« 
i)  traire  diviseur  de  (^-{^hu^.  » 

Car  ayant  par  hypothèse  ^^^=— i,  ou(j)s=  +  i,  il  s^ensuit 

T- j=s  I  j  donc  a  est  diviseur  de  t^^bu*. 

En  général^  si  on  a  plusieurs  nombres  premiers  b^  b\  Vy  tous  de  la 
forme  fyt^ 3 ^  et  non-diviseurs  de  o^-Ha^  a  sera  diviseurde la  for- 
innle  e^bVVv^.  :  i 

(177)  a  Tout  nombre  premier  c  de  la  forme  8n-f-x  ou  8114-7^ 
»  divise  à-la-fois  les  deux  formules  ^^au^^  ^^^mt^  on  ne  divisera 
m  ni  Tune  ni  l'autre.  )i 

Car  la  valeur  de  (^^  «*  1^  même  que  celle  de  (^^^),  puisoue  lo 
nombre  c  étant  de  l'une  dea  deux  formes  mentionnées,  on  a  toiqoors 
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(178)  «  Tout  nombre  premier  c  de  la  forme  8/1+5  ou87}+5,  dl*« 
^  vise  toujours  l'une  des  deux  formules  ^•-f-ott*,  t*+3aa%  mais  n'en 
»  peut  diviser  qu'une.  » 

Car  dans  les  formes  mentionnées  on  ar-js— *i;  donc    les  deux 

quantités  Ç—j  ®H"^)  ^^^*  ^®  signes  contraires.  Donc  il  £iut  que 

l'une  de  ces  quantités  soit  +  i  et  l'autre  — •  i  ;  d'où  il  suit  que  c  divise 
l'une  des   deux  formules  dont  il  s'agit  ^  et  ne  divise  pas  l'autre. 

Remarquez  que  dans  ce  théorème  ^  ainsi  que  dans  le  précédent ,  ^  est 
un  nombre  quelconque  positif  ou  négatif 

(179)  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  multiplier  davantage  ces  sortes 
de  théorèmes 9  mais' nous  croyons  que  les  Géomètres  verront  avec  plai- 
sii*  l'application  de  notre  loi  de  réciprocité  à  la  démonstration  de  deux 
conclusions  générales  auxquelles  Euler  est  parvenu  ^  par  voie  d'induc- 
tion y  dans  ses  Opuscula  Analytica ,  tom.  I  ^  et  qui  sont  la  base  d'ace 
théorie  importante.  La  première  est  conçue  à  peu  près  en  ces  termes  : 
(Voyea  Touvrage  cité,  pag.  376.) 

fc  Si  tous  les  quarrés  successifs  i^  4>  9>  ^^j  ^^*  ^^^^  divisés  par  un 
D  même  nombre  premier  4^^  + 1  ^  les  restes  des  divisions  comprendront 
»  non-seulement  tous  les  nombres  contenus  dans  les  formules /»—^^^—^ 
»  et  77+7-*-/)>  mais  encore  tous  les  acteurs  premiers  dont  ces  nombres 
n  sont  composés.  » 

D'abord  il  est  facile  de  voir  y  que  puisque  c  r=2  4^ + 1  ^  on  satisfera  à 

l'équation  ^''^  ^^     -=  g,  en  prenant  axssay-f-irfcc.  D'ailleurs 

c  étant  de  la  forme  4^+ 1  >  sî  lequation  — ^  sse  est  possible^  Téquatiou 


c 
^7^^  ^=ze  Test  paiement;  donc  y  ^1  effet^  tout  nombre  compris^  soit  dans 

la  formule  n*-<^^-~47,  soit  dans  la  formulé  77+ 7  "^^^  ou  ce  nombre 
diminué  d'un  multiple  à&  Cy  peut  être  regardé  comme  le  neste  d'un 
quarré  divisé  par  c.  Cette  première  partie  du  th^rème  ne  SQu£Gre  au- 
cune difficulté^  ainsi  qu'Euler  lui-même  l'a  &it  voir.  Venons  à  la  ^e« 
condé  qui  exige  l'emploi  de  la  loi  de  réciprocité. 

Soit  et  un  nombse  premier  qui  divise  n^-^qq — q  ou  qq^q — n^on 
pôusra  faire-^^rf-^ — n=dbot^;  donc  en  multipliant ^par  4>  ptûs'inel« 
tant  au  lieu  de  4^  sa  valeur  c—'iy  on  aura  .   . 
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De  Ik^  en  omettant  les  multiples  de  a,  on  tire  tfs=(^4'0^j  ^^^^ 

<>  ^  ^  ou  suivant  notre  notation  {-*)==  (^+  ^^  '  =s  i.  Maii  di  ce  qoA 

(^)  =  i,  il  s'ensuit  par  la  loi  de  réciprocité  f -J=.ij  donc  c  est  di- 

TÎseur  de  la  formule  x* — «.  Donc  «  doit  se  trouver  parmi  les  restes  des 
quarrés  divisés  par  le  nombre  premier  c,  ce  qui  est  la  proposition 
d'EuIer. 

(i  80)  La  seconde  conclusion  générale  (Voyez  l'ouvrage  cite ,  pag.  28 1 .) 
est  celle-ci  ; 

(c  Si  Ton  divise  les  quarrés  i^  4^  9»  1^9  ^^'  P*^  ^^  nombre  premier 
D  4^^— I ,  les  restes  des  divisions  comprendront  non-seulement  tous  iev 
»  nombres  représentés  par  la  formule  n^qq-^q  y  mais  encore  tous  le$ 
»  âictenrs  preinîers  dont  ces  nombres  sont  composés.  » 

Pour  satîsfiire  à  fe  première  partie,  il  feut  trouver  un  nombm  x  tei 
que  x^'^(n^^qq'-^q)  soit  divisible  par  le  nombre  premier  g**-^  i; 
or  c'est  ce  que  Ton  obtiendra  iifimédiatement ,  en  prenant  2xssz2Ç'i^idbQ^ 
Donc  le  nombre  n-^qq^^q,  ou  ce  nombre  diminué  d'un  multiple  de  c^ 
est  toujours  le  reste  d'un  quarré  x^  divisé  par  c. 

Soit  en  second  lieu  ot  un  nombre  premier  qui  divise  n-^qq-^q^  si  Ton 
fût  H^qq'{^q=ieuJ,  on  en  déduira  comme  ci-dessus-,  (2^-f*i)*-H;=4^* 
Donc  en  omettant  les   multiples  de  a,  on  a  c==—7^(2^4-i)*;  donc 

T—  J  =  I  • .  Gela  posé ,  il.y  a  deux  cas  à  distinguer. 

I*.  Si  ot  est  de  la  forme  4^»+  ï  >  l'équation  (^js=  i  est  la   même 

que  T- j=3i,  et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  T-^ss?!;  donc 

c  est  diviseur  de  x* — ol. 

a**.  Si  et  est  de  la  fbrm»   4^—  1 ,  l'équation  T^  J=s  i  y  donne 

/- J=s—  I ,  et  on  en  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  f- jssi  ;  donc 

c  est  encore  dHiseur  de  o:^— *c^ 

Donc,  dans  tous  les  cas,:  le  nombre  premier  «t,  ou  ce  nombre  dimi- 
nué d'un  multiple  àe  c  ^  est  le  reste  d'un  quarré  divisé  par  c ,  et  par 
conséquent  doit  se  trouver  parmi  les  restes  que  donnent  les  différens 
termes  de  la  suite  ij  4»  9>  ^^i  ^^*  divisés  par  c. 


^» 
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§  V 1 1.  Usage  du  théorème  précédent  pour  connaîtra  si  un 
nombre  premier  c  di(^ise  la  formule  x*H-a*  Des  cas  oii  Von^ 
peut  déterminer  a  priori  le  nombre  x# 

(i8i)  XJORSQITE  C  est  un  ncmibre  un  peu  grande  et  qu'on  a  besoin 
df  savoir  si  c  est  diviseï;^'  de  oi^'^a^  il  peut  être  fort  long  d'élever  a 

i  la  puissance  ^—-f  même  en  abr^ant  Topëration.  autant  qu^îl  est 

possible  9  et  en  ayant  soin  d'omettre  les  multiples  de  c  à  mesiure  qqSk 
9e  présentent.  Voici  un  procédé  que  fournit  le  théorème  précédent^ 

tt  qui  condnh  très-promptement  à  la  valeur  cherchée  de  ^-Y 

"^    I*.  Si  a  est  plus  grand  que  Cy  on  mettra^  au  lieu  de  a^  le  reste  de  la 
^vision  de  à  par  c;  ainsi  on  pourra  toujours  supposer  que  a  est  plus 

j;>etit  que  c.  En  effets  on  voit  bien  que  (me-^-»)  *  divisé  par /?^  laisserit 


«— ff 


le  même  reste  que  a  ^ . 
a*.  Si  le  nombre  a  ainsi  réduit  est  un  nombre  premier^  Texpresaioa 

f-j  se  changera  suivant  le  théorème^  soit  en  (-)>  soit  en  — -T-Vce 

dernier  cas  n'ayant  lieu  que  lorsque  a  et  c  sont  tous  deux  de  la  foime 
4n  +  5.  Mais  puisque  c  est  >a^  on  peut^  au  lieu  de  c^  prendre  le  reste 

4e  la  division  de  c  par  a\  soit  ce  reste  ^\  on  aura  donc  T -j  =  ^^); 
ainsi  la  recherche  de  la  valeur  de  (^\  est  réduite  à  celle  de  Fexpres- 

sion  f  —  j  qui  est  composée  de  plus  petits  nombres;  la  r^Iption  .se  fçr^t 

donc  ultérieurement^  tant  par  ce  qui  a  été  déjà  dit  que  par  ce  que 
nous  allons  ajouter. 

3^.  Si  a  n'est  pas  premier^  décomposes    a   en  ses  facteurs  pfe^ 
miers  ft^  Ç,  y....  p^armi  lesquels  a  peut  être  compris^  vous  aures 

(f\  =  au  produit  des  expressions  (f)  (ê)  (î")*  ^*^'  Qoietle»  parmi 
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les   facteurs  a^   G,  y^   ceux   qui   sont  quarrés  ,    car   en  général... 
f— )  =  r-J  T- j=:-f-i  ;  observez  de  plus,  que  suivant  le  n*  148  on  a 

^  -)  =  + 1 ,  si  £?  est  de  la  forme  8/ï±  i  ,  et  f- j  =—  i ,  si  c  est  de  la 

forme  8/i±3. 

Au  moyen  de  ces  préceptes  et  des  renvèrsemens  donnés  par  le  théo- 
rème du  paragraphe  précédent,  on  trouvera  bientôt  la  valeur  de  l'ex- 
pression proposée  r-Y    Et  l'opération,  assez  semblable  à   celle  par 

laquelle  on  cherche  le  plus  grand  comjoiun  diviseur  de  deux  iiombres, 
sera  à  peu  près  aussi  expeditive. 

Exemple    I. 

—^  j'observe  que  ce» 
deux  nombres  sont  premiers,  et  j*aiurai,  en  vertu  du  tihéorème, 
vT^y  =  r^^Y  la  division  de  ioi5  par6oi  donne  412  de  reste,  et  4ia 
étant  le  produit  de  4  P^^  io3,  on  peut  omettre  le  &cteur  quarré  4>  ce 
qui  donnera  f  ~^^==(g~Y  Mais  io5  étant  encore  un  nombre  pre- 
mier, on  a  par  le  théorème,  f  ^j=  ^^^js (en divisant  601  par  io5 

et  ne  conservant  que  le  reste)  (7^y  =  r"^)  •  r7^)  =  rp^c®  <P^ 

(et        V 
-^j=:  — I.  Donc  ioi5  n'est  pas  diviseur  de  ar'+6oi; 

Pour  fsdre  la  même  vérification  par  la  voie  ordinaire,  il  aurait  £ill« 
élever  601  à  la  puissance  5o6,  en  rejetant  les  multiples  de  lOiS  à  me- 
sure qu'ils  se  présentent.  Or  5o6  exprimé  en  chiffres  de  Farithmétique 
binaire  (i)estiiiiiioio,  c'est-à-dire  en  d'autres   termes  que  5o$ 

*— ■■■  ■  ■  I  I      I    ■     ■  ■  I  I  IM 

(1)  Voici  un  moyen  très-court  d'exprimer  mi  nombre  on  pen  grand  en  carao^ 
tères  binaires.  Soit  par  exemple  le  nombre  iii83445  dont  il  sera  question  dane 
l'exemple  III,  je  diyise  ce  nombre  par  64 #  )'^  1®  ^^te  ai  et  le  quotient  1747^1  ; 
celui-ci  y  divisé  par  64»  donne  le  reste  ai  et  le  quotient  2730;  enfin  9730  divisé 
par  64  j  donne  le  reste  ^  et  le  quotient  4^  >  inais  m  s'exprime  en  chiffres  hinaîret 
par  ICI  01  et  4^  P^  101010.  Donc  le  nombre  proposé  s'exprimera  par  101010 
^01010  010101  010101^ 
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est  la  somme  des  puissances  de  ^^  àoai  ks  «xposaiis  s^tS,  7,  6,  5, 
4^  5^  I.  Pour  former  les  puiss$ince$  de  601  qui  OQt  ces  puissances  de  9 
pour  exposans^  il  ÙluX  faire  huit  multiplications  ou  élévations  au  quarre; 
ensuite^  pour  multiplier  entre  elles  4es  direrses  puissances  de  601  dont 
les  exposans  sont  a',  2%  2%  2^,  ^^^  ^%  ^S  il  faut  encorç  six  q;iultipli- 
cations;  de  sorte  quil  faut  en  tout  quatorze  multiplications,  et  autant 
de  divisions  par  101 5  pour  arriver  au  résultat  final.  Voici  an  reste  le 
détail  de  Topération^  afin  qu'on  puisse  mieux  comparer  les  deux  mé- 
^ode^;  on  u'a  mis  que  le$  restes  des  divisioss  par  loiS. 

(6oiy   =575  (6oi)^*?=89x525=i27 

(601)^    =(573/=  IÏ7  (6oi)*^»=i^7X— 457=c4-«« 

(601/    =(117)"  =  520  (6oiy«^=-+-2i6x— 24^=1—119 

(6oi)»«  =(52o)*  =  — 71  (6ot/9«==—.ii9x— 71=345 

(6oi)3*  =(7i)*  =  — 24  (6oi)^°*  =  345x52a=99 

(6oi)«*  =(24)«  =  — 4Î7  (601)*^  =99x575=— I. 

fiSS)  Oh  dem^n^e  h  voleur  de  (^^-\7 

V  >        -*   :  \  qaq  /  • 

Pour  cela  je  décompose  4^^  ^^  ^^  trois  i^cteurs  2.3.67;  et  jV 

\9^3/       \9î>9/     \929/     \9a9/  • 

V9^9/ 

(â)-(^)-(i)— 


\S*»)  "^C  67^  )  ~  W)  ~  ""  fe)  — 


et  le  produit  de  ces  trois  résultats  est  +1 ,  donc  ^~  J=;-fii;  donc 
929  est  diviseur  de  /^±;4^^^%  ^^  ^  a:*d=4<>^* 

ExsM^tElIL 

•  (r'84)  Prenons  un  nombre  premier  Irês-grand,  tel  que  92  566  891  ; 
et  cherchons  si  ce  nombre  .est  diviseur  de  x^  + 145^? 
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fl  finit  donc  avoir  la  valeur  de  ( — 566^  iJ*  **  P^'C®  «î*©  ^45^ 

est  également  unnoitilire  premier  4^+5,  cette  valeur  = — f^ — -..— 1!.^ 

=  -(lS)  =  ~(^)  =  -(^)  =  -^'  Cparce  que  196  est  «a 
quarre').  Donc  la  yaleur  cherchée  est  —  i .  Donc  22  366  891  est  divi- 
seur de  or* +  1459. 

C'est  ce  qu'on  n'aurait  pu  trouver  parla  voie  ordinaire,  qu'en  Éli- 
sant 54  multiplications  et  autant  de  divisions  très-laborieuses,  puisque 
le  diviseur  serait  2  J  366  891 . 

(i85)  Après  s'être  assuré  que  le  nombre  premieif  e  est  dîviseùf  de 
jt:*+^ ,  il  reste  à  déterminer  la  valeur  de  x  qui  rend  ïa  division  pos* 
sible.  C'est  ce  qu'on  peut  faire  a  priori  dsms  quelques  cas  généraux  que 
nous  allons  indiquer. 

I**.  liCtfsqm  «=s4xHf-S,  la  cdiidition  de  pocKsibilité  donne  (•«^**^'-«-i 
divisible  par  c;  donc  fl"^*-f-a  est  divisible  par  c;  donc  si  on  prend 

je:=a""*'*  ou  égal  au  reste  de  if*"*"*  divisé  par  c,  on  sera  sûr  que 

est  un  entier.  Ce  premier  cas  très^général  comprend  déjà  la  moitié  de 
tous  les  cas  possibles.  U  ne  reste  donc  plus  à  examiner  que  le  ca»  de 
^=4^-|-^>  lequel  comprend  les  deilx  formes  8/i-f-i,  Sn^S. 

a*.  Lorsque  c^aBn^S^  la  Condition  de  pos^bilité  eitige  que  ^"'^*— -t 
uni'  dWieible  par  c  ;  mats  cette  quentHé  est  le  produit  de»  deuï  fiM^teurt 
fl**^'-t-  I ,  a»"^*  — I  ,  il  fiint  dcmc  que  l'un  de  ces  facteuils  soit  divisible 
par  c.    Si  le   facteur   û*"'*''  +  i   est  divisible  par  c,  fahes  ocaŒflî'"*^^  et 

vous  aurez  — ^=;e.  Si  c'est  l'autre  Éacteur  qui  est  divisible  parc, 
faites  de  même  6=:a"^',  et  vous  aurez =:e:  dans  ce  dernier  cas. 

...  '        .  c        -  ■ 

il  ne  reste  phis-q^k  satisfaire  à  l'équation  —^^^3=  e.  Or  puisque  0  est  de 

h  forme  4^*^iy  6û  petit  supposer  c=:f*+g*}  chefcfiant  ensuite  lei 
mdéterminées  p  et  ^  d'après  Téquâtion 

on  en  eondhxfâ  ^ti^ff-^gp;  est  Je  ïk  réstdte  x*^ff^z=t(/*'^g^ 
(/^•-f"^)î  donc  jr*+é%  et  paf  suite  a:*-f-^  est  divisible  par  c.  * 
5*«  Le  dernier  cas  à  considérer,  est  celui  de  cs=8/i-f-i^  mais  alors 
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on  ne  peut  pas  toujours  satisfaire  à  Tëquation  =:  e  d'une  manière 

directe  et  sans  tâtonnement.  Si  Ton  a  n:=:cL€y  €  étant  un  nombre  im- 
pair et  aune  puissance  de  2,  la   condition  de  possibilité  exigeant   que 

rt^*  —  I  soit  divisible  par  c,  il  pourra  arriver  que  a  dtzi  soit  divi- 
sible par  c^  et  alors  à  cause  de  6'  impair ,  on  trouvera  la  valeur  de;c 
de^  la  même  manière  qu'on  l'a  trouvée  lorsque  c=8/t-{-5. 

Si  ^  db  I  n'est  pas  divisible  par  c ,  on  ne  trouve   pas  de   solution 

m  priori;  ainsi  pour  résoudre  l'équation  --^^z^ze,  il  &udra  calculer 

les  différens  termes  de  la  suite  c — a,  2c — a,  3c— a,  4^— a,  etc., 
jusqu'à  ce  qu'on  en  trouve  un  qui  soit  un  quarré  parfait  et  qui  donnera 
la  valeur  de  x^;  cette  suite ,  au  reste,  contiendra  nécessairement  Iç 
quarré  qu'on  cherche,  quarré  qui  doit  être  moindre  que  |c*^  ainsi 
le  nombre  de  termes  à  calculer  ne  peut  excéder  |  c. 

•  Par  exemple,  soit  proposée  l'équation  ^  c^  ^^  =  e,'  dont  la  po^sibi-  ; 

lltë  est  déjà  établie  par  la  condition  (^)^=^^i  ^   £iudra  former  les 

différens  termes  de  la  progression  arithmétique  dont  le  terme  général 
est  641^—229.  Cette  progression  est  412,  io53,  1694,  2555,  etc.  niais 
il  faut  la  continuer  jusqu'au  94*"*  terme  avant  qu'on  trouve  le  quarré 
60025  dont  la  racine  245=0:.  Il  est  vrai  qu'on  peàt  passer  Sur  beau-^ 
coup  de  termes^  lorsqu'on  prévoit  que  le  chiffre  qui  les  termiiie  n'est 
pas  un  de  ceux  qui  conviennent  aux  quarrés  (i).  Mais  le  travail  est 
encore  asses  long  par  cette  voie  ,  lorsque  le  nombre  cherché  x  n'est 
pas  beaucoup  plus  petit  que  {e. 

(186)  Pour  rendre  cette  détermination  moins  laborieuse,  on  pourra 


(1)  Le  quarré  de  \om+n  est  loom^  +  ^omn  +  't**  donc  le  cliiffre  qoi  termine 
Je  quarré  de  lom-j'n,  est  le  même  que  celui. qui  termine  le  quarré.  de  n.  -Mais 
les  nomI)res  o,  1 ,  a,  5 ...  9  ont  leurs  quarrés  terminés  par  Tnn  des  chifires  o,  1 , 
4>  S)  6>  9  >  ^^°c  aucun  quarré  ne  peut  être  terminé  par  a,  3,  7,  9.  On  peut  ajouter 
à  cette  observation ,  1^.  que  si  le  dernier  chiffre  d*un  quarré  est  o ,  il  faut  que  les 
deux  derniers  soient  deux  zéros,  a*.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  5  «  les  deux  der- 
niers doivent  être  aS.  3*.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  impair,  l'avant* denper  doit 
être  pair.  4^.  Que  si  le  dernier  chiffre  est  4,  Favant-demier  doit  être,  pair,  afin 
que  tout  le  nombre  soit  divisible  par  4.  5^  Que  si  lè  demier  chiffre  est  6,  l'ayant^ 
dernier  âoh  être  impair  par  la  même  rakon. 
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avoir  recours  aux  propriétés  des  diviseurs  qui  seront  démontrées  ci- 
après.  En  vertu  de  ces  propriétés ,  tout  diviseur  de  la  formule  ^*-f-aa* 
est  lui-même  de  la  forme ^"-f- «3%  ou  au  moins  il  devient  de  cette  forme, 

en  le  multipliant  par  un  nombre  p  moindre  que  :>  y/s.  Supposons  donc 
qu'on  a  trouvé  pczsz-f^  +  a^j  on   cherchera  x  d'après  Téquation 

f^gx  +  cjr, 

•t  la  valeur  de  x  sera  telle,  que  jr*-|-a  est  divisible  par  c. 

'Ainai,  dans  l'exemple  précédent,  on  reconnaît  bientôt  que  641  n'est 
pas  de  la  forme  y**+^?9?%  vaaLis  il  le  devient,  étant  multiplié  par   14 1 

car  on  a64iXi4=8974=57*+229'5*>  faisant  donc  57  =  5 j:+ 641/', 
on  trouvera  x=7 — ^5.  Cette  méthode  peut  faire  éviter  beaucoup  de 
tâtonnement,  et  elle  sera  surtout  utile  lorsque  le  noad>re  a  est  peu 
considérable  ;  car  les  Tables  feront  connaître ,  d'après  la  forme  4^:9-Ht 
du  nombre  c,  quel  est  le  multiplicateur  p  qui  peut  rei^dre  le  produit/ic 
de  la  forme  f*  -H  ^^ 


\ 


•  % 
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§  VIII.  De  la  manière  de  déterminer  x  pour  que  x^  -h  a  soit 
dwisiblc  par  un  nombre  composé  quelconque  N, 

(187)  î^oiT  c?  un  nombre  p/emier,  et  à  im nombre  cjueloonqne nbn- 
dîrisible  par  Cjh\  Ton  demande  la  valeur  de  x  telle  <Jue  x^'^a  8oit 
divisible  par  <fj  cherchez  d'abord  par  ce  qui  précède  la  valeur  de  d 
qui  rend  6*+tf  divisible  par  c;  fidtea  ensuite  (ô-f-V^-^^)*^==^H^|/'"-^; 
TOUS  aurez  de  même  (ô— -i/— a)"r=:^^— y|/— di,  et  le  produit  de  ces 
deux  équations  donnera  (9*+«)*=;^*f-^,  donc/F^-f-oy*  est  divisible 
{Kir  c".  Dans  ce  résultat^  7  et  c  sont  premiers  entre  eux  ;  ainsi  on  pourrat 
supposer  ^  ==  ^x  +  <^j ,  et  x*  +  a  sera  divisible  par  c^,  ce  qui  est  la 
question  proposée. 

Nous  venons  de  supposer  que  q  n'est  point  divisible  par  c\  car  s'il 
rétait  y  p  le  serait  aussi  en  vertu  de  l'équation  (fl*4-fl)"'=:^*-+-a9*  dont 
)e  premier  membre  est  divisible  par  c".   Mais  on  a 

"  — 8*r.*  a  A s — -, —  fl"r*a»—  etc. 

•t  puisque  0*+^  ^^^  divisible  par  c^  on  peut  mettre  — *fi*<*(*ud^c  à  la 
place  de  â  ^  ce  qui  donnera  p  de  cette  forme 

on  ^=2"'!r"6"+iîc;  mais  ô  n'est  point  divisible  par  c,  donc  ^  ne 
peut  l'être,  ni  par  conséquent  q. 

Si  le  nombre  a  est  divisible  par  c,  la  quantité  jf-f-a  sera  divisible 
par  c,  en  prenant  a:=o  ou  un  multiple  de  c*^  mais  il  sera  souvent  im- 
possible que  0;*+^  ^^^^  divisible  par  c*  ou  par  une  puissance  pluséle^ 
vée  de  c;  par  exemple ,  si  a  est  divisible  par  c  et  non  par  c*^  il  est 
évident  que  jamais  x^-if-a  ne  peut  être  divisible  par  1:*. 

i 

(188)  Il  est  facile  maintenant  de  trouver,  lorsque  cela  est  possible," 
la  valeur  de  x,  telle  que  x*+^  ^o^*  divisible  par  un  nombre  composa 
quelconque  Nk 
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1*.  Si  N  tt  m  sont  premiers  entre  eux,  on  décomposera  iV  en  ses 

facteurs  premiers  impairs  a  C,^y  ,  etc. ,  et    on   cherchera  pax'  la    mé^ 
thode  qui  précède  les  nombres  AyBy  Cy  etc.  tels  que  les  quantités 


■m.'   I   III.] 


,   etc. 


soient  des  entiers  ;  il  Êiudra  ensuite  satisfaire  aux  équations  indé- 
terminées 

Et  il  est  facile   de  voir  que  afl'^u  étant  dirisible  par  cliacun  des  (ac« 

teurs   et  ,  6^,  y  ,  etc.,  sera  divisible  par  leur  produit  et  ^y  y  etc. 

a* .  Si  les  nombres  iV  et  «  ne  sont  pas  premiers  entre  eux ,  soit  %[.•« 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  -s^*  étant  le  plus  grand  quarré  qui 
divise  \^oi ,  et  par  conséquent  t»  ne  pouvant  plus  avoir  que  des  facteurs 
simples;    alors  il  faudra  faire  iV^==:  >|/»(»iV,    a-^s^Af^c^ti y   a:  = -^/ao:',    et 

l'équation  à  résoudre —^^=^,  deviendra  ^^ ^ — =^.  Dans  celle-ci 

£»  et  iV  doivent  être  premiers  entre  eux,  car  s'ils  avaient  un  commun 
diviseur  tt  ,  il  faudrait  que  d  fût  aussi  divisible  par  ac  (  sans  quoi  Té* 
quation  à  résoudre  serait  impossible);  donc  (â^-^  ne  serait  pas  le  plus 
grand  commun  diviseur  de  a  et  N ^  contre  la  supposition. 

Puisque  ta  et  JV*  sont  premiers  entre  eux ,  on  pourra  trouver  deux 
entiers  /et  g  tels  qu'on  ait  f(»  — ^^'=  i  ;  multipliant  donc  par /Té» 

quation       ^, —  =  ^>  et  mettait  ^^-f-  i  à  la  place  àe  foù^  cette  équa^ 

tion  deviendra  —  /  i=:e;  aiosi  la  question  est  ramenée  au  cas  pré-r 
cédept  oii  ^  et  «  $0nt  premiers  entre  eux. 


i   ' 


(189)  Si,  outre  les  facteurs  impairs  A  ,  ^'  ,  etc.  que  nous  avons  con- 
sidérés dans  les  deux  cas  précédens ,  N  contient  le  facteur  2",  il  faudra 
combiner  les  valeurs  trouvées  pour  chaque  facteur  impair  avec  celle  qui 

:féaulte  4e  Téquatiou  -jf-fp^^^  dont  iw>u5  allons  iw>us  occuper* 

Lorsque  a  ésl  dtvisîbla  par  4  ^  ipar  une  puissance  plus  élevée  de  ii , 
telle  que  2*^  ou  a*^"**",  il  faudra  faire  jr=2'.x<,  et  la  question  sera  ra-* 
jnepée  immédiatement  au  eas  où  a  est  inipaîr  ou  double  d'un  impair. 

Si  a  est  double  d  un  impair  ,  il  est  visible  que  l'équation  dp^-f-ossa*^ 
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il'est  résoluble  que  dans  le  seul  cas  où  m=i  ^  ainsi  on  peut  faire  abstrac- 
tion de  ce  cas. 

Soit  donc  a  impair  et  /?!>>  i  ^  il  faudra  que  x  soit  impair,  et  comme 
alors  X*  est  de  la  forme  8/2+ 1  9  on  aura  suivant  les  différentes  formes 
de  az=:dzcy  les  formes  correspondantes  de  x^dbc  comme  il  suit: 

r  =  8/1+1,  jc*  +  c  =  8/j+2,  ar*  —  £?  =  8/t 

c  =  8/î+3,  x^  +  c  =  8/1  +  4,  X»  — c  =  8/»  +  6 

c  =  8/1  +  5 ,  X*  +  c  =  8/ï  +  6,  X*  —  fc  =  8n  +  4 

c  =  8/2  +  7 ,  X*  +  £?  =  8/»         ,  x^  -^  c  =  8/1  +  a.* 

Écartant  donc  les  cas  qui  ne  permettent  pas  que  x*dbc  soit  divisible 
par  une  puissance  de  n  supérieure  à  la  première ,  les  ca3  qui  restent 
60At  les  quatre  suivans  : 

^  ES  8/s  +  I X*  ^^cs=s8n 

c  =:  81»  +  3 X*  +  £?  =  8i»  +  4 

c  =  8/i  +  5 x*  —  c=  8/1  +  4 

c  =  8/1  +  7 X*  +  c  3=  8/».    . 

JLe  second  et  le  troisième  ne  sont  résolubles  que  pour  la  seule  valeur 
/7i  ;=  2 ,  et  alors  la  solution  est  simplement  x  =  i . 

Les  deux  autres  cas  où  Ton  a  a = —  i  zb  8«  sont  résolubles  pour 
des  valeurs  quelconques  de  l'exposant  /12,  et  on  peut  aisément  parvenir 
|t  la  solution  par  des  substitutions  successives.  Par  exemple,  soit  pro*^ 
.posée  Véquation  relative  au  quatrième  ca3 

x*H-i5_ 

"TTS — *— /• 


fl' 


En  faisant  x=:i,  on  a  x*+i5==2*;  soit  donc  xssi+a^x',  la 
substitution  donnera  i  +x^+  a*x^*a=2^.  Celle-ci  &it  voir  que  i+v»^ 
doit  être  divisible  par  4*  Faisant  donc  x'  ss  «•-  i  +  4^%  on  aura 


ID 


> 


d'où  x'^  =  7,  x'=a7  et  x=2i7. 

Aussitôt  qu'on  connaît  une  solution  particulière  xssA,  on  en 
4uit  la  solutiop  générale  x=;2"*'x'=i=0,  laquelle  satisfidtà  l'équation 
proposée  x*+a;=:k^,  puisqu'on  a  /it>i.  Cette  valeur  devra  ensuite 
être  combinée  avec  celles  qui  expriment  que  x^^a  est  divisible  par 
Içs  dîfférens  âicteurs  impurs  de  iV, 


I 
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n  faut  maintenant  examiner  conobien  Féquation    ■]^>  ss e     pourra 

avoir  de  solutions^  mais  nous  nous  bornerons  aux  cas  où  iV^  est 
impair  ou  double  d'un  impair. 

« 

(igo)  «  Si  N  est  impair  et  premier  à  a,  le  nombre  de  solutions  d0 
M  Féquation  — ^^=e^  sera  2'"*%  i  étant  le  nombre  des  &cteurs  pre« 
n  miers  di£férens  qui  divisent  N.  » 

Soit  d'abord  iV=  et  ^  a  étant  un  nombre  premier^  je  dis  qu  il  n'y 
aura  qu'une  manière  de  satisËdre  à  Féquation  ^°  =  e.  Car  s'il  y  avait 
deux  solutions  désignées  par  x  et  x',  il  faudrait  que  x*  —  jc'*  fut  di- 
visible para  j  et  comme  aucun  des  facteurs  a: -f-x',  x — af  n'est  di- 
visible par  a  y  puisque  x  et  x'  sont   supposés  inégaux  et  plus  petits 

que  7«t\  il  £siudra  que  ces  £3u:teurs  x+x\  x — or'  soient  tous  deux 
divisibles  par  et  y  donc  leur  somme  ax  serait  également  divisible  par  et  ; 
mais  si  x  était  divisible  par  ety  îl  faudrait  que  a  le  fiit  aussi  y  d'après 

Féquation  ^  ==e.  Donc  puisque  a  et  N  sont  premiers  entre  eux  ^ 
Féquation  =se  ne  pourra  avoir  qu'une  solution  moindre  que  fa  • 


X 


.Vf* 


Soit  en  second  lieu  N=^cl  &  y  et  soient  A  el  B  les  valeurs  de  x  qui 
satisfont  aux  équations  — ^=e,  — ^--=:e;   si  on  combine  ensemble 

(n**  14)  les  deux  valeurs  xz=iA'\-'Ajr y  ^=± A-j-ff'^z  ,  il  est  clair 
qu'on  aura,  à  cause  du  signe   db,    deux  valetK   de  x  de  la  forme 

xz=:K  -^cL  €^x'=zK'\'JVx'y  chacune  desquelles  peut  être  rendue 
moindre  que  jiV^  en  prenant  pour  x'  la  valeur  convenable.  Donc  dans 
le  cas  des  deux  facteurs  inégaux  a,  €  y  Féquation  proposée  aura  deux 
solutions. 

S'il  y  a  un  troisième  fiicteur  7^  >  il  faudra  combiner  la  valeur  trouvée 
x:=K  +  et  ^siy  avec  une  troisième  formide  ar=:=bC+>  ^9  et  il  est 

évident  que  Fon  aura  quatre  solutions  de  la  forme  K'  ^a  &^yoi?y  ou 
JC'+iVa:^,  lesquelles  poilrront  être  rendues  moindres  que  \N. 
En  général^  chaque  nouveau  facteur  double  le  nombre  des  solutions 
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obtenaes  par  les  facteurs  précëdens.  Donc  on  aura  en  tout  a'"*  solutions  j 

i  étant  le  nombre  des  Jeteurs  a  y  C^y  y  y  etc.  dont  N  est  compose* 

Eemarque.  Si  N  est  double  d'un  impair^  l'équation     jT  ■  3=  e    aura 

également  2'""'  solutions.  Car  si  6  est  une  valeur  de  x  qui  rend  x*-4^ 
divisible  par  ^N ^  cette  valeur  9^  ou  au  moins  ji^-^-G^  rendra  x***{-a 
divisible  par  N. 

(191)  ((  Soit  N  impair  on  double  d'un  impair;  si  les  deux  nombres 
ï>  N  ei  a  ont  un  commun-  diviseur  m  y  lequel  ne  soit  divisible  par  aucun 

h  quarré^  je  dis  que  l'équation  «-^s^e  aura  toujours  :2'*' solutions  j 

}}  i  étant  le  nombre  de  facteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent 
»  JV  sans  diviser  a.  » 
En  e£fet^  soit  JVz^c^Wy  azi^câo^y  x^=i(»x'y  l'équation  proposée  de- 

viendra — -^ —  =  ^>  ^^  parce  que  m  et  N'  n'ont  pas  de  epmmun  di- 
viseur^ on  peut  faire  fm'^^gN' ^=s,  i ,  ce  qui  donnera  Féquatioa  réduite 
— ^f— =e.   Or  celle-ci^  où  iV'  et  fd  sont  premiers  entre  eux,  admet 

autant  de  solutions  qu'il  y  a  d'unités  dans  2'^^,  /  étant  le  nombre  de 
fiicteurs  premiers  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N';  et  si  l'on  fait  en 
général  a:'  =  ft  +  iW,  on  aura  x^a>B+ûùN'x'z=^cù^+Nx\  Donc  il 
y  aura  autant  de  valeurs  de  x  moindres  que  \  N  qu'il  y  a  de  valeurs  de 
af  moindres  que  \N'  i  donc  le  nombre  de  ces  valeurs  est  égal  à  j2'*\ 

(192)  (c  Si  le  nombre  Ny  impair  ou  double  d'un  impair,  a  un  corn- 
»  mun  diviseur  quelconque  avec  /i,  et  que  ce  diviseur  soit  représenté 
i)  par  û)%}/%  ensorte  <]^t^n  ait  iV^=  «^'â^iV,  m  n'étant  divisible  par  aucun 

I)  quarré  ,  je  dis  que  l'équation     ^    =:  e  aura  autant  de  solutions  qu'il 

ji  y  a  d'unités  dans  %(/.a'''',  i  étant  le  nombre  de  &cteurs  premiers 
i>  impaitfs  et  inégaux  qui  divisent  N\  » 

Car  dans  ce  cas,  on  a  a=%|/*W,  x=\[/û)a;',  et  l'équation  à  résoudre 

devient  ""  f  ^    s=s  Sy  laquelle,  comme  on  a  vu  dans  lé  n*  précédent , 

donne  of"^  valeurs  de  V  moindres  que  \  N'.  Soit  en  général  af^=:B^lfxfy 
on  aura  donc  xzhz-^cù^^^oùN'x"  *y  or  comme  il  suffit  que  les  valeurs  de 
x  soient  moindres  ou  non  plus  grandes  que  \  iV^=  jr^^c^N^y  il  est  clair 
j^'oapeut  doxmer  à  x'  les  valeurs  successiY^s  Oj  d:  i|  dba,  etc.  j 
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qu'k  sb~(4/— ■  i)*  Le  nombre  de  ces  valeurs  est  évidemment  ^^;  donc 
chaque  valeur  de  x'  moindre  que  {JV^  donnera  4/  valeurs  de  x  moindres 
que  ^N;  donc  le  nombre  de  toutes  les  valeurs  de  x  sera  '^/.a'^*. 

Remarque.  Cette  formule  est  vraie,  même  lorsque  1=0,  c'est-a-dire 
lorsque  le  nombre  N  ou  au  moins  sa  moitié  est  diviseur  de  ^  ;  alors  elle 
se  réduit  à  ^4,  mais  il  faudra  compter  comme  entier  la  fraction  coa« 
tenue  dans  t>[/>  de  sorte  que  si  4'=:aA+i,  on  prendra  h^i  pour  2  >>)/•. 
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§  I X.  Résolution  des   équations  symboliques  T-j  =  i , 

- 1 ,  c  étant  un  nombre  premier. 


G)= 


(195)  OoiT  £?  un  nombre  premier  quelconque^   et  80Ît  proposé  de 
trouver  toutes  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  Téquation  T- j=i,  ou 


#«-1 

a?  •  —  1 


=  e.  Il   est  aisé  de  voir  qu'on  peut  fiiire  x^=:jr^^  jr  étant  un 

nombre  quelconque  non-divisible  par  c;  les  différentes  valeurs  de  x 

seront  donc  i,  4>  9>  ï6----  jusqu'à  C—— )    inclusivement.    Ces  va-» 

leurs  peuvent  être  abaissées  toutes  au-dessous  de  c ,  en  retranchant  les 
multiples  de  c  qui  y  sont  compris^  et  leur  nombre  est  y  comme  on  voit^ 

-  ;  il   ne  peut  être  plus  grand  y  parce  que  l'exposant  de  x  n'est  que 


c  —  1 


;  il  n'est  pas  moindre  non  plus^  car  si  deux  quarrés  in%  /z%  chacun 

moindre  que  f— — -^  y  laissaient  le  même  reste  ou  la  même  valeur 

de  or,  il  faudrait  que  m^ — n^  fût  divisible  par  c^  ce  qui  ne  peut  être, 
parce  que  m-^n  et  m-|-7^  sont  tous  les  deux  moindres  que  c.  Nous 

connaissons  donc  les solutions  de  l'équation  f  -  J  =  i ,  ces  so- 
lutions étant  comprises  entre  o  et  c;  mais  comme  il  s'agit  seulement 
des  solutions  en  nombres  impairs  y  parmi  les  valeurs  de  x  on  conser- 
vera les  nombres  impairs^  et  on  ajoutera  c  aux  nombres  pairs ,  ce  qui 

fera  encore  solutions  impaires  comprises  depuis  i  jusqu'à 


Pour  parvenir  immédiatement  à  ces  solutions^  on  formera,  par  le 
moyen  des  différences,  la  sidte  des  qutarrés  impairs,  conmie  on  l6 
voit  ici  : 

Différ.    8     16    a4    Z2    40      48      56 

Quar.     i^    9,  :i5,  49,  81,  xai,  169^  225^  etc» 
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On  retranchera  y  tant  dans  les  difierences  que  dans  les  qaarrës ,  les 
multiples  de  2c  à  mesure  qu'ils  se  présenteront ,  et  la  suite  des  quarres, 

•  C  ■■■■  1 

ou  plutôt  île  leurs  résidus^  continuée  jusqu'à  — —  termes  y  contien- 
dra toutes  les  solutions  de  l'équation  f  ^  j  =  i ,    impaires  ,    positjlTef 

ûi  moindreis  que  2c.  Ensuite  ces  solutions  pourront  être  augmentées 
d'un  multiple  quelconque  de  2Cy  ce  qui  donnera  x=i2cz'^b,  b  ayant 

valeurs  di£férentes. 

Connaissant  ainsi  toutes  les  solutions  de  l'équation  T  -  jKi^onaufm 

par  Yoîe  d'exclusion  toutes  celles  de  l'équation  /- j=:—  i.  Car  les 
nombres  moindres  que  2Cy  qui  ne  sont  pas  compris  dans  les  solutions 
de  l'équation  T- j=i,  satisferont  nécessairement  à  l'équation  T- J=»-«i; 

et  le  nombre  de  ces  derniers  sera  encore  ;  car  le  nombre  des 

termes  de  la  progression  i,  3,  5,  y.  •  •  •  ac-^i  étant  c?^  si  on  exclut  le 
terme  c  qui  ne  satisfait  ni  à  l'une  ni  à  lautre  de  ces  équations,  il  ref« 

tera  c^^\  termes  dont  la  moitié  satisfait  à  l'équation  r^j=i,  et  l'autre 

moitié  à  l'équation  Tf  J  =  — i,  fl  est  inutile  d'ajouter  que  les  solu- 
tions de  cette  dernière  équation  peuvent  être  aussi  augmentées  d'un 
multiple  quelconque  àù  2c. 

(194)  Exemple  /.  Soit  e^^é^i ,  on  formera,  au  moyen  des  différences, 
la  suite  des  quarrés  impairs ,  et  on  retranchera,  tant  des  différences 
que  des  quarrés,  les  multiples  de  8a  à  mesure  qu'ils  se  présentent. 
.Voici  l'opération  : 

Dîffér.  8    16    a4    52   40  48  56      64  73  80 

Quar.    I,    9,  a5,  49>  81,  121  =  59,  87  =  5,  61,  i25=4^,  ii5=55, 

Diffër.     88  =  6      14    22    5o  58        46  54        62 

.  Quar.    ii3  =  5i.,.  57,  5i,:75,  io5  =  3i,  Sg,  io5=:25,  77, 

•Différ.        '^o        •       78        '86=4 
Quar.     139=57,  127=45,  i23  =  4i  =  ^< 

Les  vingt  premiers  termes  rangés  par  ordre  de  grandeur ,  donneront 
la  formule  suivante  ^  qui  renferme  toutes  les  solutions  de  l'équation 
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xc=5  8a»4-./     '*.    '    9*  '*'  ^''  ^^'  ^**  ^^'  '7*  ^* 

l  ^»>V7>  75i  6i,  59,  57,  5i,  49,  45,  45. 

,  -  ... 

On  remarquera  que  leis  vingt  valeur^  numériques  qui  suivent  82Z,  et  qoji 
sont  proprement  les  solutions  de  l'équation  proposée  ^  sont  telles  que 
chaque  valeur  b  est  accompagnée  de  son  complément  ac — b^  les  deux 
ensemble  faisant  constamment  2c.  C'est  ce  qui  aura  lieu  généralement 
toutes  les  fois  que  le  nombre  c  sera  de  la  forme  4^+ 1  ;  en  effet  si 
i*"— I  est  divisible  par  c,  il  est  clair  que  (ac — A)*"— i  est  également 
divisible  par  c.  Donc  alors  la  solution  ou  racine  i  est  toujours  accom-- 
pagnée  de  la  racine  20-—*/^.  Il  n'en  serait  pas  de  même  si  c  était  de  la 
forme  4^+3>  et  on  voit,  au  contraire  ^  que  si  b  satisfidt  à  Téquation 

T- j  =1 ,  son  complément  ic^^b  satisfera  à  Téquation  ^- J  =5  — -  1. 

(ig5)  Exemple  II.  Soit  0= 5g  ^  2cz=ii8,  on  procédera  ainsi  : 

©îffér-  8  16  34  5a  40        48     56    64         73  80    88        96 

Quar.   I,  9,  a5, 49, 81,  iai=3, 5i,  107, 171=55,  ia5=7, ®7j  '75=57; 

Piffér.       104  112       i2os=i2      10    18   36    54     4^         5a 

Quar.    i55=55,  159=31,  i55=i5,  17,  37,  45,  71,  io5,  147=39. 

Différ.  58         66       74         83  90     98        1 06  îi4 

Quar.    79,  157=19,  85,  i59=4i,  135=5,  95,  195=75,  i8i=65. 

lUsseinblant  par  ordre  ces  39  résultats,  on  aura  H  formule  suivante jj^ 
€jpi  contient  toutes  les  solutions  de  Féquation  T  g-  j  =  i  : 

jp=ii8i8+i,  5,  5,  7,  9;    i5,  17,  19,  31,  35;   37,  39,  55,  41,  45; 

49,  5i,  55,  57,  65;  71,  75,  79,  81,  85;  87,  95,  io5,  107. 

Par  conséquent  les  solutions  de  l'équation  f^j  =:—  i ,  seront  : 

«=;ii8;s4-ii,  i5,  35,  5i,  55;  57,  Sg,  45>47>  55;  6i,65,  67,  69, 75; 

77,85,89,91,95^97,99,  101,  105,109;  III,  ii5,  115,117: 
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§  X.  Rficherche  des  formes  linéaires  qui  coni^iennent  aux 

dii^iseurs  de  îajbrmule  t*  -i-  eu*. 


JjI  o  u  s  examinerons  d'abord  le  cas  okc  est  un  nombre  premier^  0€ 
qoi  fournira  deux  théorèmes  principaux. 

(196)  Théorème,  rc  Soit  c  un  nombre  premier  4/z+ 1  ^  et  ^  un  divi* 
n  seur  impair  quelconque  de  la  formule  ^•+  c  ou  /•  +  ca%  je  dis  qu'où 

»  aura  (^— J  =  i  si  ^  est  de  la  forme  4^+1 ,  et  T— j=:;—  i    si   ^ 

>i  est  de  la  forme  fyi'^Z.  » 

Car  soit  a  un  nombre  premier  4^-f-i,  et  ^  im  nombre  premier 
4i»+3^  tous  deux  divbeurs  de  x^^Cy  on  aura,  suiyant  le  n*   i34, 

C^\=:\  et  (^)  =  i,  ou  (^)=ï  et  Q)=— .1.  De  là  on  cou«* 

dut,  par  la  loi  de  réciprocité,  r^J  =  1  et  f-j  =  —  i.    Mais    le 

nombre  ^,  s'il  est  de  la  forme  4^-{-i,  est  le  produit  d'un  nombre 
quelconque  de  £9icteurs  et  par  un  nondbre  pair  de  facteurs  C,  doue  dans 

ce  cas  f— j=:i;etsile  nombre  A  est  de  la  forme  4^+3,  il  résulte 
du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  £icteurs  cl  par  un  nombre  im- 
pair de  facteurs  C,  donc  dans  ce  second  cas  on  a  r-*j=:^-i. 

Corollaire.  Donc  si  on  désigne  par  b  l'un  des  nombres   im<» 

pairs  moindres  que  ^c  qui  satisfont  à  l'équation  T  -  j  s=:  i  ,     ou    aura 

A:=z^cZ'\^b.  Mais  parmi  les  nombres  &,  on  peut  conaerver  ceux  qui 
sont  de  la  forme  4^^  +  i ,  et  ajouter  ^c  à  ceux  qui  sont  de  la  forme 

4/i*(-3;  on  aura  par  ce  moyen    "^     nombres  de  la  forme   4^-f^r^ 

moindres  que  ^c.  Soit  a  un  de  ces  nombres,  on  aura  ^=4^  +  ^f 

ce  qui  donnera  ^^Y^ioTïùiàs  linéaires  des  diviseurs  Jflr^i  de  la  fonnult 
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Pareillement^  si  on  réduit  à  la  forme  4^+3  toutes  les  solutions  de 

l'équation  T  ^  J  =—  x  ,  ce  qui  se  fera,  en  conserrant  les  nombres  4M-5, 

et  ajoutant  !àc  k  ceux  qui  sont  de  la  forme  4^+1,   on  aura  ^      ^ 

nombres  de  la  forme  4^*(-3,  et  moindres  que  4^;  soit  a  Tun  quel- 
conque de  ces  nombres ,  et  l'expression  4^^+^  sera  la  forme  générale 
des  diviseurs  4'^-(-3  de  la  formule  £*  +  cu\ 

Ainsi ^  par  exemple^  les  diviseurs  4^*(-i  de  la  formule  ^+4^^*  ^^ 
ront  compris  dans  la  formule 

J=i64z+  I,  5,  9,  ai,  25;  33,  37,  45,  49,  57;  61,  73,  77, 

81,  io5;  ii3^  121,  125,  i53,  i4i« 

Et  les  diviseurs  4^+3  de  la  même  formule  seront  compris  dans  la 
fonnule 

^=1645+  3,  7,  II,  i5,  19;  27,  35,  47,  55,  63; 

671  7 h  7^y  79»  9^;  99>  "^^  ^55,  147,  i5i; 

On  conclura  de  là,  par  voie  d'exclusion,  les  diverses  formes^  soft 
4>ï*H  I9  soî^  4^^+59  qm  ne  divisent  point  t^-j^j^iu^.  En  général  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  y  aura  toujours  autant  de  formes  pour  les  non-divi^ 

seurs  que  pour  les  diviseurs,  ce  nombre  étant  égal  à  ^  soit  dans 

la  forme  4^+ 1  >  soit'  dans  la  forme  4^^  +  3. 

Remarque.  Tout  nombre  premier  contenu  dans  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  t**H^^*  est  nécessairement  diviseur  de  t^-^^cu^.    Car 

soit  A  ce  nombre  premier,  s'il  est  de  la 'forme  4^^*1-1,  on  aura  ^^^=1^ 
donc  V"^^=ï>  donc  A  est  diviseur  de  t^^cu^. 

Si  A  est  de  la  forme  4'*H-5,  on  aura  f  — )  =  —  i ,  donc  r^j  =  — *  i  , 

donc  A  est  diviseur  de  t^^ci^. 

Cette  remarque  est  le  fondement  d'un  grand  nombre  de  propriétés 
des  nombres  premiers  ;  car  puisqu'étant  donné  c  on  peut  déterminer 
a  priori  toutes  les  formes  linéaires  é^cz-^-b  dont  sont  susceptibles  les 
diviseurs  de  la  formule  t^  +  ctt%  et  que  d'un  autre  côté  on  peut  aussi 
déterminer  toutes  les  formes  quadratiques  pjr^  +  ^qjz  +  ra*  qui  con- 
tiennent à  ces  mêmes  diviseurs,  il  s'ensuit  que  tout  nombre  premier  ren- 
fermé dans  l'une  des  formes  linéaires  4^2 + /^ ,  doit  être  de  l'une  des 
formes  quadratiques  py^'^^qyz^n^.  Proposition  très-féconde ,  et  dont 
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le  développenient  pour  les  diflërentes  valeurs  du  nombre  premier  c , 
fournit  une  multitude  de  théorèmes  intéressans  sur  les  nombres  premiers. 
Lorsque  ^  est  un  nombre  compose,  il  né  suffit  pas  qu'il  soit  compris 
dans  lès  formés  4^+^  <pi  conviennent  aux  diviseurs  de  ^-{^cu^,  et 
malgré  cette  condition ,  il  pourrait  bien  n'être  pas  diviseur  de  cette  for«' 
mule.  Par  exemple,  lorsque  c=4i>  la  forme  164^  +  57  contient  le 
nombre  aai  =  i3.  i7,.lequel  n'est  point  diviseur  de  ^•+4^*^%  ^"  ^•+4^"' 
n'est  divisible  ni  par  i3  ni  par  17. 

(197)  Théorème.  uSoitc  un  nombre  premier  4'*+5,  et-^un  divî- 
n  seur.  impair  qaelconque.de  la  formule  t^'-{'cu*y  je  dis  qu'on  aura  tou- 

M  jours  T— js=i.  » 

Car  soit  a  un  nombre  premier  4^  +  1  j   et  fun  nombre  premier 

4^+5,  tous  deux  diviseurs  de  ^•4-c«%  on  aura  Q—)  =  i  >  (tSj  =  ^  > 

ou  ^-^=1,  ^xj=— i;  donc  réciproquement  T-^ssi,  f-j=i. 
Donc  tout  diviseur  ^  composé  du  produit  de  plusieurs  nombres  pre- 
miers a  et  €y  donnera  r  —  j  =  i. 

Corollaire.  Tout  diviseur  impair  de  la  formule  <*-f-c£^%  peut  être 
représenté  par  ac2-f*^>  ^  étant  l'un  des  nombres    impairs     et 

moindres  que  2c  qui  satisfont  à  l'équation  f  -  j  =  i . 

Par  exemple,  si  c=5g,  tout  diviseur  impair  de  la  formule  t^+Sgt^ 
pourra  être  '  représenté  par  la  formule 

-rf=;ii8«-f-i,  5,  5,  7,  9j   i5,  17,  19,  ai,  !à5;  27,  29,  55,  41,  45; 

49,  5i,  53,  57,  63;  71,  75,  79,  81,  85;  87,95,  io5,  107. 

On  déimmlrera  aussi ,  conune  dans  le  cas  précédent,  que  tout  nombre 
premier  compris  dans  la  forme  linéaire  2cz+a  est  nécessairement  di- 
viseur de  l*+  ctt*. 

Monarque.  On  trouverait  de  même ,  k  l'égard  des  diviseurs  de  la  for^ 
mule-l*— cu%  les  théorèmes  suivans: 

I^  Soit  c  un  nombre  premier  4i»+ 1  et^un  diviseur  impair  quel- 
conque de  la  formule  ^— «cu%  on  aura  f  —  jsst  i  ;  donc  j4  sera toujiouii 

de  la  îorme  Tcs^^a,  a  ^taat  l'iine  des  solutions  de  re'quation 
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^î^=ri,  et  réciproquement  tout  nombre  premier  compris  daos  les 

{ormes  ^cz-^a  sera  diviseur  de  la  formule  ^-^cu^. 

zk"".  Soit  c  un  nombre  premier  4^+3  et  Awx  diviseur  impair  quel- 
conque de  la  formule  l^'^cu*;  si  ^  est  de  la  forme  /^^ly  on  aura 

f  —  j:=i,  et  si  jà  est  de  la  forme  4'»+5,  on  aura  f— Jsae— i|d« 

là  ou  tirera  aisément  les  formes  linéaires  qui  conviennent  au  diviseujr  jf. 
Réciproquement  tout  nombre  premier  contenu  dans  ces  formes  sera  di- 
viseur do  la  formule  t* — eu*.        . 

(198)  Considérons  maintenant  les  diviseurs  de  la  formule  /*+  acuV 
e  étant  un  nombre  premier. 

Soit  d'abord  cz^^-^i ,  et  soient  a,  a\  if^  ^%  des  nombres  pre- 
miers respectivement  des  formes  S/Ti-f-i»  8i7i+5,  8m+5,  8/11+7,  tous 
diviseurs  de  /*-f*2ci^%  on  aura  dans  ces  dUiSerens  cas  '(h"*  i54)  : 


¥)=-  œ=.-.  (?)*■'  (?) 


Mais  on  a  en  même  temps  (n*  148) 

œ=-.  (j)=-.  (p)=-.  (^)=-.^  ■ 

■  .  . 

donc  (^)  =  I ,  (7)  =  '  »  (à)  =  —  '  »  (?)  =—  *  »  ^'^^'^  '«<^- 
proquenw^t  (f )  =  I ,  (7)==»,  (r)  =  ~i,  (t)="~'- 

■  ■ 

Soit  maintenant  A  un  nombre  quelconque  de  Tune  des  deuK  formes 
8/z  +  I  ^  8/1  +  5^  et  soit  B  un  nombre  de  l'une  des  deux  autres  formes 
8/1 -f«  5  y  8/t-f-7  ;  le  nombre  A  résultera  nécessairement  du  produit  d'un 
nombre  quelconque  de  facteurs  a^  d  par  un  nombre  pair  de  £aicteurs 

éfy  J'y  et  ainsi  on  aura  toujours  T— J  =  i ;  de  même  le  nombre  B  ré- 
sultera du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  a  y  a'^  'par  un 
M>mbre.  impair  de  facteurs  a%  d'y  et  ainsi  on  aura  f  — Jr— n    i. 

Soit  en  second  lieu  c=:4^-f"^>  ^  soient  toujours  ay  dy  etc.  des 
nombres  premiers  des  formes  8n-f-  i ,  8/1^5,  etc.  lesquels  divisent  la 
formule  t^-^2cu^y  on  aura^  comme  ci-dessus^ 

.  (:)=>.  (7)=-  (?)=-'  (7)=-' 
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done réciproquement  (f)==x,  (^)=— 1,  (-)=— i,  (^)=k 

Soient  A  et  B  deux  nombres  composés,  le  premier  8/1+1  ou  8/1+7, 
le  second  8/1+ 3  ou  8/i+5;  il  est  aisé  de  voir  que  le  nombre  A  ré- 
sulte du  produit  d^un  nombre  quelconque  de  £sicteurs  a^  cT^  par  un 

nombre  pair  de  facteurs  d^  û%  et  ainsi  on  aura  toujours  (— j  =  i .  A  Té- 

gard  dû  nombre  i? ,  il  peut  être  censé  formé  du  produit  d'un  nombrt 

A  par  Tun  des  Êicteurs  d^  J \  donc  on  aura  r^=:— -i. 

Nous  pouvons  donc  établir  ces  deux  tbéorètnes  : 

h  (f  A  étant  un  diviseur  quelconque  8/i+  i  ou  8/i+5 ,  et  ^  un  dî- 
M  viseur  8/»+5  ou  8/1+7  de  la  formule  t*+2cu*,  dans  laquelle  c  est 

M  un    nombre    premier    4^  +  i  ,    on   aura    toujours    f  —  j  =:  i     et 
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U.  (C  A  étant  qn  diviseur  8/»+ 1  ou  8/1+7,  et  B  un  diviseur  8/H-S 
M  ou  8/1+5  de  la  formule  ^+âcu%  dans  laquelle  c  est  un  nombre 

n  premier  4^+5, ^on  aura  toujours  T— j  =  i   et  T— j=— x.  » 

(19^)  De  là  on  voit  qu'on  peut  déterminer  a  priori  toutes  les  formes 
linéaires  8cx + b  qui  conviennent ,  soit  aux  divisem^  A ,  soit  aux  di- 
viseurs J?  de  la  formule  i^+^k*. 

Par  exem{>le,   soit   c=ag,  les  solutions    de   Féquation  ^  — j=si 

étant 


•  2fscB58s  +  i,  5,  7,  9,  i5;  aS,  35,  55,  55,  45;  49^  5i,  55,  57, 

si  on  concilie  ces  solutions  avec  les  formes  8/i + 1  et  8/i  +  5 ,  on  aura 
toutes  les  formes  des  diviseurs  8/»+i,  8/2+5  delà  formule  £^  +  58»% 
lesquelles  sont: 

j#cs*a5M+iy  9,  2S,  55,  55;  49,  5i,  57,  Sg,  65;  67,  81,  85,91,  107; 
ii5, 121,  125, 129, 159;  161, 169, 179, 187,209;  219, 225,  227J 

Un  trouvera  de  même  les  formes  des  diviseurs  8/»+5^  8/1+7,  de  h. 
même  formule,  lesquelles  sont  : 

Abs252«+i5,  21, 5i,  57,  59;  47,  55,  61, 69,77;  79f  «5,  g5, 101,  119; 
127,  i55,  i55, 145, 157;  159, 189, 191, 2o5, 2i5j  ai5, 221, 229. 
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Soit  encore  tf=::ii>  Féquatlon  f— js=i  ayantpoarsolution8x:=i3;»-f-t^ 

5j  5f  g,  i5,  si  on  ramène  chaque  solution  aux  formée  8/2  +  i  et 
8/2  +  7  y  ^^  ^^^^  toutes  les  formes  des  diviseurs  8/2+1  et  8/2+7  de 
la, formule /*+:i2u%  lesquelles  seront: 

urf  =  88«+i,  9,  i5,  23,  25;  5i,  47,  49,  71,  8i* 

De  même  les  solutions  de  Téquàtion  T— j=— i  etaût  0:93222+7,  i5, 

17,  iQy  21,  d  on  les  réduit  aux  formes  8/2+5,  8a+5,  on  aura  toutes 
les  formes  des  diviseurs.  8/2  +  5,  8/2+5  delà  formule  r+221^%  les- 
quelles seront  : 

J9  =  883+ i5,  19,  21,  29,  55;  45^  5i,  6x,  83,  85* 

(200)  Ayant  déterminé  les  diverses  formes  linéaires  8ear+  5  qui  cou-* 
viennent  aux  diviseurs  de  la  formule  /•  +  2C2«*,  on  peut  démontrer  jque 
tout  nombre  premier  compris  dans  ces  foimes  est  nécessairement  diviseur 
de  f^  +  2cu^  ;  car  si ,  par  exemple ,  ^  est  de  la  forme  8/2'+  5 ,  et  o 

de  la  forme  4^+  i ,  on  aura  (n*  198)  f  —  J  =  i  ;  de'  la,  on  déduit 
(^)  ==  I  ;  d'ailleurs  on  a ,  par  la  forme  du  nomBre  ^,*  Ç^j  =  —  1  ^ 

donc  Ç^^j  =  I ,  donc  -^  est  diviseur  de  <*+  2ci**.  Les  autres,  cas  se 

démontreront  de  la  mtéme  manière. 

Remarque.  Il  est  essentiel  d'observer  que,  quel  que'soit  le  nombre  Cp 
premier  on  non ,  positif  ou  négatif,  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule 
^*\  *l~  <^^  seront  les  mêmes ,  soit  que  ces  diviseurs  soient  supposés  des 
nombres  premiers ,  soit  qu'ils  soient  des  nombres  composés  quelconque. 

En  eflfet,  si  on  considère  seulement  parmi  les  diviseurs  de  la  foraiule 
t^  +  cu^ ,  ceux  qui  sont  premiers  k  c  (et  H  est  inutile  d en  considérer 
d^autres ,  parce  qu^on  sait  bien  que  tout  diviseur  de  c  divisera  la  for- 
mule ^  +  ca*),  et  qu*on  représente  par  2cz  +  ^  l'un  des  diviseurs 
linéaires  dont  il  s*agit,  b  sera  premier  par  rapport  à  c^  de  sorfé  que 
la  formide  2c;3+i  contiendra  nécessairement  des  nombres  premiers^  et 
en  contiendra  même  une  infinité  (Voyez  ci-après  n*'4o5).  Donc  la  forme 
2C2  +  à  sera  comprise  parmi  toutes  les  formes,  possibles  des  nombre^ 
premiers  qui  divisent  la  foimnle  t^  +  eu*  ;  donc  il  suffît'  de  cBercher 
toutes  les  formes  linéaii*es  des  diviseurs  premiers ,  et  ceUes-ci  compren- 
dront abaolument  toutes  les  formes  possibles  ,  tant  des  diviseurs  sino^^es 
que  des  diviseurs  composés. 
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Cette  remarque  abrégera  singulièrement  les  calculs  nécessaires  pour 
déterminer  a  priori  les  formes  linéaires  des  diviseurs  de  là  formule 
i'^  +  cu^y  c  étant  un  nombre  composé.  Nous  allons  appliquer  cette  raé* 
thode  à  quelques  cas  généraux  ;  ensuite  nous  indiquerons  une  autre 
méthode  moins  directe^  mais  beaucoup  plus  expéditive  pour  remplir  le 
même  objet. 

(301)  PrObl^mk.  r<  Soit  ^  =  fltC|  A  et  ^  étant  des  nombres  premiers 
»  quelconques  y  ^  excepté  y  on  demande  quelle  doit  être  la  :  formej  du 
»  nôndbire  premier  A  y  pour  que  A  divise  la  formule  ^  +  affu*.  » 

U.  £Mii  eb  général  qu'on  ait  f-^j^s  ï  ;  mais  pour  Mtisfidre  a  cette 

équation^  nous  distinguerons  deux  cas,  selon  que  A  est  de  la  !  forme 
4/1  -f*  1 ,  ou-  de  la  forme  4^+  Z.  ' 

i"".  Si  A  est  un  nombre  premier  4^  4r  i  >  l'équation  à  résoudi*e  sera 

«  I  ■  ■         ■  p 

-jj  =  I  >  et  on  n'y  peut  satisfaire  que  de  deux  manières  y  l'une 
en  supposant  (^  =  1  >  (rj)  =  1  >  l'autre  en  supposant  f^  =  — :  i  ^ 

Dans  le  premier  cas ,  on  aura ,  par  la  loi  de  réciprocité  ,  T— j  =  ^  > 
Çy)  =  I  •  La  pnemière  équation  étant  résolue  y  comme  il  a  été  expliqué 

■ 

ci-dessus,  et^  les  solutions  étant  toutes  réduites  a  la  forme  4^-f- 1^  on 

■•■■  ».  1.  . 

aura valeurs  de  ^^  de  la  forme  j^clz  +  cl^;  la  seccmde  équation  don* 

nera  pareillement valeurs  de  A  de  la  forme  ^Çz  +  €\  Donc.  si. on 

fait  accorder  cbacune  des  fomiules  4«^  +  ^^  avec  chacune  des  formules 
4^3  +  é',  on  amra  en  tout    "^    .       ■    formules  de  cette  sorte • 
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Dans  le  second  cas,  on  aura  sembldblement  les  équaticms  ^— j=:-«-t, 
f-^j  ss  <—  I ,  lesquelles  étant  résolues  sépaipément ,  puis  coi&binées  entre 

elles ,  fourniront-  de  même    »~    •   ^  ■■  formules  de  la  forme .......  ^ 

A  =  ^aÇz'^'y. 
r  :a^  Si  A  est  un  nombre  premier  4^  -f-^>  ^^^  condition  k  remplir  sera- 

1^:=-^  ^  >  ^^  w/  •  G?^  ^*^^^*  On  n'y  peut  sati^Buse  qup.de:  deux:^ 
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manières ,  soit  en  supposant  Cj)  ==  '  *  (ji)  =  —  *  j  ^^^^  ^^  supposant 

(5)=-.©=- 

La  seconde  manière  donne ,  diaprés  la  loi  de  réciprocité  (n*  164) 
f— )  =  (— i)  «  ,  Çj\s=z( — i)  ^  y  et  comme  ces  équations  rentrent 

tou} ours  dansr  Tune  ou  l'autre  des  deux  équationsT— j=:+i,  T— jc=s— i, 

c  étant  un  nombre  premier ,  il  sera  facile  d'ayoir  la  valeur  de  Jl  qui 
satisfiut  à  chacune  de  ces  équations.  Ensuite  la  combinaison  des  valeurs 


donnera  un  nombre  ^ — ^  •  ^-«— ^  de  solutions  toutes  de  la  fSt>rme 


a  a 

La  première  manière   de  satisfaire  à  la  question^  donnera •. 

ri-js=(— i)  *  ,^yj  =  (— i)  *   ^  et  on  en  tirera  des  conséquences 

analogues.  Il  y  aura  donc  en  tout  quatre  formules  générales  ^etÇz  -(-  a, 

/*  ■ 

Cobtenant  chacune  pour  a  un  nombre  de  valeurs    "^    •  ■  '*"  . 

(202)  Si  on  suppose  c  xs  cùCy^  €l^€  ^y  étant  trois  nombres  premiers 
inégaux  ,  2  excepté  >  on  s'y  prendra  d'une  manière  semblable  pour 
trouver  la  forme  des  différens  nombres  premiers  ,qui  peuvent  diviser  la 
formule  ^-f-ca\ 

Soit  A  l'un  de  ces  nombres,  il  faudra  en  général  qu'on  ait  \~  j)  =  1  • 

Supposons  d'abord  ^  de  la  forme  4^  +  i  ,  cette  équation  deviendra 
(^  •  Cj)  •  wy^^  *  >  et  on  ne  pourra  y  satisfaire  que  de  ces  quatre 
manières  : 

•••  G)='.    Q=-    ©=■ 
"••  (5)=-.    G)=-.  © — 

Dans  le  premier  Cas ,  cm  aura,  par  la  loi  de  réciprocité  L— J^==:  i  ^ 
(^  as  I ,  /^  s=s  I  ;  or  les  valeurs  qui  satisfont  àees  éfttatîons  sont  de 
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« 

la  forme  u4f=4«^+tf',  J=s/^Cz^€',  A^=i/^yz-{'y\al  ayimt^^^^ 
valeurs  moindres  que  4^^  ^'  ayant  »  "^  '  valeurs  moindr^ç  qu^  4^>  ^^ 
>'  ayant  ^~^  valeurs  moindres  que  4>''  Donc  si  on  £dt  accorder  les 

tirois  valeurs  ^az  +  a' ,  4^*  H"  ^  >  4^^  +  >%  suivant  toutes  les  combi- 
naisons possibles^  on  aura  une  nouvelle  formule  ^  =:=  4^^^^  +  ^>  ^^^^ 

laquelle  a  aura  un  nombre  de  valeurs  î^^li , ^  TT^  ,  i^*^", 
.  *  a  a  a  ' 

&  y  aura  une  formule  ^semblable  pour  chacun  des  quatre  cas  qui  sonl 

à  considérer  lorsque  -^est  de  la  forme  4^+  i.  Il  y  en  aura  quatre 

j^areilles  pour  représenter  les  valeurs  de  A  lorsque  A  est  de  la  formo 

4^  +  '•   Donc  on  aura  en  tout  huit  formules  y   chacune  renfermant 

'^    •    "^    .  21Z1-  formes  différentes, 
a  a  a 

n  n'est  pas  difficile  de  voir  que  si  c  contenait  un  quatrièitie  ikctenr  ^i 
le  nombre  des  formules  deviendrait  double  ^  ^t  le  nombre  des  {ormea 

contenues  dans  chacune  serait  ^"^    .    "*    .  ?— —  •  — — •  On  peut  dooe 

a  a       '   9  a  * 

çtablir  cette  conclusion  générale. 

ff  Si  on  désigne  par  m  le  nombre  des  ftcteurs  premiers  «  ^  C,  ^^  ete» 
M  qui  composent  le  nombre  17,  les  diviseurs  impairs  de  la  formule  /*-*{-  aê 
u  seront  représentés  par  2"  formules  A  =:  ^cz  +  ^  >  dans  chacune  des- 

n  quelles  a  aura  un  nombre  de  valeurs  ^"^    ♦  .  ^."^^  .    '^■',  etc. , 

_*  aaaa'' 

D  de  sorte  que  le  nombre  de  toutes  les  formes  linéaires  contenues  dans 
»  ces  formules  sera  (*  — i)  (6-—  i)  (>—  i),  etc,  » 

Il  pourra  arriver  que  les  formes  4^2+19  4^^+39  soient  confondue^ 
dans  une  mérne  formule  ,  laquelle  serait  mz  -|«  a^  au  lieu  de  ^cz  -f-  ^ 
que  nous  venons  de  trouver  ;  mais  alors  il  y  aurait  deux  fois  moins  de 
formules  9  ce  qui  reviendrait  au  même.  * 

.  (;4o3).  $i  on  a  .ces  ad^  d  étant  un  nondbre  impair  résultant  du  pro«- 
duit  des  m  nombres  premiers  4^  €»  >>  ^^«9  il  âtndra  considérer ,  à 
i'égard  du  diviseur  A ,  les  quatre  fpnaes  8n+  i ,  8i»+3,  8/» +5^ 

6/»  4«  7  ,  chacune  desquelles  donne  une  valeur  déterminée  pour  C^  y 
de  sorte  qu'il  ne  faudra  pins  que  satisfaire  à  Tune  ou  l'autre  des  équations 
J^^^ffs^,  {^^f^'^  ï  y  sdk»  les  cas. 
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Cette  ëqaatîon,  traitée  toujours  de  la  même  manière^  donnera  3*""* 
^      yaleurs  de  ^  ^  chacune  de   la    forme  8dz  +  ^  9  dans  laquelle  \  aura 

un  nombre  de  valeurs  .  .    ~    .  etc.  La  même  chose  ayant 

«o  ^  «4 

lieu  pour  chacune  des  quatre  formes  8n  -f-  1  ,  8n  +  5  >  etc. ,  on  aura 
donc  en  tout  ^s"*^'  formules  y4  =:  8dz -f-  ^  ^  ou  ^  =  4^2  +^9  ^^°l8  chacune 

desquelles  a  aura  un  nombre  de  valeurs  ■  "~    .  ■         .  21IZ-.  ',  etc. ,  et 

le  nombre  total  des  formes  linéaires  Sera  par  conséquent  a(ct-~  i)'^ 
(€ —  1)  (y  —  i).etc. 

Si  le  nombre  c  contenait  un  facteur  quarré  ,  on  pourrait  le  diviser 
par  ce  facteur ,  car  la  formule  i^  +  c6*i^*  n'est  pas  plus  générale  que 
1^-1-^^*9  e^  n'admet  pas  d'autres  diviseurs  premiers  à  c.  Ainsi  on  peut 
toujours  supposer  que  c  est  le  produit  de  ^plusieurs  nombres  premiers 
inégaux  y  sans  en  excepter  2  ;  de  sorte  que  les  deux  cas  généraux  que 
nous  veïions  d'exMniner  renferment  absolument  tous  les  cas  possibles. 
Enfin  y  quoique  nous  n'ayons  considéré  jusqu'à  présent  que  le  cas  de  c 
positif  y  la  formule  t^  •*—  eu*  se  traiterait  de  la  même  manière  ;  et  on 
aurait  les  mênies  résultats  quant  au  nombre  des  formes  4^  +  ^^  V^^ 
conviennent  aux  diviseurs  de  cette  formule.  Mais  dans  tous  les  cas  y 
on  peut  trouver  ces  différentes  formes  linénres  y  par  un  procédé  plus 
aimple,  et  qui  conduit  à  de  nouvelles  propriétés. 

(204)  On  a  déjà  vu  (n^  i58)  que  les  différens  diviseurs  d*une  formule 
telle  que  t*dscu^  peuvent  toujours  se  réduire  à  la  forme 

dans  laquelle  on  a  /ir=p  ^'  =:  c,  et  où  l'on  peut  supposer  2ç  non  plus 
grand  que  p  et  r.  Au  moyen  de  ces  conditions,  il  est  facile  de  déteiv 
miner  a  priori  toutes  les  formes  des  diviseurs  qui  répondent  à  un  nombre 
donné  c.  Les  formes  pjr*  -|-  2qjrz  db  rz* ,  contenant  des  indéterminées  au 
second  degré  y  sont  ce  que  nous  avons  appelé  des  formes  quadratiques  y 
pour  les  distinguer  des  formes  linéaires  ^cx  +  a  y  dont  ^  nous  nous 
sonunes  occupés  dans  ce  paragraphe  et  dans  le  précédent. 

Supposons  donc  qu'étant  donné  le  nombre  c  on  a  déterminé  d'abord 
toutes  les  formes  quadratiques  qui  conviennent  aux  diviseurs  de  la  for*^ 
mule  proposée  t*  dh  eu* ,  il  ne  restera  plus  qu'à  développer  ces  formes 
quadratiques  en  formes  linéaires;  on  aura  ainsi  toutes  les  formes  linéaires 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  cette  formule  y.  dn  aura  de  pi^  l'avali* 
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tagè  de  connaître  la  correspondance  qu'il  y  a  entre  les  fermes  ^quadra- 
tique{L.et  les  formes  linéaires.  , 

Tout  se  réduit  par  conséquent  à  yoir  ce  que  devient  la  formule 
py^ H-  2 27"^ ^  ^*>  lorsqu'on  y  substitue^  au  lieu  de/  et  z ,  des  nombres 
quelconques  déterminés^  et  qu'on  met  les  résultats  sous  la  forme  4^x4-  «V 
où  l'on  peut  négliger  les  multiples  de  4^^  et  ne  conserver  que  le  résultait 
positif  et  moindre  que  ^c. 

Or  il  n'est  pas  nécessaire  y  dans  cette  substitution ,  de  faire  y  ni  z 
plus  grands  que  'acj'car  si  à  la  place  àejreiz  on  substitue  3c+/  et 
3^ +  «>  ^  formule. /jy-*  +  ayj^a  db Ta*  deviendra 

quantité  qui  se  réduit  à  pjr^  +  ^qjrz  db  rs*  -f-  ^cM  ^  i^cM  étant  un  mul*- 
tiple  de  4^;  de  sorte  que  ces  valeurs  ^c'^j ^  ae  +  ^  donneront  la  même 
forme  linéaire  l^cx  r|-  a  qu'avaient  donnée  j  ^\  z*         ^ 

n  faut  éviter  également  de  donner  a  y  et  is  des  valeurs  qui  rendraient 
Jl^^^yt':kLr7^'}^yCn  nous  ' mi  considérons  ici  que  les  diviseurs 
impairs^  et  de  plus  ^  les  diviseurs  premiers  à  c. 

Pour  remplir  plus  sûrement  cette  condition  ^  il  sera  bon  de  préparer 
le  diviseur  quadratique  pjr^  -^  ^qjrz^rz^ ,  de  manière  que  r  soit  pair^ 
fear  alors  ;?  étant  impair,  on  donnera  hi'j  dès  valeurs  impaires  quel-- 
conques ,  et  à  is  des  valeurs  paires  ou  impaires  à  volonté.  Si  r  n^est  pas 
déjà  pair  dans  le  diviseur ,  il  suffira  de  mettre  jdc:  z\i\^  place  de  / , 
et  Ta  transformée  aura  son  dernier  terme  pair.  Nous  'aurons  occasion 
aussi  y  dans  certains  cas ,  de  donner  aux  diviseurs  quadratiques  la  forme 
pjr^  +  qjrz  '^rz^y  dans  laquelle  les  trois  coefficiens  sont  impairs.  Alors  il 
&ùdra  supposer  successivement  js  =  au ,  ^  t=  aà,  z  ^y  =:  nu  y  ce  qui 
donnera  trois  formules  ayant  la  condition  requise;  mais*  On  verra  que 

le  développement  d'une  de  ces  formules  suffit. 

■     ■  ■ 

(ao5)  Considérons  donc  la  formule  A^ipy^^^ruijz'àeLnmz^y  où  Ton 
a  2mpspq^:=zcy  et  dans  laquelle^  doit  être  impair  y  ainsi  que  p.  Si  on 
suppose  ^  et  c  premiers  entre  etiXyp  et  c  seront  au99i  premiers  entre  e^x. 
Cela  posé,  si  l'on  fiit^  ==  i ,  je  dis  que  la  formule  p  +  2q^  ziz 2m^*$ 
où  il  ne  reste  plus  que  «^  d'indéterminé ,  contiendra  toutes  les  formes 

linéaires  J^cx  4*-  ^^  <pi  sont  comprises  dans  la  formule  proposée 

pjr^  -f-  ^qj^  =t  2mz*. 

n  &at  prouver  pour  cela  que ,  quelles  que  soient  ^  et  3  >  on  pourra 

3o 
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-Mamours  wpunr  «ne  indAflnantfe  4  OBie'^a» 

soit  un  entier.  Xn  effet ,  ftwsque  f?  et  4^^  sont  premiers  entre  eu:,  la 
^pantitc  ^précédjBnte  sera  nn  entier^  si  son  produit  par/?  eu  est  ou , 
c'est-à-dire  si  Ton  a 

Soit  d'abord  4/  =  z  +  ^^>  ^3  'suffira  de  SatisÊiire  k  H  «bodition 


CeBl  ce  qu'on  |)«at  obtenir,  en  prenant  «ine  nouveUe  indétennàiée  6^ 
telle  que 

/^  +  7«  +  ^y^  =  py  +*y«  +  ^rf 

0r  «cetlie  équation  idera  rtenJMu»  reMluUe^  foisq^Ule  fiéut  lèlre  BtisQ 
sous  la  forme 

où  o  et  7  sont  premiers  entre  eux^  et  où  d'aiDeurs  le  seoond  membre 
est  tfn  entier. 

1)onc  pour  déterminer  toutes  les  formes  linéaires  de  la  formule 
j^tsn^*  +  2gj'zds:^ni^4  il  suffira  de  déterminer  celles  de  la  foravule 
plus  simple 

ce  qui  se  /era,  en  donnant  à  %[/  les  valeurs  4Uiccessi¥es  o^  «i^  â^  3^  letc* 
jusqu'à %3i?—  i^  ou  seulement  ,}a5fu'à  ^ -^  i  si^sso.  XiOs  Taleups  dedP 
se  calculent  aisément  par  Je  moyen  de  leuvs  diSSerenceS;^  et  «a  •cim/âthoit 
les  multiples  de  4^  à  mesure  qu'ils  se  présentent.  Ensuite  on  rejettera 
parmi  tous  les  résultats  ceux  qui  sont  identiques  avec  d'autres^  et  ceux 
^  ont  un  trbmmun  xlivisecir  dvec  c. 

■fldS)  Si  q  el  ç  ne  'sont  pas  premîert  entre  eux  ,  il  sera  toujours  Bsrlsile 
de  transformer  la  formule  pj^  -f-  ^jrz  =fc  Miz^  en  une  autre  s^mbl^le  , 
Aatts  laqueUe  q  soit  premier  a  c  ;  cle  sorte  qu'on  dbit  regarder  comme 
ateôlUATent  général  le  procédé  qu'on  "vient  d'indiquer.  Cependant  nous 
dirons  encore  deux  mots  du  cas  particulier  où  la  formule  proposée  <eA 
y^-râi  cz^  ou  ny  ±  fc^. 
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IW  a  A  zs^y  sb  eaS  U  Êittdffa  didtiiigtier  dow  C«t.>.  mI(6i%  que  c.  est 
pair  M  impair*  .       :     ^     .     •: 

1*.  Si  c  est  impair^  on  supposera  d'abord^  impair  et  a  pittf  >  ce.qiii) 
en  rejetant. les  multiples  de  ^c^  réduit  la  valeur  de  A  au  seul  teqpe  r*, 
d'où  résulte  -^=  i ,  9,  a5,  etc.  ;  oh  supposera  ensuitejr  pair  et  z  impair^ 
ce  qui  donnera  Azss^i^de:  Cy  el  ainsi  on  formera  la  suite  4=^^>  i6d:c^ 
36=bcy  etc.  y  ayant  toujonra  soin  de  rejeter  les  mukfptes  de^  4^.-ïies 
résultats  prorenut  de  ces  deux  suppositions  ^  composeront  toutes  les 
formes  linéaires:  de.  A*' 

3i  p  ed  pw^  il  faudra  oéccmairen^ant  que  j"  aoit  impau^'mais  2  sera 
à  ViÂotaAà}  si 4(  wt  pfwp j  a»  «un  simplepcienl^  A ^=si.y^  ;=>  i  ^  g^  25>  etc.;, 
si  j».  eat  iaapw  ^  oa  aura  u^  =^/'*  rb  c;  de  sorte  qu'il  faudra  former  la 
sait#  »sbc^  9^^9  a5=bcj^  etc.  Les  deux  syatemes  réu^i&  donxieroair 
toutes  les  formes  du  diviseur  A.  . 

Si  le  nombre  cssab,  parmi  les  diviseurs  de  Pdzcu^y  on  rencontrera 
nécessairement  tyr*  sb  bz^.  Pour  avoir  let  finrmes  linéaires  de  ce  diviseur^ 
ou  donnera  &^  les  valeurs suc09S8iv60(fi 9  a^  S^;..  jusqu'à  ^— -i^eton 
donnera  à  z  les  valeurs  i^  a^.5..  •  ;  •  jwf^k  a  —  i.  Il  est  inutile  d'aller 
plus  loin^  parce  que  si  à  la  place  de^  on  met  b-irj  ^^.^ — J'  9  ^^^  deux 
résultats  différent  d'un  ihultiple  de  4^  ou  de  4^>  ef  par  conséquent  ne 
sont  pas  censés  difierens.  11  «tn  e^  ifoniêniey  si  on  met  a-^z  et  a— -2 
k  la  place  de  z.  U  fiiudra  dgac  cofubiaer^  chacune  des  valeurs  de  o;^ 
avec  chacune  dea  valeura  de  d^6^%.  et  la  seyle  condition  que  la  somme 
soit  un  nombre  impair^  exclura  beaucoup  de  cotnbinraisons  ;  il.  feudra 
ensuite  supprimer  les  résultats  qui  sont  identiqii^s  avçc  d'autres^  ou  qui 
ont  jm  commun  £vîseur  avec  c.  .      " 

A  cespxéceptes  |[énéraùx  nous  n'iegoûteron^  plus  qù^une  observation^ 
c'est  que  djins le  cas  dé  0=24^^^,  les  oËrvisèureBiiéaires  dekt  fermufe* 
^'-f- eu*,  doivent  être  représentés  simplement  par  ^caç^^a^  au  lieu  der 
l^ètre  par  ^^x^a^  parce  qû'tfors  une  'mèhie  forme  quadratique  con^ 
^ènt  les  diviseurs  4^-f-^  ^^  ^^^  diviseiirs  J^-^S.  l^e  çklcxA  d^'aiUeùrr 
est  toujours  le  méme^  avec  cette  seule  dilSerence^  qu'an  lieu  de  suppr»* 
mer  les  mnltiplea^de  4c,  otac  anpprioiet  cemrde  2c,  w  tpKxenà,  l^•p4lih' 
tion  cuieaoa  plnftpMmptâ;^ 

Exempl^bL 

(^07)'  Sott  pwposé  dr  tromper  tûaa  les  diviaeuts  tatit  cpiadratt^pt^ 
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•  On  cherchef a  d'abord  1«8  diviseurs  quadratiques ,  au  moyen  de  lâfoiy 
mule  pr — j7*=4i,  où  Ton  doit  supposer  y<V^V<4iet  ^q<p  et  n 
Ympï  le  calcul: 

^  .i**.  Soit  ^  =  o^  on  auray7r=4ii  donc 


2^.. .Soit  ^;=i^  on  aura  ;ir=4^9  donc 


.« 


p.= 

=    I.,  r5=4i. 

p= 

=   5,  r=i4. 

/»= 

=   7,  rs=  6 

p^ 

=.v»,r=  .^« 

t    I 


3**-  Soit  y  ==2,  on  aura  ;ir=45  =  5.g^  .donc-^==5>  rsssg. 
-'4'^. 'Soit  7"^ 5 y  on  aura  77>=: 5o;  thais  5o  né  se  décoinpiose  patf  en 
deur"  facteurs  plus  grands  que' '6^  'ou  dont  lé  moindre  soit  ég^  'à'6. 
tionc  l'opération  est  tennlinée^  et  il  n'y  a  que  cinq  formes  possibles  pour 
les  divisetirs  quadratiques  de  la  formule  proposée.  Dé  ces.  cinq  formes^ 
trois  sont  relatives  aux  diviseurs  4^2-4-1  .savoir': 

*  "■•  I  ;     ■■   :  ■  ■:"■■•■■      '       '-t  /   -î  -  '•        •■•  ■■       ■   • 

Lès  .deux  autres  se  rapportent  aux  diviseurs  ifl^Z^  et  spnt  : 

:•-   ■  ,  .:■■■;  .5;^.H-3/»4^i4»* 

Chei;chons .  nwntepaipit  les  forces  linéaires  qui  répondent  Jices  formes^ 
quadratiques..         . 

Prenons  parmi  les  diviseurs, 4^+ 1  la  forme  -^=5^*-|-4j^^+9^S 
etr.çommc.l^.  coefficient  du  derniep  terme  est  impair^  mettons j^—*js  à  la 
pkce  àpj9  puis  changeons,  lesigjae  de  «,  nous  aurons  j4==5j^'{Sjz'\^ioz*. 
!^près  cette  préparation^  on  peut . cçnsidérer  simplement  la  formule 
^^::;:5-f-64'+i€>4'**  Voiçî  le5, rçstaltats  que  donne  cette  formule,  en 
faisant  successivement  4!s=?o.  i^  ay  3^  • .,  et  rejetant  à  mesure  les  mul* 

tiples  de  4<^=^i^*' 

Diff.-t€    m   5&C  76.   -    96      'ii6^    :jx36'     .    i5ô  -'   176=13. 
A=  5,  21,  57,  ii5,  i8g=:i5,  121,  257=7 5^:  209=45,  301=^57:, ■ 

Diff.  53    53      73  93    , 

A  =  49,  81,  i55,  3o5=:4i,  i55.  ' 

Arrivé  auy.résultaft  4i=^y  on  voit  que  les  précédens   i55^  8i^  ^etc. 
doivent  revenir  dans  l'ordre  inverse,;  die  soifte  qu^oa  parviendra. aiou^i 


> 

•  n    ;■   ■  •  ■  î  . 
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au  terme  5;  itiaîs  il  reste  à  savoir  si, passé  le  terme  5 ^  il  Yi*y  aurait  pas 
de  nouveaux  tenues  non  compris  dans  ceux,  qu'on  a  déjà  trouvés^  PouTr 
cda  y  û  fiiut  prolonger  la  suite  en  arriéré.,  comme  on  le  voit;  ici .; 

■  ■  •  •  - 

Pîff,~i6    4   24   44   64     84         104  124    i44     i64=io 

A=     21,  5,    9,  35,  77,  i4ij  225==6i,  i65=i,  i25,  269=105. 

Ici,  Il  cause  de  la  différence  o^  nous  n'irons  pas  plus  loin^  parce 
que  nous  sommes' sûrs  maintenant  que  le^  termes  précédens  revien*^ 
dront)  et  qu'on  n'aura. aucun  nouveau  terme..  Donc  en  rassemblant 
les  résultats  trouvés ,  et  excluant  41  =:^>  on  aura  les  20  formes  suivante» 
qui  répondent  au  diviseur  proposé  5/'-}-47'^+92%  ou  5;^'-(-6;^a-hioz'; 
ces  formes  sont  : 

^=i64a:+  I,   5,   9,    21,    25;    35,    57,   45,   49,    57; 

61,  75,  77,  81,  io5;  ii5,  121,  125,  i35,  i4i. 

Prenons  maintenant  la  formule  quadratique  ji=jr*'-j^^iz^;  en  sup- 
posant d'àboird  z  pair,  il  suffira  dé  développer  la  valeur^*  d'où  réSfil^ 
feront  les  mêmes  20  formes  qu'on  vient  de  trouver.  Soit  ensuite  J^-  pafari 
et  z  impair,  on  aura  à  développer  la  valeur  ^=:4'^*+4i  y  4^  laquelle 
résulteront  toujours  les  mêmes  forn\es.  Enfin  la  troisième  forme  qua- 
dratique ^  ==  2i/*+  2;'i5  +'22*  des  diviseurs  4^*  +  i  donne  encore 
lfi|S  mêmes  fonnes ,,  et  ,en  effet  les  formes  trouvées  comprennent  toutes. 
ceDes  qui  ont  été  déterminées  a  priori  pour  les  diviseurs  4^-|- 1  de  la' 
formule  ^  *4-  ^^9  ^  développement  des  différentes  formules  ne  pouvsat 
donc  fournir  d*autres  formes  que  les  20  déjà  trouvées  n*  196;  mais  on 
voit  que  chaque  formule  particulière  les  fournit  toutes ,  et  c'est  une  pro- 
priété que  nous  allons  déniontrer  en  général. 

(208)  ((  Si  c  est  un  nombre  premier  4/'rf-i,  les  différens  diviseiurs 
»  quadratiques  4^*+!  de  la  formule  t^rh^^%  fourniront  tous  les  mêmes 

»  .formes  linéaires  l^z^a^  a  ayant  valeurs  positives  moindres 

»  -que  4^/  et  ces  valeurs  ne  seront  antre  chose  que  les  soluticms  de 

»  l'équation  T ^  J  =  i  réduites,  k  la  forme  ^'-{^i .  Pareillement  tous  lés 

»  diviseurs  quadratiques  4^H^5  de  Uimême  formule  fourniront  les  mêmes 

».  formes  linéaires  /^z+a,  a  ayant  — — -*  valeurs  qui  sont  les  solutions. 

»  de  l'équation  f  ^  j;=;—  i ,  réduites  à  la  forme  4^-f^3.  » 
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En  effet  soît  /7f'H-3yji54*2iw»  =  ^  un  diviseur  4^2+ ie  de  h  for-» 
mtile^  /*+€?«%  p  étant  par  conséquent  de  la  forme  4^^+!;  ilfaut  psou-» 
ver  que  hs  formes  linéaires  tirées  de  cette  fbmuiie  coïncideront  avec 
celles  qpi  seraient  tirées  du  diviseur  ^'-f-^^a*  qui  appartient  pareille--, 
ment  à  la  forme  4^  -f- 1 .  Chang^eons  les  indéterminées  j'  ^t  z  de  cette 
dernière  formule  en  ^  ^^  4^  >  pour  ne  pas  les  confondre  avec  les  autres  ; 
la  question  sera  de  Êûre  vomp  que-^  quels  que  soient^  et  s  ^  ou  peut 
toujours  détennia^r  ^  et  «^  de  munière  que  la  quantité 

^H^c^^— (py^  +  flgyz  +  gmt*) 

4ç 

soit  un  entier;  et  puisque  p  et  4^  ^nt  premiers  autre,  etuc^  cette 
quantité  çera  un  entier ,  si  son  produit  par  ^  en  est  un  ^  ou  si 
Ton  a 


Qr^  est:  db  k  &»iii»4*4^ii>  deuc  pownn.  (fi'oui  yrwuM  4«^''f  <>^ 
a^ulemwfc  4.*^^»  pw>  fh\f-^^  s»9^  diwibU  pw  4«  «ItÛMÎ  îLne  i^es^ 
tem  plus  <m'à.  satis&ke  à  réqwti^u 


P^"T-^g^^X=^e, 


Mais  (n*  196)  le  nombre  p^  comme  diviseur  4^*  +  ^  ^^  t^  +  cu^,  est 
tel  que.  (^^^^^^^^  dem  c^  «li  dîvi^eui!  d»  Jr''-*^/r>  et  par.  conséquent 
on  peut  trouver  un  nombre^  a  tel  que  a^  •— ;r  soit  dtvisSble  par  c.  Si 
on  prend  de  plus  a  impair^  ».  ^^  sew  UU  eutieci^  donc  Téquatioa  k 
laquelle  on  veut  satisfaire  deviendra 

<»* — (AT  -t-  i»y  ^  ^ 

4c 

Cette  équation  esttoufOUFS  résoluble^  puisque  a  et  M'élanfr  premiers^ 
eqtre  eU9k>  on  peut  toujours  ti^OMver  dciux  indéJtmmiué^s  ^  et  fl  teUe% 
que 

Donc  il  n*est  aucune  forme  Knéaire  contenue  dins  le  diviseur  qua- 
dratique pf^'^  ^y^  4^:im8^  qui  ne  aeiit  par^lemeut  côuftenue  dans  le 
diviseur  ^*  4- ca%  et  la  proposition  réciproque  se  prouverait  par  un  rai- 
sonnement semblable.  Or  la  forme  7^+^^  renferme  toutes  les  formes 
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Ibopéatres  pMsiUes,  piûsqiiten  faÂsa&l  ^s  ipûr,  «Uft  M  téèmt  «à;^  .^  ies 
utuHfWr  totiles  (m""   i^S);  idonc  lovtes  ^es  iSMnnes  ^aaat  pwçillemevt 

«On  «AéimnilveM  k  «éme  cbm^  ide  dei»  4mfiear6  ^ttaâpatitpiM  ^iW^$> 
représcPDlés  f«r  i^Eî;'"Nh5*î{r^+  ^^mA^^^'f^^Skcff'ti'^a^nid^.  O'om  il  suit 
ifiie  dbu  Je  CMM  c^t  «m «ombiie fve«ÉÎer4'^+  <^9  iaus  1m 4ÎTi8«w 
ipiadrati(|pie6i4^«!|*4^  dottueirt  ies  aanâmcfs  ioime«  J^aÛRee^  et  il  fiufilt 
f>ar  tîCMBeqMst  de  «devdofuper  fe  pivesftiertâivîseur  qaadnoiywg  ^Vh^o 
ou  ^hnplenieat  ^$  A1116  «ce  même  <ia5^  leûsJes  oli^vifldiKs  ^fui^dvatiques 
4"^  4-3  fiMDDmieseâit  paniHement  ies  /inâinas  iotsMê  iiMaices^  ^  ^mrte 
^'il  ^safik  «k  dérdopper  dW  4e  «m  iiism&ms. 

(m^  «^SoHwttmttmmr^mawinfapeqpn^ 
n  diviseur  quadratique  pj^^  ^qrz  +rB*  ^  'la  £amidb  Y^-fO»*,  coditifl»- 
I»  dra  les  mêmes  formes  linéaires  que  donne  le  diviseur  j*^  4-  cz^y    ces 
n  formes  linéaires  étant  représentéts  ^ar  k  ftrmule  ncx  -f-  a.  » 

11  sui^lypour  cela^  dç  prouver  que^  quels  que  soient^  et  i5^  on  peut 
iioufours  dêteïtnineir  '^  iM  >|^  de  manière  que  la  ^qutffy^âté 

ac 


t. . . 


soit  un  entkr.  'Or  ioemme  fei^ù  *60«t  pMaaiera  wM^^^nti^ymxi^màff^ 
tiplie  cette  quantité  par  p  y  on.  aura  Téquation  k  résoudre 


/^^X^4-#fc^'  +  c  (p4^-^g^) 


ac 


e 


9 


et  d'abord  en  preiïant  4^-^:5  pair,  /^•^•—f^TPeto  tkmjouys  divisible  par  2; 
(insi  il  suffira  de  satisfaire  à  l'équatian 


ac 


Mais  /?  étantes  -ikmatwt  6e  £*-f-ca%  en  a-{sL'igJ7.)  /^^==i;  donc  c 

m^ifmsex»  Ae  V^^pi  ta«i  <m  ^piâMt  sâptRMir  £^^  ^atup/vt  l^é^tiùhi 
à  résoudre  deviendra 

Or  on  satisfait  à  cette  équation ,  en  cherchant  les  indetèrnun'éi's  tp  et  ^ 
telles  ^p» 
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équation  toujours  résoluble,  pWsque  a  et  ac  sout  premiers  entre. èui^ 
Donc  les  formes  linéaires  contenues  dans  le  diviseur  quadratique 
pjr*  -|-  2qjrz  -f-  '^S  sont*  également  contenues  dans  le.  diviseur  ^-+<»*  ; 
€t  cofmme  la  propriété  réciproque  se  démontrersàtde  la  même  manière, 
iji  suit  de  toutes  deux  qu'un  diviseur  quadratique  quelconque.  ••»• 
pjr*  +  2qj%  -f*  rz^  renfermé  absolument  toutes  les  formes  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  la  fbrmide  ^+ci^.  Donc  lorsque  c  est  un 
nombre  premier  4^4~S>  l^s  mêmes  formes  linéaires  sont  affectées  ^i 
la  totalité  des  diviseurs  quadratiques  et  à  chacun  d'eux  en  particulier. 

*  On  verra  qu'il  n'en  est  pas  de  même,  lorsque  c  est  un  nombre  toni^ 
posé.:  alors  les  formes  linéaires  sont  distinguées  en  plusieurs  groupes 
qui  répondent  à  dîfférens  systèmes  de  diviseurs  quadratiques.  L'existence 
de  ces  groupes  est  d'ailleurs  une  suite  de  ce  qui  a  été  dànontré  a.  priori 
sur  là  forme  linéaire. des  diviseurs. 

.E    X   s   M   P   L  E      II. 

(210)  On  demn^de  les  diviseurs  linéaires  de  la  formule  ^— Sgu*  avec 
les  diviseurs  quadratiques  correspondans. 

Pour  cela,  on  commencera  par  chercher  tous  les  diviseurs  quadra- 
tiques, d'après  la  formule  ^r-f-^^âsSg,  où  l'on  peut  donner  à  ^  toutes 
lés  valeurs  moindres  que  f/^  ou  <5;  ces  diviseurs  sont: 

Mais  en  suivant  la  méthode  pour  réduire   ces  diviseurs  au  moindre 
nombre  possible,  on  trouve  qu'il  ne  reste  que  les  quatre  suivans  : 

Il  s'agit  donc  d'avoir  les  formes  linéaires  qui  répondent  à  ces. formes 
quadratiques.  ^ 

i*".  Le  diviseur^»  — -  Sgz*,  en  supposant  z  pair  jet  n^ligeant  toujours 
les  multiples  de  4  •  Sg  =  1 56 ,  se  réduit  au  seul  terme  jr^ ,  dont  voici 
lies  voleurs  successives  : 

Différ.     8,  16,  24,  Sa,  40,    48,  56,  64,    7a,  80,    88^  gS. 
i^    9^  ^5,  49>  ®ï*  "*  >  »5,  69,  x35,  49,  139,  6î. 
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Dlffét.     io4,  lia,  120,  ia8,  i56,  i44>  ïSa,      4>    ï^i» 
y^  I,  io5,    61,    25,  i55,  i35,  MI,  117,  lai ,  etc.    . 

Supprimant  dans  celte  suite  les  termes  divisibles  par  3  et  par  ï5,  il  ne 
restera  que  six  termes  diiOférens,  i  ,  aS,  49 >  ^^  y  ï^i  ,  i35;  de  sorte 
que  le  diviseur  quadratique  ^*  — •  Sga*  comprend  les  formes  linéaires 

i5&r+ I,  a5,  49>  6ïj  121,  i55. 

Il  suffit  de  changer  les  signes  des  nombres  déterminés  ,  ou  d'en  prendre 
le  complément  à  i56,  et  on  aura  les  formes  linéaires  qui  répondent  au 

diviseur  39^*  —  z*  ;  ces  formes  seront  donc 

■  i 
f 

i5&c-f-  a5,  35,  95,  Ï07,  i3i ,  i55. 

Venons  à  l'une  des  deux  autres  formes  ig^*  +  ayz  —  2z* ,  il  suffira 
de  développer  la  formule  19  +  ^'^  "^  24^*>  d'où  Ton  déduira  les  ré- 
sultats suivans  : 

Différ,     o  —4  —8  — li         —16  —20  — !i4  —28  —3a  —36 

-  •  ■ 

Suite.    19^  i9'>  i5,       7,— 5=ï5i,  i35,   ix5,    91,     63,     5i^' 

Diflfér.-         —40 —44 —48 —5a  — ^  _6o  — 64         —68- 

Suite.    — 5=i5i,  III,    67,     19,— 33=ia3,    67,      7,— ^7=599;' 

Différ.    —72  —76 — 80 

Suite.         5i,  -^issiiS,    59, — 4^, etc.] 

Écartant  les  termes  répétés  et  ceux  qui  sont  divisibles  par  3  ou  par  i3, 
il  ne  restera  encore  que  six  nombres,  d'où  l'on  conclura  que  la  forme 
quadratique  ig/"*  H*  2/z  -—  2z*  comprend  les  six  formes  linéaires   * 

ï  .i56jc  +  7',  19,  5i,  67,  iï5,  i5i. 

•  r  *  "  .  . 

•  •  ,  ■  ...  .  ..  i 

Le  complément  de  celles-ci  donnera  les  formes  linéaires  qui  répondent 
a  l'autre  forme  quadratique  a^*'—  a;^«— 19»',  et  qui  seront 

i56x-f-5,  4'>  ^f  ^^5,  157,  149. 

*  Nous  avons  donc  dans  cet  exemple- quatre  groupes  de  diviseters 
linéaires,  chacun . compose  de  six  fonnes,  et  chacun  répondant  à  im 
diviseur  quadratique  '  de  la  même  formule.  C'est  ce  qui  s'accorde  avec 
la  théorie  générale  donnée  ci-dessus ,  en  vertu  de  laquelle ,  si  le  nombre  c 
est  le  produit  de  deux  nombres  premiers  a,  ^,  le  système  entier  des 
diviseurs  linéaires  doit  se  4écomposer  eii  a*  groupes,  chacun  cohiposé 

Si 
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de  — ^  .  — j—  termes;  en  efiet,  dans  ce  cas ^  «ss? ,  6  =  iS-,  et 

— j-  •  — ^  =  6  :  aussi  chaque  groupe  est-il  composé  ck  au  lerm6S«». 

(^  1 1  )  La  formule  jr*+ 1  o5k*  ay;ant  pour  Fun  de  set  £¥iseurs  Sj^  +  2i:f, 
on  demande  les  formes  linéaires  qui  répondent  à  ce  diviseur  quadralîque* 

Prenons  d'abord  j  impair  et  z  pair ,  le  terme  Sjr^  développé  Mul^  en 
négligeant  les  multiples  de  ^  ou  de  4^0  >  donne  une  suite  qui  se  réduk 
aux  sept  termes  5^  4^^  13S,  i85,  245,  2S5j  4^5}  l'antre  terme  2iz*^ 
où  z  doit  être  pair»  ne  donne  ifue  les  deux  termes  S^SZÔ.  Il  fstut  donc 
aux  sept  termes  précédens  »  ajouter  84  ou  356 ,  ce  qui  donner»  4c& 
quatorze  termes  -^ 

89,      129,     209,     269,     529,     569,         69,  ; 

341  y    38l   y       4^  >     ^^^  9     161  9    30'  >    ^^>  >      . 

desquek  retranchant  ceiu^  qui  i>nt  un  commun  diviseur  avec  xa5,  il  mi 
restera  que  les  ûx  termes  4i  9  89»  loi »  209>  269»  34i. 

0«i  trouvecut  abeolmnent  les  six  mêmes  termes  »  si  dans  le  diviseur 
5jr^+  Ai9*9  iMs  supposait  «  impair  «et/*  f>air ,  jJnsi  il  n'y  «-qv»  ^  &Miofr 
linéaires  qui  répondent  au  diviseur  Sjr^  ^  aiz* j  SdiYoix  ; 

420JC  +  41,  £9^  xûi,  i)59».  ji69^  34*' 

•  ■  ■ 

E   X   E   H  "P   L  E      I  y. 

(212)  lia  mSme  formule  f*  +  io5u*  a  pour  Svisenr  qmdratîqne 
i5^ft^  lojrz^  lOiS^^;  nuds  coome  dans  ce -dîdsisw  7  =:  5  »  et  que  5 
est  diviseur  de  io5,  on  ne  peut  dçnner  au  diviseur  quadratique  la  forme 
i5  ^  lo^^  ^  lo^"*  >  |>^i'ce  que  lé  résultat  en  serait  incomplet.  îl  fiiul 
donc^  par  une  subrtitution  (ri^  ^><^)>  faire  enaorte  que  le  terme  moyen 
de  la  formule  n'ait  plus  '4e  oemmHn  £ictqiir  -avec  loS  ;  or  on  trouve 
bientôt,  .qu'çn  mettant  ^  +  2z  an  lieu  de^  ^  on  a  la  transformée  •« .  • 
"t^y^  '^^^jz  ^^^^^  9  laquelle  a  la  condition  requise.  H  reste  donc 
inaintepant  li  développer  la  formule  i3  rf-  Ga^^  ^  ^^4"*  9  ^^  void  lè 
csScul  : 

r 

Différ.     144    5o8    5:3    as-ô    sa»    i*4    408     5a    19S   16a 
.     Suite.       i5,  157,45,    97,.5j3,  375,  597:,.a65,  397,    75^' 
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et  3  est  mutile  de  le  prolonger  plus  loin  y  parce  qu'il  fournit  six  termes 
^stinct^  ;  ainsi  les  formes  linéaires  qui  répondent  au  diviseur  quadnn 
tique  i5;'*+  iq;^3+  loz*  sont  : 

4aox+  i5,  75,  97,  i57,  3i5,  397. 

Voici  ^  au  reste  ^  le  système  entier  des  diviseurs   quadratiques  de 
e*  •4-  io5tt*  avec  les  formes  linéaires  correspondantes. 


Dwiseurs  quadratiques. 


7/-'-(-i5a* 
iijr*+ 14724-145" 


Dwiseurs  linéaires  correspondans. 


^k 


4^00:+    1, 
4200;  +  55^ 

4200:  + 41  > 

4aor  +  47> 
43or-f-  19, 

4200;  -4~  4^f 
43OJC+  11, 


109,  121,  169,  289,  36i 

II 3^  167,  197,  a53,  5i7 

89,  10 1,  209,  369,  541 

75>  97>  ï57,  3i5,  597 

85,  145,  167,  2^7,  583 

5i,  1S9,  199,  271,  391 

67,  127,  i63,  247,  4o5 

Vy  i79r  ïQï*  ^59,  359. 


U  y  a  donc  en  tout  huit  groupes  de  diviseurs  linésâres  composés 
cliacuil  de  w  terme^.  Et  en  effet,  suivant  la  théorie  donnée  ci-dessus 
(n*"  202) ,  le  nombre  io5  étant  3.5. 7,  il  doit  y  avoir  2'  groupes  composés 

chacun  du  nofldim  de  tiBrmes  *  ~"  •  '"^-^ .  ^~  ■  :ss6.  Nous  voyons  de 

plus ,  dans  Cé  développement ,  que  chaque  groupe  répond  à  un  diviseur 
quadratique ,  et  ne  répond  qu^  un  seuî. 
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*      -        ■'  •    .     .     ••    «,j 


SB 


§  XI.  Explication  des  Tables  111,  IF",  V,  VI,  et  VIL 


TABLE    III. 

(!2i5)  J-JA  Table  III  contient  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la 
fonnule  /*  —  cu^ ,  et  les  diviseurs  linéaires  correspondans  j  elle  est  cal- 
culée pour  tous  les  nombres  depuis  c  =:  s  jusqu'à  0  =  ^9^  excepté  les 
nombres  quarrés  ou  divisibles  par  un  quarré.  On .  a  exclu  ceux-ci , 
parce  que  les  diviseurs  de  la  formule  t*  -^  (A^u^  \  en  les  supposant  pre** 
miei^s  à  c9*,  sont  les  mêmes  que  ceux  de  la  formule  ^■— •  cv^. 

Les  diviseurs  quadratiques  représentés  généralement  par  la  formule 
pj^  4-  *^^y^  —  '^V  ^^  l'on  a^r-f-y*s=c,  sont  réduits  au  moindre  nombre 
possible  par  la  méthode  du  §  XIII. 

Tout  diviseur  quadratique  pj^  +  i.qj%  — •  rz*  doit  être  accompagné  de 
son  inverse  /j*  +  nqjrz^^pz*.  Mais  ces  deux  formes  ôont.  quelquefois 
identiques  l'une  avec  l'autre^  et  cela  arrivé  lorsqu'on  peut'satlsËdre  a 
l'équation  m*  —  en*  =  —  i  (voy.  n*  95):  Dans  ce  cas ,  on  n'a  mis  dans 
la  table  que  l'une  des  deux  formesL  qui  doivent  être  identiques.  > 

A  côté  de  chaque  diviseur  quadratique  y  on  a.  mis  les  diviseurs  linéaires 
qui  en  résultent^  calculés  suivant  la  méthode  du  §  précédent.  Ces  divi-^ 
seurs  sont  toujours  supposés  premiers  au  nombre  c^  et  on  ne  Considère 
que  les  diviseurs  impairs ,  quoique  les  formules  pjr^  +  :tqjrz  —  rs*  ren- 
ferment aussi  des  nombres  pairs. 

On  observe  constamment  dans  cette  Table  y  que  les  diviseurs  linéaires 
se  partagent  en  plusieurs  groupes  dont  le  nombre  y  ainsi  que  la  quantité 
de  termes  contenus  dans  chacun^  sont  conformes  a  la  loi  générale  (n^^dS). 
Cependant  il  arrive  quelquefois  que  deux  de  ces  groupes  sont  réunis  pour 
répondre  à  une  même  forme  quadratique.  Ainsi  y  lorsque  c=66=  3.3. 1 1  ^ 
la  proposition  générale  dit  qu'il  y  a  2'  ou  8  groupes  composés  chacun 

de         ^  .  ou  5  termes  ;  mais  on  ne  trouve  dans  la  Table  que 

quatre  groupes  composés  de  10  termes^  ce  qui  a  lieu  par  la  réunion 
de  deux  groupes  en  un  seul.  D'ailleurs  le  nombre  total  des  formes  li-« 
néaires  est  toujours  4^^  comme  il  doit  être  suivant  la  théorie. 
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TABLE    IV. 


.  (21 4)  La  Table  IV  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaire» 
de  la  formule  /"-f-aw',  pour  tout  nombre  a  de  forme. 4^^+!  ,  non 
quarre  ni  divisible  par  un  quarré,  depuis  1  jusqu'à  io5.  1 

.  La  première  foraiule  t*  -)-  u*  qui  n'a  qu'un  seul  diviseur  quadratique 
^*  +  ^*>  n'a  aussi  que  le  seul  diviseur  linéaire  4^  +  ï-  Toutes  les  autre» 
formules  /*4-5w*,  ^ ■ -|-  i5w*,  etc.  admettent .  à-la-fois  des  diviseurs 
4^-1-  I  et  des  diviseurs  4'ï-|-5;  il  est  même  à  remarquer  i*.  que  les 
diviseurs  quadratiques  qtii  contietment  .les  nombres  4^^i  sont  toujours 
distincts  de  ceux  qui  contiennent  les  nombres  4^  +  3  ;  ^t"*^  qu'il  y  a 
toujours  autant  de  formes  linéaires  pour  les  diviseurs  4^  -|-  i  qu'il  y 
en  a  pour  les  diviseurs  4^^  +  S*  U  ^'^^  ^t  pas  toujours  de  même.des 
formes  quadratiques.  On  voit,  par  exemple  ,  que  la  formula  i*  •+•41"% 
a  trois  diviseurs  quadraticpies  4^-(-  i,  et  seulement  :deUx  4^^  +  3.  De 
même  la  formule  t^-^SSu^  en  a  quatre  de  la  première  espèce,  et  deui; 
seulement  de  la  seconde.  1 


.  (ai 5)  On  a  apporté  dans  cette  Table  une  légère  modification  à  la 
forme  générale  des  diviseurs  quadratiques />/*-[-  2qjrz'^rz*;  elle  consiste 
en  ce  qu'on  a  supposé  constamment  q  impair.  Par  ce  moyen ,  ^*  -f.  a 
ou  pr  étant  un  nombre  pair ,  on  peut  mettre  2m  a  la  place  de  /*,  et  la 
forme  des  diviseurs  quadratiques  devient  pj*  -f-  2(fj'z  -f-:  2mz*  ,  dans 
laquelle  les  nombres  p  ei  m  seront  .toujours  impairs. 

Cette  forme  a  l'avantage  d'en  fournir  immédiatemefnt  une  autre .... 
2^»  -[•  2qj'z  -f-  /WJ5*  ;  et  ces  deux  formes ,  à  cause  de  la  liaison  qu'elles 
ont  entre 'elles,  s'appelleront  désormais  ybnTie;^  conjuguées  ^  ou  dwiseurs 
conjugués* 

Nous  avons  dit  que  les  nombres  p  et  m  sont  toujours  impairs  ;  en 
effet ,  ij^,  étant  de  la  forme  8/i  -f-  i ,  et  a  de  la  forme  4^1^  i  ,  Û  est  clair 
que  ^*  -f-  a  ou  2pm  sera  de  la  forme  4^^  -f-  2 ,  donc  pm  sera  nécessaire* 
ment  impair.  Mais  il  faut  distinguer  deux  cas  selon  que  a  est  de  la  forme 
8/1  -|-  I  ou  8/1 4-  5. 

I*.  Si  a  est  de  la  forme  8/i  +  i ,  alors  9*  -f-^  sera  de  la  forme  8/?  +  a 
et  pm  de  la  forme  4^^-1-1,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu ,  à  moins  que  les 
nombres  p  eim  ne  soient  tous  deux  de  la  forme  4^  -f-  i  ,  ou  tous  dçux 
de  la  forme  4^+  5;  donc  alors  les  formes  conjuguées /{^•-f-a^/a-f-fl/ws'. 
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VJ^  "f"  ^Çf^  H"  ^^*  appartiennent  toutes  deux  aux  diviseurs  4^'+'i^  otL 
toutes  deux  aux  diviseurs  4^  -^  5. 

2"*.  Si  a  est  de  la  forme  8n^5,  pm  sera  de  la  forme  4^  +  5^  de  sorte 
que  les  deux  nombres  p  et  m  seront ,  Fun  de  forme  4^  -f- 1  ^  l'autre  da 
forme  4^*  «f*  5.  Donc  alors  les  deux  formes  conjuguées  appartiennent , 
l'une  aux  diviseurs  4^  -f-  <  >  l'autre  aux  diviseurs  4^  -H  3.  De  lit  on  voit 
qae  a  a  étant  un  nonibre  quelconque  8fi  +  ^  >  bi  formule  ^  -f-  au^  aura 
ji  tû«î<mrs  atntant  de  dîvisean  quadratiques  4^^*^  i  qtte  de  diviseurs 
Ji  quadratiques  4^^^^.  n 

m 

(ai6)  lAê  dtviscMM  quadratiques  de  la  formule  r  -f-  ot^  éttfut  trottvés 
ItaLT  la  médiode  géttéràk ,  il  sera  toujours  fisu:ile  de  les  rédmre  &  k  forme 
fjy*  ^  2^jrÊ^  2n»e^  akq  est  impair;  car3  n^  aura  i  transformer  que 
eeux  où  f  senttt  piir^  et  dam  Ceux^i  il  suflSra  àe  mettre  j^^s  kU 
place  étf. 

On  peut  ausri  trowrer  directement  tous  lei  dirisetffs  quâdratiqii|es  d'une 
formule  donn^  ^ -f'^ii*^  réduits  à  k  forme  pjr* -4*  2qfz -H  ^vtis**  Pour 
cela^  il  faut  observer  qu'en  laissant  ç  impair,  on  peut  toujours-  kire  en*- 
sorte  que  7  n'excède  mp  xd  m.  Car  en  substituant  jr  — -  aaz  à  k  pkce 
de  j^y  si  on  a  7  >  ;»,  ou  s  — -  €tf  à  la  pkce  dies^siona^^m^on 
déterminera  ai^ment  le  nombre  a  de  manière  qttV>n  sst  dans  k  trans-» 
formée  ^ <py  ou  4f  ^m.  Donc  par  «ne  on  plusieurs  stdl>stitutîons  de 
cette  sorte,  tootcr  formule ;rf*H--  ^7/^+  ^^^i^V  dans  kqudle  ^pm^^^tssa 
pourra  être  ramenée  k  une  formule  semblable  »  oà  ^  n'excédera  ni  p 
ni  /?i,  de  sorte  qu'on  aura  ixpm^^^^^  >  ^,  et  par  conséquent  q <  ^m^ 

Donc  pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  py^  -f*  ^J^  +  ^'m^* 
qui  conviennent  aux  diviseurs  de  k  formule  <*  -H  au'  ,  il  fiiut  donner 
à  ^  les  vdeura  impaires  successive»  x  ,  5,  5. .  •  jusqu'à   |/a.  Chaque 

valeur  de  q  en  donnera  une  pour  pm  =  ^         j   et  si  cette  valeur 

peut  se  décomposer  en  detix  facteurs  p  el  m  non  moindres  que  q , 
la  en   résultera   les  deux    diviseurs   conjugués  pjr*^  H-  a  qj»  -|-  :i/iia» , 

Cette  méthode  donnera  ,  comme  la  méthode  générale  ,  toutes  les 
formes  possibles  des  diviseurs  quadratiques  ;  elle  est  plus  expéditive , 
en  ce  qu'ion  n'a  à  essayer  que  les  valeuirs  de  q  impaires ,  et  pfûs  petites 
que  |/a ,  tandis  que  par  k  méthode  générale  on  dCoit  essayer  tontes  les 
^eurs  de  q  paires  ou  impaires  jusqu'à  f/^^;  ùf  on  ^)^}/a<^  ^^a. 

Snivam  cette  nouvetfe  méthode ,  k  diriMur  quadratique  y^^ai^ 


SECONDE  PARTIE.     /  a47 

^t  «çpr/senftë  par  1»  jSoramIe  r*  +  va  +  (<*+  »)**>**  ***>*  conjugué 

•  *  ■ 

est  2/*  +  37Z  +  (-"T^)***  ^^  ^  ^**^  ^'^  ^*  T^e,  ptur  {dua  d'um- 

ibrmite  ^  k  formej^-f-  379^^(4  ^  i)jBf ,  fisceplé  éans  k  première  case 
oti  Tton  n'a  pad  TOidu  altérer  la  mm^été  du  diviaenr /^«^^e*  ^ea  tocMMt 
à  sa  place  7*  +  iïf»-4- 3if . 

Dans  tous  les  «as  ^  les  fermes  lijiilaîref  ent  été  «OMfkies  4«s  fomiei^ 
quadratiques  parles  méâiodes  4u'§  préeéAenty  fft  le  nombre  4M{fF(«pe$^ 
ajinsi  que  des  termes  contenus  dans  chacun  ^  e^t  toujoars  cop>âMrHae  4 
la  loi  générale. 

TABLE    V, 

(ai  7}  La  Table  Y  contiocit  les  diviseurs  iant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  /•4-aM*,  a  étant  un  nombre  4^*+  5  non  quarré,  ni  divi- 
sible par  un  quarré. 

Les  diviseu|:*s  quadratiques  sont  restes  sous  leur  ferme  ordtttiâre> 
lorsque  a  tas  81e  -f~  7  >  «naiîs  ils  O0t  8id>1  woe  modificatîpa  ^  ioirsqiiip 
a  s=  8/1  -f-  3.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer. 

Si  a  jest  de  la  forme  8n^5^  et  qu'on  désigne  par  P  un  diviseur 
quelconque  impair  de  la  formule  t^  «4*  ^'^  y  on  pourra  toufeurs  supposer 
^  et  tt  impairs ,  et  alors  t*  4~  ^^*  étant  de  la  forme  8;^  +  4  9  le  quo(ie«t 
de  t^  -f*  ^"^^  divisé  par  P  sera  nécessairement  de  la  même  forme  8;z  4~  4  > 
ou  ^j  p  étacnt  um  nombre  impair  :  on  aura  ideiic 

!• -+.  oi^  =  4#y^. 

Dans  cette  équation  ^  les  nombres  u  et  2p  sent  prefntert  ««Ire  eux  ; 
car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  ^  ^  et  z^  en  auoaient  un  aiosai^  cç 
'qui  eat  coatr^  U  sii|qpoaitiML;  donc  on  peut  ^Eure  u:js::z  et  tz^UfprJ^^^z y 
ce  qui  donnera 

Or  cette  équation  ne  peut  subsister ,  i  flMins  que  ^[■■^■l'  jne  âfHi  nu 
entîM;  eoit-donc  ^-4-«  =  4^ry  et  on  aura 

Dans  cette  formule^  il  est  aisé  de  voir  ^e  les  iroîs  coefficiens  p^  q^  r 
sont  impairs  ;  car  d'abord  puisque  t  est  impair^  et  qu'on  a  tisn^py'^qzy 
il  fi&t  clair  4ue  q  est  impair.;  £Dsuit$  f *  étant  de  la  forme  80  +  ^  i^^  ^ 
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de  la  forme  Bn  +  5,  y*+^  est  de  la  forme  8/i  +  4  J  ^onc  ^  T    oti  />f 

est  impair  ;  donc  p  et  r  sont  impairs.  T    !  •  ' 

De  là  on  voit  que  tout  diviseur  impair  de  la  formule,  i^  -f*  ^^*  P^^^ 
toujours  être  réduit  k  la  forme  pjr^  +  ^jz  -f-  rz*  où  Ton  ^pyq  y  r  impairs 
et  4^r— -^'ssfl.  Je  dis  de  plus^  que  dans  cette- formide. on  pourra  sup- 
poser le  coefficient  moyen  q  plus  petit  y  ou  non  plus  grand  que  chacun 
des  extrêmes  p  ei  r }  en  effet  si  on  avait ,  par  exemple ,  ç  >  Pj  on 
mettrait  ^  —  «;  à  la  place  de  ^ ,  et  le  coefficient  moyen  devenant 
g  —  2ctpy  on  pourrait 9  au  moyen  de  Tindéterminée  et,  rendre  ce  coef- 
ficient plus  petit  ou  au  moins  non  plus  grand  que  p^ 

Puis  donc  que  p  eir  sont  plus  grands  ou  non  moindres  que  ^  ^  il  est 

clair  que  4pr  —  y*  sera  >  5y*,  et  qu'ainsi  on  aura  y  <  |/g.  Donc 

pour  avoir  toutes  les  formes  quadratiques  qni  .conviennent  aux  diviseurs 
impairs  de  la  formule  t^  +  ^^'  >  î^  faudra  donner  à  ç  les  valeurs  impaires 

successives  i ,  5  ^  5  jusqu'à  v^  s  :  chaque  valeur  de  q  en  donnera  une 

pour  pr  =  T^ y  et  si  cette  valeur  peut  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs non  moindres  que  ^^  il  en  résultera  une  des  .formes  quadratiques 
idemandées. 

(3i8).  Soit  y  par  exemple^  a=zgiy  si  Ton  fut  ^  =s  i  ,  on  a. .  • , 
2-±-2  =  aS  =  1 .  25 ,  d'où  résulte  le  diviseur  jr*  +jz  +  25z\ 

Si  l'on  fait  ^  =  5 ,  on  a  ^-j—  =  a5 = 5 . 5 ,  d'où  résulte  un  second 
diviseur  Sy"*  -f-  ^ï^  +  Ss*. 

La'  limite  de  q  éljant  |/  ^  »  on  peut  ÉEure  encore  y  =  5  ,   ce  qui 

donnera  ^  7"°  =  29.  Mab  ^ce  nombre  étant  premier  y  il  n'en  résulte 

aucun  nouveau  diviseur.  Donc  les  deux  formules  trouvées  sont  les  seuls 
diviseurs  :  quadratiques  de  ^*  -|-  9  ^  ^** 

Soit  encore  az=i  i63^  la  limite  de  q  étant  V  '^  <  9  ^  on   pourra 

£aire  successivement  7=1, 5,  5,  7,  d'où  résultera /?r =41  >  45 j  4?^  53; 
mais  ces  nombres  étant  premiers^  il  s'ensuit  que  la  formule  ^*-f*  i63a* 
ne  peut  avoir  que  le  seul  diviseur  quadratique  ^-{-^2 -(-419V 

(219)  La  formule  pj^  +  qjz  +  ^'^  dont  les  coefficiens  sont  impairs^ 
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représente  en  général  trois  diviseurs  quadratiques  de  forme  ordinaire 
où  le  coefficient  moyen  e^t  pair;  car  dans  l'application  de  (fette  formule^ 
il  &udra  prendre  les  nombres  J  et  z  tous  deux  impairs ,  ou  l'un  pair  ,' 
l'autre  impair;  on  ne  pourra  donc  faire  que  les  trois  suppositions  zzizou, 
y'=si2u^jr;=z!M'-^Zy  lesquelles  donneront  les  trois  formes  .    * 

^u^  -+-  (^2q  —  ^p)  M2  -1-  (^  —  ^  -|-  r)  J3*. 

Ces  trois  formes  se  réduisent  à  deux^  lorsque  deux  des  nombres  p^q^v 
sont  égaux.  Elles  se  réduisent  à  une  seule  ^  si  les  trois  nombres  p  yq  y  r 
sont  égaux  entre  eux  ;  mais  ce  cas  n'a  lieu  que  lorsqu'ils  sont  égaux  à 
l'unité,  ou  lorsque  la  formule  proposée  est  t^  +  3w* ,  et  alors  le  diviseur 
^*  +^J3  +  2'  se  réduit  à  la  seule  forme  ^*  -+•  3z*,  comme  nous  l'avons 
déjà  trouvé  (n**  i40'  D^^s  tout  autre  cas,  les  trois  formules  qu'on  vient  ^  ^^  ^^^  h^unmtn 
de  développer/seront  essentiellement  dififérentes  les  unes  des  autres.rfl  ^' ^J^^ULS 

suit  de  là  qu'on  diminue  beaucoup  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques      *^**^ 
en  les  représentant  parla  formule  a  coefficiens  impairs  ^*  +  y/s+n5'; 
il  est  d'ailleurs  facile ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  voir ,  de  développer  ces 
diviseurs  à  coefficiens  impairs  en  diviseurs  quadratiques  de  forme  ordi«- 
naire ,  ce  qui  eu  donnera  un  nombre  à  peu  près  triple. 

(a  20)  Il  est  utile  d'observer  que  les  diviseurs  quadratiques  compris 
dans  la  Table  Y ,  tant  pour  les  cas  de  a  £=:  8/i  4"  ^  >  ^^  pour  celui  de 
tf  =  8«  +  7 ,  peuvent  toujours  être  ramenés  à  la  forme  pj^'\-fypjZ'\-'niz*y 
laquelle  ne  diffère  de  la  forme  générale  pj^^  ^<IJ^  +  ^%  qu'en  ce  que  q 
est  pair.  En  effet ,  si  on  a  trouvé  d'abord ,  par  la  méthode  générale , 
tous  les  diviseurs  quadratiques  pj^  -f-  ^qjz  +  /-s*  de  la  formule  t^  +  aw*, 
il  ne  restera  à  transformer  que  ceux  dans  lesquels  q  serait  impair  ;  et 
comme  alors  l'un  des  nombres  p  ei  r  doit  être  pair  et  l'autre  impair,  si 
on  prend  p  pour  celui-ci,  il  suffira  de  mettre  j^  —  z  à  la  place  de^, 
et  le  coefBcient  moyen  nq  deviendra  2q  —  npy  c'est-à-dire  sera  de  la 
forme  requise  4^- 

:  Maintenant ,  puisque  tous  les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  à  la 
forme  pj*^  +  ^^jz  +  'Tta*,  et  qu'on  a  pic  =  4^*  +  ^5,  il  s'ensuit  que  pic 
est  de  la  forme  4^  +  ^  >  ^^  qu'ainsi  les  deux  coefficiens  p  el  ic  sont  , 
l'un  de  la  forme  4/i  H-  i ,  l'autre  de  la  forme  4^  +  5.  On  voit  par  là 
que  chaque  forme  quadratique pj*  +  4^/^  4" "^^^  contient  à-la-fois  des 
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dr«MMur&  4^^  +  I  et  d«&  dhmeurs  4^-h  ^}  tmaiB  il  est  &icile  dâ  séparer 
qœ  detui  fonste»  Vunr  ds  Kamire^  eooune  cela  a  lieu  dans  k»  TaUe»  Hi 
et  IV.  £a  effét^  si  ;f  est  de  la  forme  4/v -h  i>  et  qi&'oa  ÊBse  ;&=:  ou^ 
îl  «è  ekir  que-  hr  ^rmiife  /jr*  +  ftp^u-f  4^«^  °^  représenteia  ^pMr  des 
diviseurs  4^*f*  '  f  an  coiriraiiv,  aï  Toiz  bitjf:=s:2Uj  Ise^  fbnanle^^T. •  .- 
/ipu""  +  8(pjsa  +  'tTjz*  ne  représentera  que  des  diviseurs  4^*  +  S. 

(221)  Quant  aux  formes  linéaires  qui  répondent  aux  diviseurs  qua- 
dratiques, elles  peuvent  de  même  se  partager  ei»deux  sortes,  les  unes 
4/»-f- 1 ,  les  autres  4^  "h  ^i  e^est  ce  qu'il  snffirar  de  développer  dans  uh 
exempte;. 

On  voit  dans  K  Table >  que  la  formule  r  +  i  im*  n'a  que  le  seul  dî- 
viseur  quadratique  à  coefficiens  impairs  j*  HrJT^  -+■  Sjs*.  Ce  diviseur  eu 
renferme  deux  autres  ^  ferme  ordinaire^  sayoir  : 

De  ces  deux  cSv^iirs  qu'on  aurait  trouvéis  immédiatement  par  la 
méthode  générale ,  Fun  a  le  coefficient  moyen  zéro ,  et  partant  de  la 
fbrme  4<PJ  pour  réduire  Fautre  à  la  même  forme,  il  faut  mettre^  —  ^ 
à  la  place  de  Zy  ce  qui  donnera  pour  transformée  5jr*  +  ^jz  +  Sa*. 
De  là  résultent  deux  diviseurs  quadratiques  4^  +  ^  >  savoir  : 

et  deux  diviseurs  quadratiques  4^  -{~  ^  >  savoir  : 

I  ij*  H-  4^* 

3j'*  +  8jz  +  20S* 

Quaat  aux  formes  linéaires  correspondantes,  on.  les  déduira  ÊicUement 
de  celles  qui  sont  données  dans  la  Table ,  savoir,  22a:  -f- 1 ,  5,  5, 9,  i5* 
Ainsi ,  pour  avoir  les  formes- 4^+1  y  on  conservera  les  nombres  déteiw 
minés  i  ^  5,  g  qui  sont  de  cette  forme,  et  aux  deux  autres  3,  i5  on 
ajoutera  22 ,  ce  qiii  fera  en  tout  les  cinq  formes  44^  +  ^  >  ^ ,  9 ,  a5  ,,  Sy  : 
on  trouvera  semfalablement  les  formes  4^H-5  qui  seront  44a>+-3,  iS^-aS^ 
2j  y  3i.  Donc  si  l'on  veut  séparer  dans  la  Table  les  formes  4n-f-  i\des 
fermes  4^+  ^  ^  il  feindra  substituer  l'article  suivant  à  celui  qu'on  voit 
daujs  la  Tabk  concernant  les  diviseurs  de  t*  -^  iiu*. 
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Diviseurs  çwdratiçues.  Diviseurs  linéaires^ 

D  n'est  pas  nécessaire  de  faire  observer  que  l'article  tel  qu'il  est  inséré 
dan^  la  Table  ^  est  beaucoup  plus  court  sans  être  moins  général. 

(222)  Enfin  ^  pour  ne  rien  omettre  de  ce  qui  peut  abréger  la  rechercha 
des  diviseurs  quadratiques^  nous  ajouterons  encore  deux  mots  sur  le  cas 
de  /sr  =  8/2 -f* 7.  Si  donc  on  a  a=z8n^jy  et  qu'on  suppose  ç  impair 
dans  le  diviseur  quadi^atique  pj^  -f-  2çjrz  +  rs* ,  ce  diviseur  prendra  la 

forme  fy^  +  ^^f^  +  S'»»*»  où  l'on  aura  pm  ss=  ^  T    .  Dans  cette  forme  ^ 

on  peut  supposer  q  plus  petit  que  l^  y  et  non  plus  grand  que  p  ;  par 
conséquent  q  sera  moindre  que  v^a.  On  essaiera  donc  pour  q  tous  lés 
nombres  impairs  i  ^  3  ^  5  •  •  •  jusqu'à  ^a  ;  on  calculera  pour  chaque 

valeur  de  q  celle  de  pm  =  ^  T»^ ^  et  on  verra  si  cette  valeur  peut  se 

décomposer  en  deux  facteurs ,  l'un  p  impair  et  non  moindre  que  q^ 

l'autre  m  pair  ou  impair ,  mais  >>  ^.    Autant  de  fois   cette  condition 

pourra  être  remplie,  autant  on  aura  de  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  i*  -f-  '^u<*  ;  diviseurs  qui  pourront  ensuite  être  réduits  soit  à  la 
forme  ordinaire  où  2q  est  <C  /^  et  r ,  soit  même  à  la  forme  dont  nous 
avons  £adt  mention  où  q  est  pair.  Cette  méthode  est  très-prompte  y  puis-* 

qu'elle  n'opère  que  sur  des  nombres  pm  toujours  moindres  que  7 ,  tandis 
que  dans  la  méthode  générale  pr  peut  aller  jusqu'à  ^. 

TABLE    VI. 

(anS)  La  Table  VI  contient  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  linéaires 
de  la  formule  ^  +  aau^  y  a  étant  un  nombre  de  la  forme  4^  -f-  x  ,  qui 
fi'est  ni  quarré  y  ni  divisible  par  un  qnarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits  à  la  forme  /^+44^^H~  ^^^^^^i 
oà  l'on  a  pm  =:=  a^  -{-  a.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  sans  changer  cette 
forme  j  on  peut  supposer  dtp  moindre  ou  non  plus  grand  que  p  eimy  ce 
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qui  donnera  pm  >  4?*  et  ç  <  Vï^i  donc  si  d*après  ces  conditions  on 
satisfait  de  toutes  les  manières  possibles  à  Féqùation  pm  ===  2^*  -^a^on 
en  déduira  immédiatement  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
/'  -f-  2011""  y  réduits  à  la  forme  pjr*  +  ^(pjz  -+•  2W5*.  Ce  procédé  est  beau- 
coup plus  court  que  la  méthode  générale  y  puisque  \/\  a  est  plus  petit 

que  V^f^- 

Chaque  forme yj^*  +  ^(pjrz  +  2/ws*  et  sa  conjuguée  a/jT"* -h 4?/z + ms* 
résultent  à-la-fois  d*une  même  valeur  de  pm  qui  satisfait  aux  conditions 
requises. 

Si  le  nombre  p  est  de  la  fepue  8/ï  +  i  ou  8/ï«-|-  5,  le  diviseur  qua- 
dratique pj""  +  4?^"^  +  2/712*  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces 
mêmes  formes  8/î  -|-  i  et  8/i-|-  5  ;  car  comme  j  est  toujours  impair, 
si  z  est  pair,  le  diviseur  dont  il  s'agit  sera  toujours  de  la  forme  p  +  8A:, 
c  est-à-dire  de  la  même  forme  que  p.  Si  z  est  impair  ,  le  diviseur  qua- 
dratique deviendra  y  en  omettant  les  multiples  de  8,  ;7-(-4?  +  ^^-  Soit 
d'abord  y?  =  8«  +  i ,  à  cause  de  pm  =  2^*  +  a ,  on  aura  (toujours  en 

omettant  les  multiples  de  8)  w  =  2(p*  -f-a,  et  par  conséquent 

j9  *j-.  4^  -|-  a/w  =  I  4-  4?  "f*  4^*  4"2^==ï'+'^^=5;  donc  le  diviseur 
quadratique  deviendra  de  la  forme  8/1  +  3,  Soit  eu  second  lîeu/7=8«4-5, 

on  aura  3m  =  2^*  +  «,  6/71  =  4?*  ■+■  2a,  et  /?  +  4^  +  ^''^  =  5  +  4?  — 
4^*  — -2a  =  3  —  2fl=i;  donc  le  diviseur  est  de  la  forme  8/ï -f-  i. 

On  démontrera  de  même  que  si  p  est  de  l'une  des  formes  8/2 -|- 5, 
8/î  H-  7  ,*  le  diviseur  quadratique  pj^  +  4?l?'^  4"  ^^^^^  ^e  contiendra  que 
des  nombres  de  ces  mêmes  formes  8/2  +  5,8/2-1-7. 
-  Donc  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t^  +  2au^,  a  étant 
de  la  forme  4^*  -|-  i ,  se  divisent  en  deux  espèces,  l'une  contenant  to,us 
les  diviseurs  8/2  +  i ,  8/2  -f-  3  ,  l'autre  contenant  tous  les  diviseurs 
8/2  +  5,8/2  +  7. 

(224)  Chaque  diviseur  quadratique,  tel  qu'il  est  inséré  dans  la  Table, 
contient  deux  formes  à-la-fois  ;  mais  elles  peuvent  être  facilement  sé- 
parées ,  ainsi  qu'il  résulte  de  la  démonstration  précédenle. 

•  '  Soit  la  formule  proposée  i*+4att*,  et  considérons  d  abord  le  diviser 
quadratique  j^'*  +  4^3',  auquel  répondent  les  formes  linéaires  i68ar  +  x , 
25^  45  ,  67^  î2i ,  i63.  Ce  diviseur  quadratique  appartient,  comme  on 
voit ,  aux  fornies  8/2  +  i  ,  8/2  +  3  ;  pour  les  séparer  l'une  de  l'autre , 
j'observe  que  si  z  est  pair,  ou  si  à  la  place  de  z  on  met  2z,  le. diviseur 
deviendra  ^-^  +  168s*,  et  qe  contiendra  plus  que  les  formes  8/2  +  i. 


/ 
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Si  an  contraire  on  suppose^  et  z  impairs  à-la-fois;  on  si ^  pour  exprimer 
cette  condition  ^  on  met  ajr^z  slIsl  place  de  ^  ^  le  diviseur  deviéndri 
4f*+4j'^  +  4^2%  et  ne  contiendra  plus  que  des  formes  8/i  +  5.  Traitant 
donc  semblablement  les  trois  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  pro- 
posée /*  -f-  4^u*  y  on  aura  les  résultats  suivans  : 

Diviseurs  Sn^ié 


Quadratiques. 

Linéaires. 

T 

IJJ*  -f-  13jrZ  +  I2Z* 

ij58x  4-1,.  a5,  121 
_     168a:  +  17,  41,  89 

Diviseurs 
57»  +  563» 

8rt  +  3. 

168X  +  45,  67,  i65     . 
168X  +  59,  85,  i5i 

• 

Diifiseurs 

8/î  -|-  5.                             ^        . 

168a:  +  29,  55,  149 
168a: +*i5,  61,  167 

Diviseurs 

35^'  H-  «r^  H-  8^* 

8/1  +  7. 

ï68jrrH-  5ï,  55,  io5 
i68ar-4-25,  71,  g5 

Les  diviiseurs  linéaires  sont ,  comme  on  voit ,  divisés  en  huit  groupes 
de  trois  termes  chacun ,  ce  qui  est  conforme  à  la  loi  générale  (n**  j2o5). 


TABLE    VIL 

(aaS)  La  Table  VII  contient  les  diviseurs  linéaires  et  quadratiques  de 
la  formule  t^  -f-  nott* ,  dans  laquelle  a  est  un  nombre  de  la  forme  4^  +  5 , 
non  divisible  par  un  quarré. 

Les  diviseurs  quadratiques  sont  réduits ,  comme  dans  la  Table  précé- 
dente ,  à  la  forme  pjr^  +  4^7"^+  ^''îjs*,  dans  laquelle  on  a  mp  =  3^*  +  ^  j 
de  sorte  que  la  détermination  de  ces  formes  se  fait  toujours  de  la  même 
manière. 

Si  le  coefficient  p  est  de  la  forme  8;i  +  5  ou  8/^+5,  le  diviseur  qua- 
dratique pj^  +  4VJ^  +  ^^^^^  ^^  comprendra  que  des  nombres  8«  4-  5 
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et  S/I  +  ^;  ^^  I^  coefficient  p  est  de  la  forme  S/i-f"  <  9  oa  8/r  -f*  7  ^^1e 
diviseur  ne  comprendra  que  des  nombres  de  ces  mêmes  formes  8»  -f-  i» 
et  &n  +  7*  C'est  ce  que  l'on  démontrera  comme  nous  Tavons  £ût  dans 
Texplication  de  la  Table  précédente. 

Il  s'ensuit  par  conséquent  que  tous  les  diviseurs  quadratiques  de  la 
formule  t^^aau*^  a  étant  un  nombre  de  la  forme  4^-)-*  3^  se  divisent 
en  deux  espèces  ;  Tune  contenant  tous  les  nombres  Sn-^iy  8/i  +  5  ; 
l'autre  contenant  tous  les  nombres  8/i-|-  i,  8n^j.  Et  indépendam- 
ment de  ces  nombres  impairs  ,  il  est  clair  que  chaque  diviseur  quadra- 
tique pj*  +  4717'^  +  ^^^*  contient  aussi  des  nombres  pairs ,  puisqu'on 
peut  prendre^  pair  et  z  impair  y  jpourvu  qu'ils  soient  premiers  entre  eux. 

Ou  pourra  de  même  séparer  les  diviseurs  tant  quadratiques  que  li- 
néaires y  en  quatre  espèces  qui  répondent  slux  quatre  formes  8n-^i , 
8/1  +  5,  8/iH-5,  8/i-f-7- 

RSKAKQVÏ     GEITEKALE. 

Dans  ces  diverses  Tables^  il  est  a  remarquer  que  chaque  groupe  de 
diviseuri  liméaires  répond  toujours  à  un  même  nombre  de  diviseurs 
quadratiques  y  si  toutefois  on  ne  compte  que  pour  ^  chaque  diviseur 
quadratique  qui  est  de  l'une  des  formes /j;^  +  rs* ,  /îr*H"^917^"^^7^*> 
/jr*+^iî7'^+/^^*.  La  raison  de  cette  exception  est  que  ces  sortes  de 
diviseurs  donnent  le  même  nombre  dans  deux  suppositions  différentes 
sur  les  valeurs  des  indéterminées  jr  et  z;  de  sorte  qu'ils  ne  contiennent 
réellement  que  la  moitié  du  nombre  des  diviseurs  compris  dans  les 
autres  formes. 
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§  X 1 1.  Suite  de  Théorèmes  conteitus  dans  tes  Tables  précitées. 


(226)  TnÉOREME  GENERAL.  «  i^oiT  ^cx >»|- a  lune  des  formes  linéaires 
»  qui  conviennent  aux  djiyiseurs  de  ^  st  cu^  y  )e  dis  que  tout  nombre 
»  premier  compris  dans  la  forme  jS^cx  4-  ^  sera  nécessairement  diviseur 
»  de  la  formule  t^  zt:  cu^  ^  et  sera  par  conséquent  de  l'une  des  formes 
^  quadratiques  fy^  +  ^js  db  nf'  qui  répoudeot  \  la  forme  linéanre 
»  J\CX  -f-  a.  » 

Ainsi  en  prenant  daijs  la  Table  VH  Fexemple  de  la  formule  f*  -f-  Saw*, 
et  choisissant  dans  cet  exemple  les  formes  Unéaircs  qui  répondent  au 
diviseur  quadratique   1 5;^'  +  :kz^  y  on  peut  affirmer  que  tout  nombre 

premier  de  l'une  des  formes  laojc  4~  i?»  ^^>  47>  ^^^  ^^^  diviseur  de 
<•  +  5oa* ,  et  conséquemment  doit  être  de  la  forme  1 5;^*  +  az*. 

Par  un  autre  exemple  pris  dans  la  même  Table  y  on  peut  affirmer 
que  tout  nombre  premier  de  l'une  des  formes  SÇ^x '^  5,  5,  i5,  19^ 
jay  ^  4^  ^^^  diviseur  de  t^  4~  ^4^%  ^^  P^  conséquent  doit  être  de  la  forme 

La  démonstration  de  ce  théorème  a  été  donnée  ci-dessus^  lorsque  0 
est  un  nombre  premier  ou  double  d'un  nombre  premier  ;  elle  peut  être 
aussi  établie  sans  difficulté  pour  toute  valeur  de  c^  si  le  nombre  pre- 
mier A  de  la  forme  fyix  +  a ,  est  en  même  temps  de  la  forme  4^*  +  ^  > 
car  alors  il  est  nécessaire  que  le  nombre  A  divise  la  formule  Û  +  cw% 
ou  la  formule  ^  —  cu^  (n**  171).  Or  si  on  cherche  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  i*  —  ctt* ,  ces  formes  seront  trouvées  différentes  de 
celles  des  diviseurs  de  t^  •+•  cu^  ;  donc  le  nombre  A ,  s'il  est  de  Tune  de 
ces  dernières  formes  ,  ne  peut  diviser  t^  —  cm*  ;  donc  il  divisera  néces- 
sairement i^  +  ctt*,  et  sera  par  conséquent  de  l'une  des  formes  quadra* 
tiques  qifi  répondent  à  ces  formes  linéaires. 

Le  même  raisonnement  n'aurait  plus  lieu  si  A  était  de  la  forme  4^^  + 1  ; 
il  est  même  incomplet  dans  le  cas  de  ^  =  4/2  +  ^  >  parce  qu'il  supposa 
le  développement  effectif  des  diviseurs  linéaires  tant  de  la  formule  £*-f-cii* 
que  de  la  formule  i*  -~  ca*  ;  c'est  pourquoi  il  convient  de  suivre  une 
autre  route  pour  parvenir  à  la  démonstration  générale  de  la  proposxtioa* 
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(227)  Observons  d'abord  que  la  forme  linéaire  4<^'+-^>  ^  laquelle 
se  rapporte  le  nombre  premier  A ,  peut  toujours  être  censée  lune  de 

celles  qui  répondent  à  un  diviseur  quadratique.  Soit  ce  diviseur * 

jyy^  -|-  :tqjz  dt  /-z* ,  et  on  pourra  supposer  pj*^  -|-  :xqyz  ^rz^zs^  i^cx  +  ^  i 
ou  y  ce  qui  est  la  même  chose  ^ 

pj^  •+-  ^qjz  =b  rz*  =3  4^x  -|-  A. 

Cette  équation  multipliée  par  p^  donnera 

{pj  +  7^)*  =*=  ^^'  =  4;^^^  +  ^pi 

d'où  Ton  voit  que  ^^     ^*  ^  est  un  entier  ;  donc  ,  à  plus  forte 

raison^  si  fl  est  un  nombre  premier  qui  divise  Cy  l'équation       ^^    =se 

sera  résoluble ,  et  par  conséquent  on  aura Qj\ z=  i ,  ou ^|^  .  (j\  =s=  i ; 

mais  en  général  on  a  (0  =  +  i  ou  —  i ,  donc  (J)  .  (f)  =  i  ,   et 

par  conséquent  ^^^  =:  ^2j. 

Nous  pourrions  considérer  le  cas  particulier  de  ;c?  =  i ,  et  celui  de 
27  s=  à  un  quarré^  dans  lesquels  on  conclut  aisément  que  A  doit  être 
un  diviseur  de  la  formule  proposée  r  ±  cu^  (i)  ;  mais  il  vaut  mieux 
suivre  la  démonstration  dans  toute  sa  généralité. 

(228)  Nous  avons  vu  ci-dessus  que  les  diviseurs  4^+1  et  4^^  4~  ^ 
sont  distingués  par  des  formes  quadratiques  particulières^  et  même 
lorsque  la  formule  proposée  est  V  +  2011^ ,  les  diviseurs  se  subdivisent 
en  quatre  formes  8/2+ i ,  8/i-|-3,  8;i-4-5,  8/1  +  7,  ^^  ceux-ci  sont 
contenus  chacun  dans  des  formes  quadratiques  distinctes.  On  pourra 
donc  supposer  que  le  diviseur  quadratique  pj*^  4-  2  qjrz  ±  umz^  qui  ré- 
pond à  la  forme  linéaire  /^cx^a  ou  4^*^  +  A  y  ne  contient  que  des 
nombres  de  la  même  espèce  que  A ,  c'est-à-dire  tels  que  la  différence 
de  ces  nombres  avec  A  est  divisible  par  4  et  môme  par  8,  si  la  formule 
est  ^•+2«w*,  ou  si  Ton  a  apm  —  ^*=  2a.  Par  conséquent  ;?  qui  est  l'un 

D— >^  n—  A 

de  ces  nombres ,  sera  tel  que  ^-j —  ^**  ^^  entier ,  ou  même  que  ^—x. — 
eu  est  un ,  si  c  =  2a. 


(1)  Le  double  signe  indique  seulement  que  la  formule  proposée  peut  être  X^-^ciù 
ou  i^^^cv^'y  mais  d'ailleurs  il  ne  laisse  aucune  indétermination. 
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Nous  supposerons  de  plus,  que  le  coefficient  p  est  un  nombre  premier; 
s^il  ne  Tétait  pas,  on  chercherait  un  nombre  premier  compris  dan9  la 
formule  pj*  ^  2qj'z':iz  2mz*.  Soit  ce  nombre  ^'=r^(M,*-f-2y/xi»'rb2?w%' 
si  l'on  détermine  ft*  et  i^**  d'après  Féquâtion  ^ty*  — ft'y  =  1 ,  et'qu'on  Êisse 
jr  z=z  /r/  -f.  /A**z' ,  z  =  >j'  4-  v'^z'  y  on  aura  pour  transformée  lé  diviseur 
quadratique  pYy  +  ^çYz'  dz  iniz'z'  ^  dans  lequel  le  coefficient  du  pre- 
mier terme  est  un  nombre  premier.  Ainsi ,  en  regardant  cette  prépa- 
ration comme  déjà  faite  y  il  est  permis  de  supposer ;?  un  nombre  premier^' 

Reprenons  maintenant  l'équation  déjà  trouvée  (7)  =  (0)^  ^^  ^  ^^ 

signe  un  diviseur  premier  quelconque  de  c  ;  soient  a,  a',  a',  etc.  les 
diviseurs  pre^liers  4^  -H  i ,  et  C ,  ^%  é*. . .  les  diviseurs  premiers  4^*+  5 > 
nous  aurons^  eu  mettant  ces  nombres  au  lieu  de  0^ 

(S)=(S)'  (?)=©.  (^)=a).  «-- 

De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité ,  et  parce  que  A  et  p  sont 
(ôus  deux  de  la  forme  4^+  i  ^  ou  tous  deuit  de  la  forme  ^n  +  5^ 

■      (5)=C-).  d)=(^).  G') =('?).  «- 
Q=a)'  ©=©.  (5)=e.  - 

J)onc  i**.  si  c  est  impair  y  il  sera  égal  au  produit  de  tous  les  nombres 
premiers  a,  a',  cl'  ..».  €,  &  y  €% . . .  et  on  aura 

G)=(5)-(^)-G')-G)-©-(5>- 

(7)  =  (?)-(f)-(7)-(7)-(7)-(7>- 

Et  puisque  les  facteurs  de  ces  expressions  sont  égaux  chacmi  à  chacun  y 
ou  aura  (^)  =  (^). 

a*.  Si  c  est  pair^  outre  les  facteurs  précédens  y  c  contiendra  le  facteur  2; 
mais  puisque  p  e\A  sont  de  même  forme  par  rapport  aux  multiples  de  3, 

on  a  r~J  =  T-J,  donc  on  aura  encore  r^/=  (-)• 
Mais  p  étant  diviseur  de  ^'db  c^  on  a  (— j  =  i  ;  donc  on  a  aussi 
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C^j  =  ï  i  ^oûc  ï^  nombre  premier  ^  est  toii|our8  dîviseuy  de  la  fof- 

ipok  {Hfoposee.  t^zheif.  I>oiie  â  deît  être  de  ïxmù  des  Cdrmeê  «jaadnliqitei 
ifÀ  lÊéfOJèdenl  k  là  forme  UnéaÂrê  4^âp  -+•  li. 

-  i^^y  La  prèpaaitioii^pM  mcN»  Tenons  de  àémànttet,  est  saiM  CMtredit 
^«uie  des  plus  gisBérdheft  et  de$  pèos  importamtes  de  la  théorie  dea  «ombres  ; 
la  déiMQsiraliMft  (jae  noua  en  «voua  dooaée  suppose  ienlemefit'qa'il 

existe  isjql  nombre  premier  compris  dojas.  le  diviseur  quadratique 

pjr*  +  ^^J^  +  ^^*-  Or  celte  supposition  n'a  rien  que  de  très-admissible , 
et  elle  se  vérifie  aisément  à  Fégard  de  toutes  tes  formes  qoadlnitîqnes  refi- 
ftrmées  âams  nos  Tables  ;  il  n'y  a  même  aucun  doute  que  là  formule .  •  • 
pjr^  +  2qjrz  +  rz*  ne  Contienne  une  infinité  de  nombres  premiers , 
excepté  seulement  dans  le  cas  où  les  trois  noubresT^^  ç^r  amraient  un 
commun  (Cyiseur  ^;  mais  ils  ne  peuvent  en  avoir ^  puisque  ûfiupp'^^* 
est  supposé  n'avoir  aucun  facteur  quarré. 

On  pourrait  néanmoins  rendre  ht  démonstration  tout-3i-feit  indépen- 
dante de^  la  suppositîoa  qne  p  eat  ma  nafloibré  ]^rëtniar  ;  il  &iidrait  pouf 
cela  examiner  dîfiârc^a  caftj.  selim  le  nombre  dea  focteusa  dont  c  est 
composé. 

On  a  déjà  examiné  lea  cas  où  <  est  im  nocnbre  prenmr  on  le  double 
d'un  tel  nombre  :  supposona  donc  maintenant  c  =  «£>  a  et  £  étant  deux 
nombres  pMraiersâmpanrs  i  volonté';  soh  en  méiàe  temps  pj^^^^fj'z+mz^ 
la  forme  quadratique  qui  répond  à  la  forme  linéaire  4ca;  -rf-  a  ou  4^x  +  ^  ^ 
de  sorte  que  p  €L  A  seront  tous  deux  de  Tcspècc  4^»  +  i  ^  ou  tous  deux 
de  l'espèce  4^  4-  5.  Ofei  aura  donc  par  bypoâièse 

et  en  multipliant  par  p^ 

(^+  ^)*  +  ^^*  =  fy^p^c  +  Ap^ 

(On  ne  considère  ici  que  le  cas  de  c  positif^  celui  de  c  négatif  ponvanC 
être  traité  d'une  manière  semblable.  ) 

Maintenant  puisque  c  =:v  «C  ^  oi^  awa.  saccessivemenf:^.  par  rapport  à 

o  et  € ,  hi»  équaéons  (— ^Yats  t  y  (-/-j  =»  ^9  lesquelles  denaettt 

% 

Soit  p  =;  "Jt^'^n'^'^ y  etc.  ^  iCy  hq'  y  nt^^ y  etc.  étant  des  nombres  premiers 
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4/t  -j-  1^  et  V^  i^y  etc.  y  des  nombres  premiers  4^-|-3;  si'^  était  dÎTisibld 
par  des  quarrés  y  on  les  oitiettrait  entièrement  ^  pour  ne  conserver  quie 
les  Êicteurs  inégaux.  On  aura  donc. 


% 


(0=(7)-(9(t)- 

(0=(f)-(^)-(0«- 


Mais  Féquation  ^pm  ^^q^zsscTzsaC,  donne 


etc» 


et  ainsi  ^  par  rapport  à  tout  Êicteur  de  p.  On  aura  donc 


(5)—©.  (f)=-(^).  •«■ 


De  ik  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité  (n"*  164) 

-    œ-cf).  (ï)=(^).  œ-c?^).  -• 


A-hfi 


Ces  dernières  seulement  ont  besoin  de  qudqu'eicplicatîdn  :  or  Id  loi 
générale  donne  j^— )  =  (—  i)  *    '    *    .  C^  ;  et  parce  que  2UZJ.  est 


impair^  cette  équation  devient f—Vs  (— 1  )  *    (^j  •  ^^  ^"^"^  ^^ 
mè»e  (7^)=  (—  0~^(^)  J  donc  puiacpie  (^^sn  —  (^),  il  «h 


résulte  r^)  =  ( — i)  *    r^")  >  ®*  **°*^  d®*  *°*'**  "^^^tives  à  ir*,  «♦,  etc. 
'  MiiltipHant  «ntre  elKrâ  lès  deux  suites  d^éqùittidn^  qui  précèdent^  oik 


«-ir# 


.ft 


aura  O^j  =  ( —  » )  *       T f)i  * étantle  nombre des&cteufs ^y-3i^,  etc. 

de  la  forme  4^  -^  3. 
Soit  d- abord  .^  ^  et  par  conséquent  p  de  la  forme  4^  +  i  ^  il  Êtudra 

que  le  nombre  k  soit  pair^  et  ainsi  on  aura  T-J  =:  fÇ\  ;  donc  aussi 
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^^  c=  (Ç\  ;  il  s'ensuit  réciproquement  r^j  =  (-j\  ou  f-jj  =s  +  r  ; 

donc  j4  est  diviseur  t^-^aSu*. 

Soient  en  second  lieu  jà  et  p  de  la  fonne  4^-^  5,  le  nombre  k  sera 

impair,  et  on  aura  (2^  =  (~i)   »    (?);  donc  (^  =  (  — i)  ^    (0- 
De  là  on  déduit  par  la  loi  de  réciprocité 

ce  qui  se  réduit  à   T^j  ='( — i)  f-jj,  our^j  =  — T^)*   Donc 

Ç---^')  =  I ;  donc  ji  est  encore  diviseur  de  t^  +  aÇtt*, 

La  conclusion  que  ji  eii  diviseur  de  /*-f~^^*  ^  donc  lieu,  quel  que 
soit  le  coefficient /?,  et  il  n'y  a  pas  de  doute  qu'elle  ne  se  vérifiât  éga^ 
lement ,  si  c  était  le  prorduit  de  plus  de  deui^  nombres  premiers. 

(25o)  On  voit  maintenant  t{ue  chaque  article  de  nos  Tables  fournit 

plusieurs  théorèmes  qui  donnent  des  rapports  entre  les  formes  linéaires 

des  nombres  premiers  et  leurs  formes  quadratiques.  Voici  les  plus  mé* 

morables  de  ces  théorèmes,  ou  ceux  qui  s'appliquent  aux  formules  les 

plus  simples»  .         . 

D'après  la  Tiibte  IIL 

1.  Tout  nombre  premier  8jc+  i  ou  8j:  +  7  est  de  la  forme  jr^  —  3fjs'^ 

2.  Tout  nombre  premier  i  ^  +  i  est  de  la  forme  y^  —  3j5*  ,  et  tout 

nombre  premier  i  aj:  -+•  1 1  est  de  la  forine  Zjr*  -i—  z". 

3.  Tout  nombre  premier  de  Pune   des  formes   aoor -|"  i  >  ^w>Jf^9y- 

aox  -+-11,  ^ox  +  i9>  est  de  la  forme ^*  —  5s*. 

4.  Tout  nombre  premier  a4^-f-i  ou  24^  4-  19  est  de  la  forme  j-*-^%' 

et  tout  nombre  premier  2/^  4-  5  ou  24»  •+■  ^3  est  de  la  forme 

5.  Tout  nombre  premier  28X+  '  r  9>  P^l^  est  de  la  formejjr*if-7a^,  èl 

tout  nombre  premier*  28a;  -f-  5  ,  28j:-t-  19,'  280:  +  27  est  de  la 

..     tQvtùe  jy^^w      ^  :  ,  ;      ;  '     '' 

6.  Tout  nombre  premier  40a:  +1,9,  3i ,  39  est  de  la  forme ^ «-—  MWV 

et  tout  nombre  premier  40x4*  5,   i5,  ^7^  37  est  de  la  forme 
yr*  —  5;5*.  . 

7.  ete. 
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fl 

ly après  la  Table  IF. 


1 .  Tout  nombre  premier  4^:  -^  i  est  de  la  forme  jr^  +  2*. 

b.  Tout  nombre  premier  2Qx  +  i  ou  aor  +  g  est  de  la  forme  ^*+5a% 
et  tout  nombre  premier  20x  -|*  3  ou  20a:  -4"  7  ^  est  de  la  forme 

y* +  37^4- 52*. 
5.  Tout  nombre  premier  ^2X  +1,9,  17,  aS,  29,  49  ^^t  ^^  ï^  forme 
^*+  1 3;5* ,  et  tout  nombre  premier  Sxt  +  7,  n^  i5,  19,  5i ,  47 > 
^  est  de,  la  forme  2j*  +  2jz  +  72*.    * 

4*  etc. 

ly après  la  Table  V. 

1.  Tout  nombre  premier  6x4-  i  est  de  la  forme  j^*  +^  +  «*>  ou,  ce 

'  qui  revient  au  même ,  de  la  forme  j^  4"  ^*' 

2.  Tout  nombre  premier  14^+1,  9,  11    est  de  la  forme  j^* 4-7^- 

3.  Tout  nombre  premier  22x4-*  i>  ^i  ^>    9>    i5j  est  de  la   forme 

7'4-^«4-3^'- 
4*  Tout   nombre  premier    50x4-1    ou    3ox4-i9  est    de   la   fbrine 
/•-f-i5»*^  et  tout  nombre  premier  5ox4-i7  ou  5oa;4-a^3  est  de 
la  forme  5;^**^5j5\  '         '    * 

5.  etc.  ^     :■-••.      '  '    '   ■ 

lyaprès  la  Table  VI. 

'  .  ■  •  •  •  • 

1.  Tout  nombre  premier  Sx-f-i  ou  0x4-3  est  de  la  forme  ^•-f-2a^*. 

2.  Tout  nombre  premier  40X+1 ,  9, 11 ,  19  est  de  la  forme  ^*  + 1 oa% 

et  tout  nombre  premier  4ox-4-7>    i3,  23,  37    est  de  la   forme 
2j*+5z*. 

5.  Tout  nombre  premier  104x4- î>  5,  9,  17,  25,  27,  55,  43,  49> 

5i,  75,  81,  est  de  l'une  des  formes  j^* 4-262%  ^j^+^jz-i^gz^; 

t     et  tout  nombre  premier  io4x+5,   7,   i5,   21,    3i ,    37,   45, 

47 ,  63 ,  71,   85 ,  93 ,    est   de   l'une   des    formes    2j^*  +  1  3js*  , 

fy'+Ajz+5z\ 

4.  etc. 

D'après  la  Table  VII. 

ï.  Tout  nombre  premier  24x4-5  ou  24x-f-ii  est  de  la  forme 
;jja-|.3j5»^  et  tout  nombre  premier  24x4-1  ou  24X+7  est  de 
la  forme  ^••4-6**. 
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2.  Tout  nombre  premier  5&r-f-5,  5,  i5,  19,  37,  4^  est  de  la  forme 

5;^*  +  2jz+5z*,  et  tout  nombre  premier  56x+ 1  ^  9,   i5,   aS, 
25y  39.  est  4e  Tune  de^  formes  jj^+ 1^^^  .2jr*^jz\ 

3.  Tout   nombrq    premier   88x+ i5,  ig^j  ai^.  ag,  55,.  45,  5i>  61^ 

85^  85  est  de  la  forme  2Y*^itz\^  et  tout  nom}>re   premier 
88a:+i,  9,  i5,  aS,  a5,  3i,  47 9  49>  7^1  81.  est  dp  la  forme 

4-  Tout  nombre  premier  laojer-f-ii,  aQ.j|  5g,  iqi   est  de  Ja  forme 

5r^ez\  •        ' 

Tout  nombre   premier  laox-f-iS,  Sy,   45>  67   est   de  la  forme 
Tout  nombre  premier   iaoj;-^i,   5i,  49 >  79   ^^^   ^^   ^^   forme 
Tout  nombre  premier  laojr+i/^  ^3>  47>  i^'   est  de  k  forme 
5.  etc.  9  etc. 

Lagrasige.  «st  fe  pren^iop  qui  ait  oi|¥«vl  la  Tiôe  pour  la  rechprcka  d^ 
ees  aorlea  -4^  ikéavènie»..  (  Voy«i  Meqioirea  «U  Berli»,  177^)"  ^^^  1^^ 
méthodes  dont  ce  grand  Géomètre  s*est  servi,  né  4dà^apptîcables  que 
dans  très-peu  de  cas  aux  nombres  premiers  4^  -4"  i  ;  ^t  la  diBxcyQt^  k. 
cet  égard  ne  pouvait  être  resohiè  compléiemèât  qu  a  Faide  de  la  loi  de 
réciprocité  que  j'ai  donnée  pour  la  première  fois  dans  les  Mémoires  de 
rÂeadémie  des  Sciences  de  Paris,  année  1785. 
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S  XIIL  Autres  Théorèmes  ùoncemant  lès  formés  quadtcitiqw^ 

des  nombres. 

(!)3i)  Ic^o  1 1*  P  uii  nombre  qaelconque  divistrar  de  lâ  formule  Viàiôè^^ 
et  comme  tel^  renferme  deins  le  divbtittf  qràdralîqtté  /^ -4- dff è  lit  ni% 
ôa  p!E>arfa  supposer  PzAfdL^^ûxi^&'àiiiK^.  8i  dû  toi  te  on  détermine  a^ 
et  è*  diaprés  récpietioi^  4b£«*— a*f  :«  i^  et  qu'on  mettd  ^iy^ûl'z  et 
^y^^*%^  lâ  phce  de  /  et  J ^  le  diviMur  quadratique  py^^jnàn^ 
deviendra  de  la  forme  ^•-Hia^/;«-f« J&\ 

SoitP"  un  autre  ditiseur  contenu  dan*  le  m4me  îotea^py^^%qpBAin^^ 
ou  dans  son  équivalente  Py^*^7,Qj%r^B%^^  on  pourra  faire ^...^ 
P':»P/it*-f.3Ç)xr-f^/6r%  ce  qui  donnera  PP^PfA^QiyzkLCf^.  Donc 
(«  si  P  et  P'  aottt  deux  diviseur^  dé  la  formule  ^  =k  c{^%  tous  deux  dom-« 
j>  pris  dans  une  même  formule  quadratique  /^*+  â^jsdbra^^  leur  pr<W 
»  duit  PP  sera  toujours  de  la  forme  t^dLcu^.  n 

t<  Réciproquement  si  les  deux  nombres  P  et  P^  sont  tels  qu'on  ait 

»  PP'^nt^'Aicu^j  t  et  u  étant  premiers  entre  eux,  je  dis  que  ce^  dettl 
i)  nom1)<res  appartiendront  à  un  même  dîvîsêur  quadjradque.  >s 

En  effet 9  ptrisque  tel  u  sont  premiers  entré  eux,  il  i&ut  que  u  et  P 
le  soient  aussi  ;  on  pourra  cïcrnc  faire  t=±Pj^Qu  y  j  et  Q  étant  des 

indéterminées,  ce  qui  donnera  P'ss/y^-l-aÇ/w-j-^^-p— w'.Danscette 

expression^  u  ef  P  n'ajani  pa^  de  commuti  (fiviseur^  on  voh  que  Q^Hzc 
doit  être  divisible  par  P;  ainsi  fiiisaiit  Q^tûac^soPR ^  on  aiira...,. 
/^  =  /y*-|-2Q^-|-ifc^'.  Le  second  membre,  en  régardatit  j^  e<  u 
comme  des  indéterminées,  représente  l'un  dès  diviseurs  quadratiques  de 
la  formule  t'd^ci^,  et  il  est  évident  que  ûe  divi^teur  coiltieiit  à-ki^foia^i'' 
et  P.  Ponc  M  si  lea^  deux  nombres^  P  et  P,  etc^  >^ 

(2^2)  t<  Tout  nombre  premier  j4  qui  divise  la  formule  t^dbcu*,  ne  peut 
»  appartenir  qu'à  un  seul  diviseur  quadratique  de  cette  formule.  » 

Car  si  le  ncttnbre  premier  A  appartenait  à  deux  diviseurs  quadratique» 
différexLS,  on  pourrait  transformer  ceux-ci  en  deux  autres,  dans  lesqueL^ 
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A  serait  coefficient  du  premier  terme  (n*  aSi).  Soient  ces  deux  diTisâors 

on  pourra  supposer  en  même  temps  A'>7lB  et  ^B \  car  si  on  avait 
:iB^Ay  il  Êiudrait  substituer  ^  — ma  à  la  place  de^ ,  et  déterminer  m 
de  manière  que  le  coefficient*de  jz  ne  f&t  pas  plus  grand  que  A.  Cela 

posé  y  on  aurait  toujours  iî*  — -<^C=jB'*— -^C=rfc£?;  donc  — -j —  se- 
rait un  entier  y  et  puisque  A  est  premier ,  il  Êiudrait  que  A  divfs&f  Fun 
des  fitcteurs  B-^B^  B — B.  Mais  B  et  B'  étant  l'un  et  Fautrç  plus  pe- 
tits que  lA^  ou  l'un  des  deux  seulement  égal  à  ^-^,  les  nombres  B^B^ 
B — B  seront  tous  plus  petits  que  A  ;  donc  ils  ne  seront  ni  l'un  ni 
lautre  divisibles  par  A yk  moins  qu'on  ne  suppose  Bz±=B.  Mais  alors 
les  deux  diviseurs  quadratiques  dont  il  s'agit ,  seraient  identiques;  donc 
le  nombre  premier  A  qui  divise  la  formule  t*zt:cu*y  ne  peut  appartenir 
qu'à  un  seul  diviseur  quadi^atique  de  cette  formule. 

Remarque,  Le  même  raisonnement  aurait  lieu,  si  A  étaitle  double  d'un 
nombre  premier^  et  en  général^  si  A  était  une  puissance  quelconque 
d  un  nombre  premier^  ou  le  double  de  cette  puissance;  car  l'équation 

— —  =e  n'admet  qu'une  seule  solution^  lorsque  A  est  de  la   forme 

mentionnée  I  ou  même  plus  généralement^  lorsque  A:=a'9,  ou  20t"9, 
â  étant  un  diviseur  de  c  ^  non-divisible  par  a,  et  â^  un  nombre  premier 
(Voyez  n**  191).  Donc  dans  tous  ces  cas^  qui  sont  fort  étendus^  le  nombre 
A  ne  pourra  être  compris  que  dans  un  seul  diviseur  quadratique  de  la 
formule  f'dzcu^. 

(^55)  «  Au  contraire,  si  ^  est  un  nombre  composé,  il  pourra  y  avoir 
»  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  ^  ±  eu*  qui  contiennent 
M  le  nombre  A.  » 

En  effet  le  diviseur  quadratique  qui  contient  A  peut  se  représenter 
parla  formule  Af^^aBjz+Cz^  où  l'on  a  2jB<^  et  B^-^ACzrzdze. 
Or  A  étant  connu,  on  peut  prendre  pour  B  tout  nombre  qui  satisÊiit 

a  l'équation  — j-^=e,  pourvu  que  cette  solution  soit  comprise  entre 

zéro  et  { A.  D'ailleurs  lorsque  A  a  des  acteurs  premiers  inégaux  et 
non  communs  avec  Cy  on  a  déjà  vu  (n*  191)  que  cette  équation  admet 
un  nombre  a"^'  4e  solutions ,  i  ëtaat  le  nombre  de  ces  &cteurs  (2  ex-»» 
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bépli).  Donc  il  y  aura  pareillement  un  nombre  2'^^  dé  diviseurs  quar* 
dratiques  jfy^  +  2Bfz^Cz%  ou  de  formes  de  diviseurs  qoadraticjueii^ 
renfermant  j4.  U  pourra  arrivei^  cependant  que  plusieurs  d0  ces  divi* 
seurs^  réduits  à  l'expression  la  plus  simple ,  ne  diffèrent  point  entre  eux.; 
de  sorte  qu'en  verto  de  la  limite  assignée^  le  nombre  des  diviseurs  q(ia«» 
dratiques  qui  contiennent  J  ne  peut  excéder  :&''%  mais  il  pourra  être 
plus  petit  Cela  est  d'autant  pluS  manifeste ,  que  le  nombre  des  divisieurs 
quadratiques  d'une  même  formule  t^dzcu*-  est  souvent  très-petit^  et  s^ 
réduit  quelquefois  à  un  ou  deux^  taiidis  que  si  l'on  prend  un  nombre  ;4 
composé  de  plusieurs. fsLCteurs^  la  quantité  a^'  qui  r^résente  le  nonabre 
des  valeurs  de  B  peut  devenir  aussi  grande  qu'on  voudra. 
.  Bemanfue.  Jusqu'ici  nous  avons  considéré  les  diviseurs  des  deux  for- 
mules /*-f-£?2i%  /* — cu^  indistinctement;  dans  le  reste  de  ce  paragraphe  |^ 
nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  première  formule  t*  -H  ^^%'  ^^  dç 
ses  diviseurs  quadratiques. 

■  •  •  * 

(254)  «  Tout  nombre  jj^emier  ji  qui  est  de  la  forme  y'-4-as%  a  étant 
»  un  nombre  positif,  ne  peut  être  qu'une  seule  fois  de  cette  forme  ; 
»  ensorte  qu'on  ne  pourrait  avoir  à-la-fois  A^f^+ag*  et  -^==/^*'+^'% 
»  gf  étant  différent  de  g.  » 

Supposons,  s'il  est  possible,  que  ces  deux  formes  aient  Keu  à-Ia-fois^ 
et  qu'en  conséquence  on  ai  ty^-f^^ssjT'+^S  on  y* — f^'z^a^j^^ — g'*), 
il  faudra  que  f^f  soit  divisible  par  un  facteur  de  a  et  f-^f^  par 
l'autre  facteur.  Soit  donc  a  =  /ni» ,  ut  et  /i  étant  deux  £9LCteurs  indétér?- 
minés;  et  on  zvani  J'+f^ssmh,  y*— y^=:nA,  ce  qui  donnera.  ••. 
hkz=:g'^''^g^.  Soit  ^  le  plus  grand  commun  diviseur  de  h  et  de 
g*^g^  on  pourra  faire  hz=ifJL^,  g^^g'zzzpfy  et  il  restera  à  satisfaire  à 
l'équation  mA=  (^— g')''*  Or  puisque  ft  et  y  sont  premiers  entre  eux, 
il  &udraqu  onait  h=9'^^,  ^"^g^^^l^y  4"  ^^ant  une  nouvelle  indéterminée. 
De  là  résulte 

/z=  1  (/TiA +?!*)  =  i  (m/i^ +^4) 

Donc/*+flg^  ou  ^=|(/*iii*'^-»H*)  (m^*+^.»).  Et  puisque  A  est  un         /n^^r^V^  I 
nombre  premier,  il  fitudra  que  l'un  des  £9LCteurs  du  second  membre , 
par  exemple  mfjL^^nn^y  soit  ^gal  à  4  ou  à  a.  > 

JSk>it  d'abord  mjEt^-f"'^*^^;  on  ne  peut  supposer  ft  =  o  ni  y;=o,' 
parce  que  l'une  ou  l'autre  supposition  rendrait  identiques  les  deux 
fOTmes/»4-^,/'*+ûg'*;  donc  la  seule  manière  de  satisfaire  à  celte 
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•^qpuaiioia / est  de  supposer  tcma  les  nombres  m,  m,  ft^  i  égmx  a 

,Mfli6 àkàn  on  aurait  ««i  ,  /»! (f  -4-4) *  ^*=  i(*~4^)>/'=T  (*~+)> 

•tf'^i(^+4)>   diwicy*+«y*  ^^f^+^%  »û  seraient    qu'une  senk 

:et  méfloe  forme  ^  (9'4'4')**i*7  (^"^'4)%  contre  la  suppositkm. 

'    ]Bn  second  UeH^  soib  mfju^'^m^z:;;^^*^  comme  on  ne  peut  faire  encore 

/E4cs:é  ni  rsaeo^    S   n'y  aura  que  deux  numières  de  satis£|ire  à  cette 

<ëquaik>a^   Tune  en  fiiisant  /7»ssn=sa^  /lisyssi  |  Pautre  en  laîsaM 

mzasÊiy  Asi^S^  /itssrszi.  Le  premier  cas  donnerait  Jl;ssz:t^^^2\^ y 

^  ainsi  ^  ne  serait  pas  un  nonmre  premier. 

'"'Bans  Ife  second  cas,  on  aura  ^  =  ^^4-5>[/*,  ^=^($-t- 5>|/)., 
g"  =  ^  (^  ^ —  •>[/);  mais  ces  dernières  valeurs  ne  peuvent  avoir  lieu ,  à  moins 
que  9  et  •%(/  ne  soient  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs ,  et  dans 
lés  deux  hypothèses  ^'+34'^  ou  jt  serait  divisible  par  4*  Donc,  dans 
aucun  cas,  le  nombre  premier  A  ne  pourra  être  exprimé  de'  46ux  ma- 
nières différentes  par  la  même  formule  j^  ^az^^ 

Remarque.  Si  un  nombre  jà  peut  être  exprimé  de  deux  manières  par 
la  formule  /* + oz*  »  cq  nombre  sera  nécessairement  un  nombre  com- 
posé, et  on  pourra  même,  par  l'analyse  précédente,  en  déterminer  les 
deux  facteurs.  Mais  il  est  k  observer  que  ce  théorème  ne  serait  plus  vrai 
si  a  était  un  nombre  négatif,  car  Téquation  A:=siy^  — -»a2*  étant  supposée 
avoir  une  solution ,  elle  en  a  dès-lors  une  infinité. 

(a35)  Nous  avons  déjà  eu  occasion  d'observer  que  le  produit  des 
àeux  formules  semblables  x*+^%  /'*+^*  donne  un  produit  semblable,, 
lequel  est  susceptible  des  deux  formes 

{px^aqjY^a{pj  +  <lxY 
{pX'\-aqyy-^a{pjr'^qxy. 

CTest  ce  dont  cm  peut  s'assurer  par  le  simple  développement  de  cea 
quantités.  Mais  on  peut  trouver  directement  la  forme  de  ces  produits  ,^^ 
en  considérant  que  les  deux  Êicteurs  x^  -{r  aj^^  p^  -f-  aq^  équivalent  aux 
quatre  suivans  : 

Or  si  on  multiplie  les  deux  fiurteurs  «3:-f-j^v^--p-a,  ^-)»^^— •«,  iHin 
par  l'autre,  le  produit  sera  /^x— a^-f-(;i;^-+-^x)|/— a;  le«  deux 
autres  iacteurs  auront  de  même  pour  produit /7x-»ii^----(;?;r*f.^)|/---^; 
Qt  le  produit  de   ces  deux  prodoits  sera  (/'x-»«a^y-|««C^4*9<^)'* 
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Le  irëfultat  serait  le  méme^  en  changeant  le  signe  de  y;  ainsi  une  aatre 
forme  du  produit  est  (px^^a^j^y^i- a  (pjr — qxy.  Ces  ibnnules  ont, 
lieu ,  quel  que  soit  le  signe  de  a  ;  tout  ce  qui  suit  suppose  que  a  est 
Ik>sitif. 

(236)  Si  la  formule  x*+ajr^  représente  un  nombre  composé  if,  le», 
quel  soit  m  fois  de  la  forme  x^-Ç-ajr^,  et  que  p^'^-aq^  représente  xol 
nombre  premW  ^^  on  voit,  par  le  n*  précédent^  que  le  produit  jâN 
sera  susceptible  de  om  formes  semblables  k  x^  +  ajr*,  potifvù  touiefiiis 
que  N  <ie  soit  pas  divisible  par  A  :  on  yerra  lout-4-11ieefM  pourqctoi 
nous  Mettons  cette  testridion. 

Si  le  nombre  premier  Â  est  de  la  forme  ^^+0^*^  le  quarré  du  nondlMre 
jà  sera  une  fois  de  la  forme  ar%  et  une  foi^^  de  la  forme  x*^ajr^^  car 
on  a^  suivant  les  formules  précédentes  ^ 

ji^tA(p^^à^*y  et  A^tszi^pp--^éuftiy^a{'2pqy. 

Donc  si  le  nonibre  composé  N  est  ut  lois  de  la  fofmê  x*  +  irjr^,  çt  quiç^ 
le  nombi^  premier  A  soit  aussi  de  la  forme  p^ + ^^9  \^  produit  NÀ^ 
sera  susceptible  de  3m  formes  semblables  X^+aV^^  parmi  lesquel^S 
il  y  aura  :xm  formes  où  X  et  Y  n'auront  pô^ot  de  commun  diviseur  ^  ,, 
et  m  où  ils  en  auront  un.  On  suppose  encore  que  A  n'est  point  divi-» 
seur  de  i^. 

Le  nombre  prettrier  ^  étant  toujours  dé  la,  forme  />*+^%  le  cube 
de  A  sera  deux  fois  de  cette  même  forme*;  car  A^  est  de  la  formet 
{pp  —  aqqy '\- a{pLpqy  \  et  cette  quantité  multipUée  par  p^ri-aç^  founut 
les  deux  formes 

La  dernière  étant  représentée  par  -JT^+aK*,  on  voit  que  -JT  et  K  ont 
pour  commun  diviseur  ^,  et  qu'elle  se  réduit  à  {p^y  -^  aiffAty,  la 
niême  que  si  6n  eût  multiplié  simplement  p^+ùq^  par  A^. 

En  général^  A  étant  un  notnbre  prémiei'  dé  la  foriifte  p^J^a^^^  bn 
peut  feire  y/"=/^*  +  aÇ*,  et  ôft  aura,  |)ooir  détciWiiet  i^et  Q^  Téqua-' 
tion  {p'\-q^ — ^y^=^P'\'QV — ^r  dans  laquelle,  après  avoir  déve- 
loppé le  premier  membre,  il  firut  égaler  la  pai^tie  rationnelle  à  lapariBe 
rationnelle,  et  la  partie  imaginaire  à  la  partie  imaginaire. 

On  am*a  aussi  A^tsmA^. .  -rf*""%  de  ^orle  que  si  on  fidt  A^^^ssJ^PJ^Q^Ç^^ 
on  aura  une  nouvelle  valeur  de  A  qui  sera  (AP'y+aÇAQy.  On  en  lî* 
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vtm  une  semblable  de  ji^.A'~*,  etc.  Donc  autant  il  y  aura  â*iïmtétf 

dans   1  +-,  autant  on  aura  de  formes  diverses  JT^-f-aF"*  pour  la  pms- 

sance  A";  mais  parmi  ces  formes ^  il  n'y  en  aura  qu'une  seule  aan# 
laquelle  X  eX  Y  seront  premiers  entre  eux;  dans  toutes  les  autres 
X, et  I^. auront  successivement  pour  commun  divi^ur^^  ^%^^^etc. 
Dont  la  valeur  de  ^"  sera 

lors^e  ns=s!i^  une  fois  A""  et  une  fois  de  la  forme  X^^aY% 
.;  lorsque  /<=:3^  deux  fois  de  la  forme  v^^4-aK% 

:  lorsque  /i  =  49  tme  ibis  A^  et  deux  fois  de  Ja  forme  X^^aY^y 

lorsque  /2  =  5^  trois  fois  de  là  forme  X^'^aY^ 

^insi  de  suite.  \       ' 

Et  comme  chaque  facteur  X^'\'aY*  multiplie  par  un  nombre  de  même 
forme 9  produit  deux  résultats  de  cette  même  forme,  tandis  que  X^ 
seul  n'en  donne  qu'un,  on  peut  conclure  en  gênerai  que. le  produit 
d'une  formuljB  y^-f-iijy'  par  ^".sera  susceptible  de  n+i  formas  sem- 
blables x^*^aj^f  lesquelles  seront  toutes  différentes  entre  elles  ^pourvu 
que  A  ne  divise  point /•H-^^, 

Donc  si  on  a  N=:ee'Q'^y^y  etc. ,  a,  C,  y  y,  etc.  étatit^des  nombrç^ 
prexmért,  tous  de  la  forme  p^+aq*j  le  nond>re /T  sera  autant  de  fois 
dé'la  jfbrkne  x^^^ay  qu'il  y  a  d'unités- dans  le  produit 

-         '  .^('i  +  OC^'+OC^'H-iX/»'-)-!)  etc. 

■ 
Ce  nombre  coïncide  avec  la  moitié  de  celui  des  diviseurs  de  iV,  ou^ 

avec  celui  qui  indique  en  combien  de  manijères  cm  peut  pailager  iVea 

deux  facteurs. 

Dans  le  cas  où  (/ï-4*i)  (^Hhi)  etc.  sériât  impur,  le  résultat  serait 
toujours  vrai,  pourvu  que \ la  fraction  restante  i  fût  comptée  pour 
une  unité- 

Lorsque  a=i  >  ou  que  la.fbrme  dent  il  s'agit  est  ^*Hr/%  le  fiicteur  a 
ni  ses  puissances  n'entrent  point  en  eotisidération ,  et  ne  changent  pas 
le  nombre  des  formes  4u  produit.  Cav.  ep.  multipliant  x^^j^i^^r  2, 
on  n'a  qu'un  produit  de  la  même  forme ^  qui  est  {ocA-jY  4-  (**"/)- 


{pti^)  Pour  appliquer  la  formule-générale,  considérons  les  trois  nombres 
5,  i3,  17,  qui  tous  sont  de  la  forme  T^^+v*,  on  trouvera: 
x\  Que  leproduit  5riS*i7  est  ^.2^^2.2^  ou  quatre  fois  de  la  forme 
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â^  Qae  le  produit  5^I3  est  i.^.2^  ou  troid  fob  de  Ja  «iém« 

forme* 

5%  Que  le  produit  5*.i5'.i7  est  \.5.S.a^  ou  neuf  fois  de  cette 

forme. 

4»,  Que  le  produit  5*.i5*  est  1.5.5,  ou  treize  fois  la  somme  de 
deux  quarrés;  toutes  propositions  qu*il  est  facile  de  vérifie*».    ' 

Le  problème  inverse,  qvâ  au  premier  abord  aurait  pu  pai^tré  forff 
difficile,  se  résoudra  très-simplement,  en  faisant  attention  au  résultat 
trouvé  dans  la  solution  directe. 

Par  exemple,  soit  proposé  de  trouver  un  nombre  qui  soit  trente  foie 
de  la  forme  p^^zuj^.  Les  nombres  lés  plus  simples  de  cette  forme  sont 
les  nombres  premiers  3,  17,  19,  4i>  4^»  etc.,  je  les  désigne  par  a, 
6,^,  et  le  nombre  cherché  par  ^t'^''^"',  etc.;  il  £iut  donc  faire  en*« 
sorte  qu'on  ait  5o=  |(/i-f- 1) (»'-[- 1)  (/ï'+  i),  etc.  Pour  celaf,  décom^ 
pose^  60  en  iacteura,  premiers  ou  Aon,  tels  que  3,4*5;  duninues 
chaque  facteur  d'une  unité,  vous  aures  2,  5,  4  pour  les  valeurs  de  »V 
ïiy^.  Donc  A^y^  sera  Vun  des  nombres  cherchés;  ainsi  S^.  17^.19^ 
doit  satisfiure'à  la  question. 

Fermât  a  indiqué  cette  solution,  sans  en  donner  de  démonstration,; 
dans  une  de  ses  Notes  sur  Diophante ,  page  1 28. 

Le  théorème  du  û*"  234  dont  nous  venons  de  donner  diverses  applica* 
tions,  renferme  une  propriété  essentielle  et  trèsr- remarquable  dès 
nombres  premiers,  mais  ij  est.  susceptible  d'être  rendu. beaucoi;p  plus 
général,  ainsi  qu'on  va  le  voir  dans  les  propositions  suivantes, 

■  fa38)  «f  Tout  nombre  premier  A  compris  dans  la  formule  /n^'+wis", 
>}  où  m  et  /2  sont  positifs  (i),  ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
»  différentes  par  cette  formule,  ensorte  que  si  l'on  a  A^=:rhf^^ng^^ 
»  on  ne  pourra  avoir  en  même  temps  ^  =  m/^* + /^'%  ^^  étant  diffé^ 
j)  rent  de  ^.  » 

Si  on  avait  à-la-fois  Azsimf^^n^zsimf^^ng^y  il  en  résulterait 

•^p^=;g  ~^;  équation  dont  chaque  membre  doit  être  un  nombre 

entier,  parce  que  m  et  n  n'ont  point  de  commun  diviseur.  Soit  donc 


(1)  Les  nombres  m  et  n  doivent  être  premiers  entre  eux ,  puisque  mf^  -f*  ^  ^^ 
égal  à  un  nombre  premier  ;  mais  on  peut  supposer  de  plus  que  m  et  n  n*ont  aucun 
facteur  quarré  :  car  si  on  avait  m  r^  m^it* ,  il  est  clair  que  la  formule  my*  -{-  mf  serait 
comprise  dans  m'y^'\'nz\ 
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lizsaCf  m=sy^,  on  pourra  ùâre  en  général 

/-/'  =  aMN  g^g=yMP 


•  •  « 


ce  qui  donnera  2fz=z  aMJV -\- CPQ  ^    ùg  z=  yMP  *— J'NQ }    donc 

Maintenant,  puisque  ji  est  un  noaibre  premier ,  cette  équation  ntt. 
peut  subsister  9  à  moins  qu'un  des  ùcteurs  du  second  membre  ne  soit 
égal  à  4  ou  à  2. 

Soit  I*.  ayM^'^GJ'Q^ssi^:  f observe  qu'aucun  des  Mrnbres  M,If^ 
P,  Q  ne  peut  être  supposé  égal  à  zéro,  parce  que  cette  supposition 
rencbrait  identiques  les  deux  formes  ntf^^^g^,  ^^+n^^i  on  Hef  pourra 
donc  satis&ird  à  l'équation  précédente  qti'en  &isant  «C^/rsi;. 
Jfs:QitBsi.  Mais  alors  le  nombre  A  serait  de  la  forme  j^H^af,  et 
par  conséquent  il  ne  poui^ait  être  qu'une  fois  de  cette  forme  (n*  ÀS4)* 

Soit  ^.  0t^ilf^H^C^^:^4>  <^te  équation -ne  pourra  aToir  lieu  qnW 
fidsant  AÎyS'zss^y  M=:Q^=zi^  alora  le  nombre  if  serait  de  la  foime^ 
j^  -{-  S;^^  ce  qui  rentre  dans  le  cta  déjà  examiné  n*  ^54* 

Donc  dans  tous  les  cas  \e  nombre  premier  J  ne  pourra  être  exprimé 
qoe  d'une  manière  par  la  formule  mjr*  -f-  nz*. 

(aSg)  ce  Le  double  d'un  nombre  premier  ji  ne  peut  être  exprimé  non 
M  plus  de  deux  manières  différentes  par  la  même  formule  mjr^  -f-  /us%* 
»  ensorte  que  si  Ton  a  a^  =s=  mf*  +  ^^^  on  ne  pourra  avoir  en  même 
)j  temps  2 A  ^ss-mf^  -|-  ng'^^  ^  étant  di£férent  de  g.  » 

Car  toutes  choses  restant  comme  dans  la  proposition  précédente  ,  ont 
sera  conduit  de  même  à  l'équation 

Or  pour  que  cette  équation  subsiste,  il  £iut  que  l'un  des  fiicteurs  du 
second  membre  soit  égal  ka,  oua4>  ouà  8,  sans  cependant  qu'aucun 
des  nombres  My  Ny  Py  Q  soit  aéro. 

Soit  i''.  0t^ilf^+€^Q^=^;  cette  équation  ne  pourra  avoir  lieu  qu'aux 
tant  qu'on  aura  flt^^/=:i ,  M=zQz=si.  Mais  alors  2 A  serait  de  la  forme 
/'  +  »%  et  si  on  avait  22i^==/'*4-^=!s/^'4-^%  il  en  résulterait 
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SoBc  Ur  nombre  premier  ^  serait  deux  fcMs  de  la  forme  ^*4^;s%  ce 
qui  e«t  impossible  (n''  ^^). 

Soit  2"".  AyM*+€J'Q*=^4i  1^  seule  manière  de  satisfaire  à  cette  équa- 
tion (sans  supposer  M  wi  Ç  égal  i|  zépo>  ni  ûLCyé"  divisible  par  un 
quarre),  est  de  faire  «C^J'œS,  Afse  i,  Qs=;i;  mais  alors  on  aurait 
:a^=s:y'''-f«  3^*  équation  impossible^  parce  que  le  premier  mendircf  est 
de  la  forme  /^«f-^^  tandis  que  le  second  sera  toujours^  ou  impair ^ 
ou  multiple  de  4* 

Soit  3".  AyM^+€J<^*:^8,  il  est  aisé  de  voir  d'abord  que  aÇyJ' 
ou  m»  ne  peut  ^  dans  ce  cas  y  être  un  nombre  pair;  car^  par  exemple^ 
81  l'on  tait  êLy=:2,  ^/ssS,  on  aura  Féquation  aAf^-f-SjY^ssS^  à  là- 
quelle  on  ne  peut  satisÊdre  qu'en  faisant  JV=so.  Les  autres  valeurs 
paires  de  mn  ne  pourraient  être  que  2  ou  lO;  mais  on  reccmiiaitra  de 
même  qu'elles  sont  inadmissibles. 

II  reste  donc  à  examiner  les  valeurs  impaires  de  iv/i  ou  die  ^Gyl^-y 
au  moins  celles  qui  ne  donnent  pas  plus  de  8  pour  la  sonmia  des  dtax 
facteurs  a>+^«^;  <^^  la  quantité  aySP+Ç^f'Q^  est  au  moma  égale  k 
cette  somme  ^  puisqu'on  ne  peut  faire  ni  ilf  ni  Q  égal  à  zéro. 

Le  cas  de  mnzssii  ayant  été  déjà  exammé^  soit  mncsS^  on  aura 
M*'^^Q^:=iSy  équation  dont  Fimpossibilité  est  manifeste. 

Soit  mn=i5,  on  aura  ilf*+5Q*=:8,  équation  pareillement  hnpossiblo. 

Soit  mnzssjy  on  aura  Jf*+7Q^=8^  équation  possible;  mais  alors  on 
aurait  2^==/**-f-7g'%  équation  impossible^  parce  que  le  second  membre 
est  ou  impair^  ou  muMpIe  dé  8. 

On  ne  peut  faire  m/ir=9  k  cause  du  £icteur  quarré^  ni  m/>=:  ii^  ou 
innt=iiZy  parce  que  i-f-ii  ou  i  +  i5  surpassent  8. 

Soit  enfin  /?in=i5,  <ty:=zZy  Ç«r=5,  l'équation  5^*+5Ç*=r8  sera 
possible;  mais  alors  on  aurait  3^  ==/* -f- 1 5g^*  ou  3-^=5/** -^- 5^,  équa- 
tions toutes  deux  impossibles,  parce  que  le  second  membre  est  ou? 
impair,  ou  multiple  de  8. 

Donc  y  dans  aucun  cas ,  le  double  d'un  nombre  premier  ne  peut  être* 
compris  de  deux  manières  dans  la  formule  mj^  +  /12*. 

(a4o)  H  Tout  nombre  P  premier,  où  double  d'un  premier,  qui  est 
D  compris  dans  la  formule  cpisAxz^cpe  pjr^^2qjrZ'-{-' 2icz^'y  ne.  peut 
J8  être  exprimé  que  d'une  manière  par  cette  formule  ;  ensorte  que  sî 
n  on  a  P^=^pf^'^2qfg'\^2TCg^y  on  ne  pourra  avoir  en  même  temps- 
u  Pz=z  pf^  -I-  2qfg'  -+-  2^^'\  »  (On  suppose  toujours  p  impair  et  2p'7C — q^ 
égal  à  un  nombre  positif  c.) 
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Tobserre  d'abord  qae  le  cas  oii  P  tai  double  dW  iiônibre  fn» 
mier  se  ramèae  aisément  à  celui  où  P  est  un  noknbre  premier;  car 
si  on  a 

xd=zpf^^  aqfg'-^-  rtitg'% 

m 

il  fiiudra  que  f  ^^f  soient  pairs.  Ainsi  faisant  y*ss  aA  ^  y^=:  tK^  on 
aura 

•  ■ 

Donc  s'il  est  impossible  qu'un  nombre  premier  A  soit  compris  de  deux 
manières  dans  ane  même  formule  quadratique  ^  il  sera  pareillement  im«< 
possible  que  sou  double  %A  soit  exprimé  de  deux  manières  par  la  for- 
mule quadratique  qui  contient  %d.  Réciproquement  si  la  proposition 
était  démontrée  par  le  cas  de  Ps  x4 ,  elle  le  serait  pour  celui  de 
PTszAi  c'est  pourquoi  il  suffira  de  considérer  Tun  de  ces  cas. 

Soit  donc  A  un  nombre  premier  compris  dans  la  formule. •••» 
pj^  -f-  2qjrz  +  aticz^  qu'on  pourra  considérer  comme  l'un  des  diviseurs 
quadratiques  de  la  formule  ^^cu*.  Si  l'on  fait  Az=ipf^-^^qfg^2icg^^ 
et  qu'après  avoir  déterminé  f*  et  ^  par  l'équation  fë"  '-^f'*g^=^  1 ,  on 
substitue  j^'-h/*^  ^'  gj^8^^  ^  ï*  place  de  j^  et  s  dans  la  formule 
pjr*+2iuri^2'Xz\  cette  formule  deviendra  de  la  forme  Ajr^'+'2Bjrz^Qi*, 
où  Ton  aura  AC^-^B*=sc. 

Donc  si  le  nombre  A  est  compris  de  deux  manières  différentes  dans 
la  formule  proposée  )E7;'*+2^^+3^2%  il  &udra  qu'on  puisse  satisÊure 
à  l'équation  A=zAjr*  +  aBjrZ'^Cz*,  sans  supposer  2  =  0.  Cette  équ»* 
tion  étant  multipliée  par  A  donne  A^  =:  (Ajr»{^Bzy  +  cz*,  ou 
A* '-^  (Ajr '-^  Bzy=icz\  Soit  c^sumn^  m  e\n  étant  deux  fsicteurs  indéi^ 
terminés^  on  pourra  faire 

A^Aj^Bz=:mM 
A-^Aj-'Bz^nN^ 

et  l'équation  à  résoudre  deviendra  MN = z^.  Or  on  satîsfidt  générale* 
ment  à  cette  équation,  en  prenant  M=:X/a*^  iV;=Ai'^,  z;ss}^p^  ;t  etf 
étant  premiers  entre  eux  ;  on  aura  donc 

A  +  Ajr -^^  BXfip  ss:  mXfi^ 
A^^Aj-^BhJ^^s^rihsi^^ 

d'où  l'on  tire  a^  ==  X  (m/4'  +  w*). 
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Ce  réssltkt^  qui  a  lieu  quel  que  soit  jà,  prouvé  qu0  m  un .  nombre 
quelconque  ji  est  compris  de  deux  manières  différentes  dans  ui^e  méine 
formule  quadratique  pjr*  -f"  ^^^  +  ^^z^f  son  dotMe  2J!  ^età  lé  jproduit 
de  deux  acteurs  A^  &ê,  Ymt  m  de  la  forme  my^'\-nz^  (6u  m/iss;c}i 

!■«.«  X  «oiodr,  T..  ^.  ■  .     ;  U  ■ 

Maintenant  si  A^&^\  un  nombre  premier ,  cbnfmie  pn:peut  &ire  abstfio*. 
tion  du  cas  de  c  =  i,  on  ne  pourra  £iire  ni  X=r^^  ni  X=:ai^;4oQC 
puisque  X  est  diviseur  de  ^Ay  il  faudra  que  X  soit  x  oâ^â;  ainsi  on  aftra 
soit  ^ s=s  171^* -f* ny%  soit  a-^  = /w/a* -f- /if '.  >   :*^     *        '-       <. 

i\  Si  on  a  A:=:mfA^^m^y  le  nombre  premier  ^  seMâconi|h*is  dandla 
formule  ng^^nz^^  qui  estFun  des  diviseurs  quadratiques  de  la  formulei 
f^+cu*.  Mais  conmie  un  même  nombre  premier  ne  saurait  appartéhir 
à  deux  différens  diviseurs  quadratiques  d'une  même  formule  <*+ca*| 
il.  s'ensuit  que  la  formule  mj^^+^nz^  doit  coïncider  avec  la>formule  donilë» 
py^^^qjrz^2fnz^.  Or  on  a  prouvé  (n*::258)  que  le  nombre  premier^ 
Qa  peut  être  qu'une  fois  de  la  forme  mj^  4*  ^'^S  donc  il  ne  peut  être 
qu'une  fois  (i)  de  la  forme  équivalente  ^yr^-f-ii^t-l- à ttz*. 

3*.  Si  on  a  !àA^=zmjr^'^nz^y  le  nombre  slA  appartiendra  au  divisçur 
quadratique  fnjr^'\rnz*.  Mais  de  ce  que  le  nombre  A  est  compris^  dans 
le  diviseur /?f*+2{[p; -{"3^2%  îl  s'ensuit  que  nA  est  compris,  dans  le 
diviseur  conjugué  :ipjr^  '^^  ^qjrz'\'ncz^.  Donc  comme  ^A  ne  peut  appar* 
tenir  à  deux  diviseurs  quadratiques  différens^  il  Êiut  que  la  fopnuild 
opf^^'tiqjrz'^'icz^  soit  identique  avec  m;^^4-ll2^  Mais  s'il  y  avait  deua^ 
scrutions  de  l'équation  u^=^*-f^ajr;^z-^-a^z%  il  y  en  aurait  deux  de 
l'équation  2 A  =  )ïpjr^  +  ^^^ + "^2%  et  partant  deux  de  son  identique 
a^=i?i;^*4-nz%  ce  qui  est  impossible  (n*  aSg). 

'^  Donc  le  nombre  premier  A  ne  peut  être  exprimé  de  deux  manières 
différentes  par  la  même  formule  )^  + a^z-j- aTT^';  «  donc  tout 
»  nombre  Py  etc.  >i 

(a4i)  Bemarque.  La  proposition  précédente  et  même  les  propositions 
des  art.  25S  et  aSg,  sont  sujettes  à  exception  dans  trois  cas^  savoir: 

I*.  Si  le  diviseur  quadratique  ert  dé  la  fbipme/y^*+2^z  +  a^z*,  on 
isimplement  pj^^'hrz*,  ce  qm  supposé  7  =  6. 

(1)  Cette  concliuioa  est  sujette  i  une  exception  dont  il  sera  fait  mention  dans  la 
RemaFqne  saÎTante. 
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^  ^V  S'il  est  de  la  forme  p/* -h  ^q/z  ^  u^z\  fçpii  auj^se  râasàf. 

^  4\  S'il  est  de  la  forme  f^^^^qjrz^pz^^  ipjâ  suppose  r^ss^. 

Car  il  est  visible  que  dans  ces  differens  cas  y  chaque  manière  4e 
pp^senter  un  nombre  donné  P  par  Fan  de  ces  diviseurs^  tfO^.fo^mA  i 
mediatement  une  seconde. 

Ainsi  ï*.  si  l'on  satisfait  à  l'ëqUiation  /^=:;j^"  +  r3^,  en  Ëusant 
^appiii,  ^zssm,  an  y  satîsÊiit  anssi  en  faisant  J2=m,  sasr-^n^  «equi^ 
ifig^itensement  pariant,  eM  m^  solution  diffiérenle. 

4l^,.:i$i  l'ott  Mtîs&iit  k  r^qaatîon  P tir p^  •^  ^qyrz  ^  n^i^  en  tûtiûxA 
jz=Lmy  zz=ny  on  y  satisfait  ausbi  e*  fâ^siaiM^s^m,  zs:— «M — fi. 

;  S^.  Si  J'on  satisfait  à  l'équation  P'^==^pj^'^!i^s^pfi  en  faisant 
j\q;^m'^  z^=szn^  on  y  .satisfait,  aussi  en  faisant  jr=s)iy  sâ=:m. 
•'  -  No)US  appellerons  >  pour  dbrq^er ,  diviseurs  tpJutdrÊêlUfueà  bifides ^  ou 
simplement  dwiseun.  bi/tdes:^  ceux  q«  Umbent  dans  î'uA  âe  ces  trois 
CM*;  mais  nous  conTic&drons  en  même  temps  de  im  regardsr  que  comme 
im^  solution  les  dieux  qui  tont  ainsi  ensemUt  et  ^ui  se  dëiuîsq^  Tûaft 
de  l'autre  de  la  métaie  maluèra;  Alors  les  propositions  prëctédentes  St« 
ront  absolument  gUBéralsf-et  il*  n'y  auira  Ueu  à  aucuuie  eoocsptioiiv 

'  ^^4^)  >T0ut  nombre  premier  jt  compris  dans  la  formule  quadra^^ 
H"  tiqM/i7^+7/z+/^*  dôiit'le»  coefiiciens  sont  impairs^  n'y  peut  être 
9f'4fompMs  que  à'vitaV  seule  manière  ^  excepté  dans  le  cas  érident.  ott 
«i*d^iiX'  des  nbmebres- '/? ,  ç^y  r  soht  égaux,  s  (On  suppose  toujours 
5iJ|i>p*J»- ijp*  égal  à  un  noinbre  positff ^ 

Oà  9L  déjà  ▼u,  n*  stig,  que  la  formule /î7*  +  ^-f-r8*  renferme  les 
'trois  suiTantes  : 

(p^g'^r)j^'j^(4p'-t^q)jz  +  4pz% 

donc  il  faudra  que  le  nombre  premier  A  appartienne  à  l'une  de  ces 
fornmles.  Mais  celles-ci  étant  réduites  à  la  forpe  ordinaire^  où  deux 
coefficiens  sont  pairs  ^  il  suit- du  théorème  précéd*?nt,  que  le  njoàabreutf 
ne  pourra  être  compris  que  d'une  seulç  inanièire  dans  la  formule  à  laquelle 
n  appartient;  donci  il  ne  pourra  être  exprimé  que  d'une  manière  par  la 
formule  proposée  /?;**+ î;^^  +  ras%  excepté  les  cas  des  divbeurs  bifides^ 
dont  nous  fersons  abstraction. 

Nota.  Les   théorèmes  (urécédens   concernant  les  nombres  P  s=s:.jd  y 
P^i^Jy  premiers  ou  doubles  de  premiers^  s'appliquent  également  aux 
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Hombrès  de  la  ibrme  P=TA^y  i*=2^*,  Je  étant  utt  'exfpc>ssiit  qnel- 
<;oiiqae;  car  dam  ces  fermes^  càrtaM  dans  cellb^  oh  késirt'^hs^Tàdicàbtii 
P  lie  pourra  appartlmir  qu*à  un  iétil'd  -     -        - 

l^^cu^  (  Véye«  B*  a3^)." 

(243).  ce  Soit  i'  un  nombre  composé^  impair  ou  double  d*im  ixùpau*; 
ti  si  Ton  suppose  que  P  soit  diviseur  de  la  formule  /*  -f-,ctt* ,  et  <^^ 
»  conséquence  P  soit  compris  dans  nn  oh  |flusieûrs- diviseurs  qûàdrâ^ 
»  timies  de  cette  formule  y  je  dis  que  P  sera  toujours  exprimé  par  ces 
n^'mvâMurs  quadratiques  de  oh^  mamèves'difflftoèntes^^'/  étant  le  nomBre 
»  des  fecteur»  premiers  inégaux  qui  divisent  JP  sans  diviser  en 

Ea  eifet^  pu&que  P  est  diviseur  de  ta  formule  t^-^cu^^  il  le  $erâ  d^ 

la  formule  a:* +  c7^  et  Téquation  — ~^=:e  aura   autant    de    aolutioM 

qu'il  y  a  d'unités  dans  a'""*  (voyez  n**  igi).  SoienI  Qy  QSy  Qf,  €tt.'^  wà 
4ilfe]centesi  Vlkl^junildci  x  moindrâs  qoe  ^^Pj  et  Soîen^  em  ^ùMème'  imàps 

R,  B^,  R,ei^.  les  valeurs  cbrrespoiidimteft  âe^'W  <{^tiU  ^y^î  à& 
poiifra  acreç.  ces  noin})re8  composer  les  £>miules.  '^ 

'    .    .  '1  *         *» 

duM.lesqnQUoft:  P  est  oomtanimdnt;  le  w/krem, .  el^  qpw  stooni  toiSii 
4î^^iu?9  qyis^dnaUqu^^  de  la  fomule /^^-^cu^.  >  :>     .  ^  >    » 

Soit  ;[?;^  +  a^z  +  ^^  u^  des  diviseurs  de  la  mèaie.  formulêi,  rédaii 
à  la  forme  la  plus  simple  y  et.  dans  lequelv  le  nombre  P  soit  contenu  y  on 
pourra  donc  supposer  P  '=^pf^  +  ^^fg  -h  ^*  Si  ensuite  on  détermine 
jf*  et  g^  d'après  réquatioir;^-^y*g^ï=i,  et  quon  mette  j^ -f-y**z  au 
lieu  de  7" ,  et  gf-^g^z  au  lieu  de  ;? ,  la  formule  pj^  4-  nqjrz  +  rs*  de- 
viendra par  cette  sid>stitution  Pj^  -|-  ^Mjz  4-  iVz%  et  on  aura 

SUBeurs.  on  pourra  toujoû^  preîidrey^'^^"dè*^paiatiierfe  qp^é  Jft*sbit 
moi(ld^e' ou  non  plus  graiid  que  \PJ  De  R'on  yoît  que  pour'  -r-'-^  '^ 
puiàie  être  suocessiVemeni '^gàl  jk.  chacun  dds  notnKte^^.Ô/ <^ '^ 
(comme  cela  est'ttécèssaiiife/^iptdk^ue  oba<]ti«^  ^lèiéar^^qaâ 
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]Py^  ^aQyz*\^  Bz^y  après  ayoïr  été.réduH  à  la  forme  la^plns  tîiiiple^ 
ffoit  cqïncider  avec  l'un  des  diviseurs  représentes  par  py^'\'2qjr%^rz^y 
il  SmX  que  les  valeurs  de  y*  et  g  puissent  itre  variées  en  autant  de  .ma- 
nières qu'il  y  a  de  nombres  Q^  Q,  Ç^,  etc.  ^  c'estrà-dire  en,  |in  nombre 
de  manières  2^*^  1  étant  le  nombre  des  âicteurs  premiers^  inégaux  et 
impairs,  qui  divisent  P  sans  divi3er.  c. 

Donc  le  nombre  P  sera  copspns.de  2"~'  manières  différentes  dans  les 
diviseiirs  quadratiques  de  la  .fçfrvi^ule  t* -f- eu*.  ..    - 

.  .  (f^)  Si  le  diviseur  qujftdratiquç.  pj'^  +  2qjrz  +rz%  est  le  seul  affecté 
à  un  méxne  groupe  de  diviseurs  linéaires ,  il  ^dra  que  les  ^'~~'  formes 
dont,  il  vient  d'être  question  soient  comprises  dans  ce  seul  diviseur , 
et  ainsi  il  y  aura  dans  ce  cas  2'"*  manières  de  satis&ire  à  Téquation 
Pzsijrji-^^  2q/'z  +nt^.  Résultat  remarquable,  et  qui  mérite  d'être  con- 
iSrmé  par  bn  exemple. 

^ ';Iua  :  formule  f*-(^6gtt*  jbl  pour  diviseurs,  d'après  la  Table  IV,  les 
nombres  premiers  5,  7,  i5,  17,  19,  etc.;  donc  le  produit  5.7.17, 
par  exemple ,  ou  SqS,  est  un  diviseur  de  la  même  formule.  Ce  diviseur 
,  étant  de  la  forme  2j6x'4''4^,  ^^  même  Table  fait  voîir  qu'il  doit  être 
compris  dans  le  diviseur  quadratique  yj^^2jrz'^JOz*;  et  parce  que  ce* 
diviseur  est  seul  de  son  espèce,  et  qu'en. même  temps  le  nombre  coniK 
pris  595  est  composé  de  trois  facteurs  impairs,  inégaux;  il  faudra, 
d'après  le  corollaire  précédent ,  que  SgS  sôit  compris  de  2^*  ou  4 
manières  dans  la  formule  T^^^-f-^y^z+ioz*.  En  effet,  si  on  metl'équa* 
«iob  6g&s±:  ijj^^^  2Jrz-^  lox*  sous  cette  forme  (7/+«)'=s4'^'~^% 
et  qu'on  donne  à  z  les  valeurs  successives  o,  1,  a,  5,  etc.,  on  trouvera 
Isa  •  isolations  [  siuvantés:  ' 


/ .  f 


3=1       ^=9 


.1 


r  .   3       ; 
•^••••?\  — 5.  • 


Donc  il  y  a  trois  valeurs  de  z  dont  une  répond  à  deux  valeurs  de  ^ ,  et 
ainsi  il  y  a  quatre  solutions  de.réquatioïi  'ptop^éé  ,  conformément  an 
théorème.  '!  -    i 

Remarque  /.Les  .mêmes  exceptions  qui  ont  été  observées  n*  ^i , 
lorsaue  P  est  premier  ou  double  d'un  nombre  premier,  ont  également 
Heu  lOT^que  jP  est  un  liombre  composé;  mais  elles  se  rapportent  toutes 
iiçLX  :  divi^v^  bifides,  et  on  u/suX  en:  £ure  ^b^tracâon^ 


SECONDE  PAUTIEi  377 

Herpâtçùe  II.  Si  un  nombre  impair  P  est  diviseur  de  la  formulé 
i^-^cu^y  où  c  est  de  forme  8/2+5^  et  qu'en  conséquence  P  soit  com^ 
pris  dans  le  diviseur  quadratique  jyy^^^qyz^rz^  dont  leà  coefficient 
sont  impair»;  on  prouvera ,  comme  ci-dessus,  que  le  nombre  P  sera 
compris  y  de  â^'  manières  différentes  y  dans  les  diviseurs  quadratiques 
de  la  formule  e-\-cu^y  i  étant  le  nombre  des  facteurs  premiers  inégaux 
qui  divisent  P  sans  diviser  e. 

Et  il  n'y  aura  point  exception ,  quand  même  on  aurait  rzss^qy  pourvu 
^'on  regarde  la  solution /ssm,  z=:ny  de  l'équation  P^=f!X^''\^z^z^ 
I^OBune  ne  différant  point  de  la  solution  ^s  m,  z=— m— /»• 

(245)  <c  Si  c  est  premier  ou  double  d'im  premier,  tout  nombre  N 
9  compris  dans  im  diviseur  quadratique  de  la  formule  f*-(-*«ti*,  n'y 
»  pourra  être  compris  que   d'une   manière,    tant   qu'on  n'aura  paa 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  chercher  quelles  sont  les  conditions 
pour  que  le  nombre  N  soit  contenu  deux  fois  dans  le  diviseiyr  quadra-        1  '    a7* 

tique  py^-^^q/z  +  /«•.  Alors  en  ÎBjasjx%py^qz:=^3cl on  aurait  les  deux     •^  #  •      • 
aolutions  y  ^ 

pN^=i  x^  +  cz^  =  «'•  4-  C2f*. 

Soit  i^*  7fz=iZy  on  ne  supposera  pas  en  même  tempa  x^z=zxy  parce 
qu'alors  on  aurait  ^^=7* ,  et  les  deux  solutions  n'en  feraient  qu'une  ; 
mais  on  peut  supposer  jt^=— x,  ce  qui  donnera  /'(^*f-J^O'H^^=o* 

Puisque  le  nombre  ^=/7r— -^  est  premier  ou  double  d'un  premier, 
les  nombres  p  et  2q  seront  premiers  entre  eux,  ou  n'auront  que  a  pour 
commun  diviseur. 

Dans  le  premier  cas,  on  ne  peut  satis&ire  à  l'équation  p{y-\^'y{^:xqz=o 
qu'en  Êtisant^-f-^/'sss  2mq  ,  z  =  "^mp.  On  a  donc  alors  N=^pjr^—!^qmpy' 
4-  rrn^p^  :=zp  [(^ — mq)*  Hr  cm']  j  donc  N  >pcm\  ou  en  général  N>pc. 
Les  cas  de  /?  =  i  et  /?=:  5  ne  donnant  qu'une  même  solution  ,  on  aura 
au  moins  ^  =  5;  ainsi  pour  que  N  soit  contenu  deux  ibis  dans  le  même 
diviseur  quadratique ,  il  £iut  qu'on  ait  N>5c. 

Dans  le  second  cas,  p  étant  pair,  si  l'on  &it  ^==a^,  on  aura 
l'équation  'T(j^-f^)+^^3=o,  à  laquelle  on  satisfit  en  fiiisant  z=:— «^m, 

y^^^zzzqm  ;  d'où  résulte  iVi=>7r;^---27^/?H-r7r'/iî"!==s  -  [(a;^ — y;^^*  -f-c/n*]. 
Donc  JV^> -cm*,  on  en  général  i\r>>  y*  On  ne  peut  supposer  /casa. 


^% 


^a  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

ni  ;i=s49  p^ce  qu'il  n'en  resuite  pas  proprement  deux  Sûlutiona,  ainsi 
k  moindre  valeur  que  puiaaû  avoir  p  ^si6,  ce  qui  donnera  JV.>\c. 

Sôit  !î*.  z^>Zf  alors  ayant  x^ — a;'^  =  c (z'*  —  s*) ,  l'un  des  fecteur^ 
x^^x%  a:— *x'  du  premier  membre  devm  être  divisible  par  o;  et  oomms 
le  signe  de  x'  est  à  volonté  ^  on  pourra  fidre  x^x' = cm.  De  U  résulte 

donc  on  aura  Np>\c^u^ ^  ou  en  général  Np^\p^  \  et  parce  quqa  a 
p<^\cy  il  s'ensuit  N>\c^\c. 

Cette  limite  est  égale  à  |c,  lorsque  c=48^  et  elle  est  plus  gra^d^ 
lorsque  c  surpasse  48.  D^ailleurs  en  examinant  successivement  tous  les 
cas  où  l'on  a  c  <C48>  ^^  ^^  rencontre  aucune  exception  à  la  proposition 
que  nous  avons  énoncée.  Donc  on  peut  dire  en  général  que  si  on  a  N<^\  c^ 
lé  nombre  N  ne  pourra  être  contenu  qu'une  fois  dans  un  même  iMviseur 
quadratique  de  la  formule  t*+cu%c  étant  premier  ou  double  d'un  preioler; 


-  :^r-'v^  ^* 
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§  XIV.  Sur  les  moyens  de  tromper  un  noinhre  prerniâr plue 

giyxTui  qh^un  iiomlre  donné. 

(^46)  23o)T  M  un  nombre  contenu  denx  ou  plusieurt  fois  dans  U 
fajnnnle  pj^-^^qy^-k^rz^ ^  ensorte  qu'oa  ait 

muhîpliant  tout  par/?^  et  faisant  a  l'ordinaire  /^r— -i^*=i;,  on  auva 

Supposons  que  c  ou  ^c  soit  un  nom)>re  premier^  ou  qu'au  moins  si 
Tun  ou  Tautre  est  le  produit  de  deux  fEicteurs,  Tun  deces  Êicteurs  soit 
commun  avec  p  et  q;  alors  l'équation  précédente  ne  peut  avoir  lieuj  k 
moins  que  pA'^qCd=,(py'JrqJ')  ne  soit  divisible  par  c.  Soit  donè 
py  +  qj"  z=z:±:(pA'\'qÇ  —  ^•^)j  on  aura ^  après  avoir  substitué  et  divisé 
par  Cj  l'équation 

Toutes  les  fois  que  Cette  équation  sera  possible^  c'est-4i-dire ^  foutes  les 
fois  qu'on  pourra  trouver  une  valeur  de  x  autre  que  zéro ,  par  laquelle 
le  premier  membre  devienne  un  quarré  parfait  ^  il  s'ensuivra  que  1^ 
nombre  M  ou  sa  moitié  n'est  pas  un  nombre  premier. 

(247)  &i  l'équation  (a)  n'est  possible  qu'en  faisant  jr=:=:o^  il  ne  faudra 
pas  encore  en  conclure  que  le  nombre  3f  ou  sa  moitié  est  un  nottibre 
premier.  Cependant  si  dans  ce  même  cas  le  diviseur  quadratique 
Ijy^ -j-  2y^s  +  rs*  relatif  à  la  formule  ^-f-ca%  est  seul  de  son  e^p^e  ^ 
ensorte  qu'un,  nombre  qui  y  est  contenu  ne  puisse  appartenir  à  aucun 
autre  diviseur  quadratique  de  la  même  formule  t^'-^cu*;  ou  en  d'autres 
termes^  si  le  diviseur  quadratique  pjr^  4-  ^qji^  +  rz*  est  seul  affecté  k  un 
même  groupe  de  diviseurs  linéaires ^  comme  on  en  voit,  des  exemple» 
multipliés  dans  les  Tables  IV,  V,  VI,  et  VII,  Je  dis  qu'on  pourra  con- 
clure que  le  nombre  ilf  on  sa  moitié  est  un  nombre  premier  y  sauf  une 
exception  dont  il  sera  fidt  mien^on»  ... 
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En  effet  ^  i  ''.  si  le  nombre  M^  compris  dans  la  formule  py^^2qyz-\^rz*^ 
est  divisible  par  deux  nombres  premiers  diffërens  non-diviseurs  de  c , 
on  a  déjà  vu  (n*  ^44)  7^^  ^  ^^^^  compris  de  deux  manières  différentes 
dans  la  formule  py^  •+•  2qjrz  -f-  rs%  puisque  celle-ci  est  seule  de  son  es* 
pèce.  Donc  alors  l'équation  (a)  aurait  au  moins  deux  solutions. 

a".  Si  le  nombre  M  est  égal  à  une  puissance  paire  du  nombre  pre* 
mier  cl^  ou  si  Ton  a  Mxza^y  alors  le  nombre  M  appartiendra  au  divi<- 
seur  quadratique  jr^'^cz^i  car  si  dans  ce  diviseur  on  £siit  ^=flt"  et 
0=  à  un  nombre  pair^  on  obtiendra  la  même  forme  linéaire  é^cx'^a 
qui  convient  au  nombre  M.  Mais  on  suppose  que  les  formes  linéaires 
dans  lesquelles  M  est  compris  ne  répondent  qu'à  un  seul  diviseur  qua- 
dratique jry^  +  :kqyz'^rz^i  donc  ce  diviseur^  dans  lequel  M  est  contenu^ 
n'est  autre  que  j^'-f-^z*,  ou  son  équivalent  ^*-f- 2;^ -f-(c-f-i)z*.  J*ob« 
serve  maintenant  que  le  nombre  M  qui  sera  exprimé  par  f^  -f*  ^^9 
f  et  g  étant  premiers  entre  eux  ^  pourra  Tétre  aussi  par  la  simple  for* 
mule  >%  en  faisant  ^  =  7^  =  a%  2  ==  o  ;  et  quoique  cette  dernière  ex- 
pression ne  soit  pas  régulière^  puisqu'on  doit  toujours  supposer  j  eï  z 
premiers  entre  eux  ^  cependant  il  n'en  est  pas  moins  vrai  qu'on  pourra 
fi^re  y  *  +  ^^  =  >%  6^  qu'ainsi  l'équation  (a)^  outre  la  solution  a;=o^ 
en  aura  une  autre  qui  donne  J^=  o. 

3*.  Si  le  nombre  ilf  =  a*^'^^,  et  étant  un  nombre  premier^  alors  il  est 
aisé  de  voir  que  a  et  M  appartiendront  au  même  diviseur  quadratique. 
Car  soit  e&^*+  ^fy^  *+*  7^*  ^^  diviseur  quadratique  qui  contient  a^  si  l'on 
£ût^=:a"  et  z  égal  à  un  multiple  de  2c,  alors  ce  diviseur  devient  de 
la  même  forme  linéaire  ^cx^a  dont  est  a^*^*  ou  M.  Mais  il  n'y  a  par 
supposition  qu'un  seul  diviseur  quadratique  qui  réponde  au  groupe  de 
formes  linéaires  dans  lequel  M  est  compris  ^  donc  ce  diviseur 
^»4.a^z+rz*  sera  identique  avec  le  diviseur  «y^  +  ^^z-h^z».  Or 
celui-ci  o£Enra  toujours  deux  manières  de  représenter  M^  l'une  ou^ 
et  z  seraient  premiers  entre  eux,  l'autre  où  l'on  ferait  ^ssa",  z^o: 
Donc,  en  vertu  de  ces  deux  expressions  ,  l'équation  (a)  aurait  encore 
deux  solutions. 

4''.  Si  on  a  ilf=:âi%  on  prouvera,  d'une  manière  semblable,  que  le 

nombre  M  appartiendra  au  diviseur  quadratique  ^'-f-a;'«-f-(^^)«', 
si  c  est  impair,  ou  au  diviseur  3;^*+^2*>  si  c  est  pair.  Dans  les  deux 

cas,  le  nombre  M  pourra  toujours  £tre  exprimé  de  deux  manières  ptfr 
ce  diviseur  ,  ainsi  l'équation  (a)  aura  deux  solutions. 
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5*.  Si  le  nombre  ikf  ssaa**"*"*,  on  prouvera  encore  de  la  même 
manière ,  qae  le  nombre  M  appartiendra  au  même  diviseur  qua- 
dratique quç  2et,  et  qu'ainsi  ce  diviseur  pourra  être  représenté  par 
207^-4-^^^  *H>2*.  Il  y  aura  donc  au  moins  deux  manières  de  siaitisÊiire 
à  l'équation  itf =;^  +  3^z+^S  ^t  par  conséquent  au  moins  deux 
solutions  de  Féquation  (a). 

(^48)  n  parait ,  par  Texamen  de  tous  ces  cas^  que  si  le  premier 
membre  de  Téquation  (a)  ne  peut  devenir  un  quarré  que  lorsque  x=o, 
on  peut  en  conclure  que  le  nombre  M  ou  ^M  est  un  nombre  premier. 
Il  faut  néanmoins  excepter  le  cas  où  M  aurait  un  facteur  premier  a  non 
commun  avec  Cy  et  plusieurs  autres  C,yy  etc.  communs  avec  c,  car  alors 

l'équation     II-  =  e  ne  serait  susceptible  que  d'ime  solution  ^  et  le 

nombre  M  ne  pourrait  être  représenté  que  d'une  manière  par  la  for-- 
mule  /^+3^z  +  '^*-  Mais  si  d'une  part  le  diviseur  quadratique 
pjr^'^tïqjrz'^rz^  qui  contient  M,  est  seul  de  son  espèce;  si  d'autre 
part  M  n'a  aucun  diviseur  conmnun  avec  o^  et  que  la  quantité.  •• 
C'-f-2(;ict+^C)jc— <5x*,  formée  d'après  la  valeur  Af=/?«*+37*^-|-'^% 
ne  puisse  être  égale  à  un  quarré  que  dans  le  seul  cas  de  a;=o^  on 
pourra  conclure  avec  certitude  de  ces  conditions  réunies^  que  le  nombre 
^  ou  sa  moitié^  s'il  est  pair^  est  un  nombre  premier. 

(249)  Cela  posé  ^  si  on  prend  pour  a  et  6  des  nombres  quelconques 
premiers  entre  eux ,  on  pourra  regarder  conmae  autant  de  théorèmes  les 
résultats  suiyans  choisis  entre  plusieurs,  autres  semblables  qui  sont  con- 
tenus dans  nos  Tables.  Us  indiquent  diverses  formules  générales  dans 
lesquelles  tout  nombre  compris  sera  premier  ou  double  d'un  premier  ^ 
si  la  formule  conditionnelle  ne  peut  être  un  quarré  que  lorsque  x=o  , 
et  si  en  même  temps  MeXc  sont  premiers  entre  eux^  ainsi  que  a  et  C 
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Formule  conditionnelle. 


C»  H- a  (« -t- €)  X — 
C»-f-6(«4-€)x  — 
C'  4-  6  (5a-K)  X  — 


i5x» 

57X» 
57X* 
95x* 
141X» 
—  igîx* 


t^ 


a(aA-|-Ox 
a  (a«-4-£)  X 

a(aa-{~0' 
a(aa-f-C)x 

6  (aa-iO  Jf 
a(a«f^<» 

io(a«i-ff)Jt 


IIX* 

igx» 
45x* 

laSaî» 
aSSje* 


«^-ri* 


rtMi*^ 


I   Mil     II  II     iiiag  t 


€^  •-h  lOOMP' 

^■-4-  loctx 


âa«* 
5«x» 
■  70«* 
i<»adc* 
-  igox* 


Formule  de  nombres  premiersl 


aa€+i4^ 
«•+act6  +  58C« 
5a'H-6ei(-f-aaC* 

1 5a*  H- 60^ +10^' 
I  la'  +  ■4''^  ~^  3^' 


*•  4-0^-1- 55» 

Soi*  4-  Soie  +  1 1^' 
et*  4.  aÇ  4.  4i^« 

S«*4-5a^4-i5C* 


MMh>w**««a«**i 


S**  -f-  546* 

5ot»  4-  58€* 


éire  un  ^peuairé  ^e  lors^e  ^asso  ^  il  âttidni  «Mayer  p^ir  4r  iMlcs  les 
Vftlearft  ^n  Hond>res  e&ttevs  compriMS  entre  les  dânc  i*aciafeft  dé  Tëquà-* 
Umi  ^*H^^(/7it-4-^)^^'^--^(dwieii8CK  Le  lÈtomàste  dm  msmi  est  dcwc  en 

général -^//iJlf,  Jtf  étant  le  nombre  /?ct'+2^AC+r6*  dont  on  veul  de* 

terminer  la  nature.  La  formule  la  plus  avantageuse^  ou  celle  qui  exige 
le  moins  d'essais^  est  donc  celle  où^  toutes  choses  d'ailleurs  égales^ 
p  sera  le  plus  petit,  et  c  le  plus  grand. 

Par  exemple,  si  on  considère  la  formule  ot'+flt€+4ï^%  ou  plutôt 
aa^+aaÇ+Saé*,  afin  de  l'assimiler  à  la  formule  générale ;?7^*+2^z*-|-rs% 
le  nombre  des  essais  pour  s'assurer  si  le  nombre  iV=«*-(-aé-f'4^^* 

est  un  nombre  premier,  sera  ^3-,  ou  à  peu  près  j-^/iV^- 

La  formule  5a*4"58€*,  qui  répond  au  nombre  c=  190,  est  encore  plus 
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itrantageuse^  aa  moins  en  prenant  a  impair;  car  si  Ton  &it  iV=s5â&*+38f  % 

le  nombre  des  essais  sera  ^ —  ^^^V^^^I^V^^-  ^  *'^^  suppose 

de  plus  dans  cette  seconde  formule^  que  le  nombre  ^  soit  impair^  ainsi 
que  a  y  le.  quantité  €'+  lOdtx-— igox*  ne  pourra  être  de  la  forme  8n-f-i,, 
ni  par  conséquent  devenir  un  quarré  ^  à  moins  qu^on  ne  suppose  or  de  la 
forme  4^  ou  4^— ct^  et  ainsi  les  formes  4^-f*3>  4^— -a  étant  exclues^ 

le  nombre  des  essais  se  réduit  à  J^i/N. 


(ySi)  Enfin  on  peut  observer  que  plus  et  sera  petite  plus  la  limite  de  x 
sera  petite.  D'après  toutes  ces  considérations,  voici  la  manière  qui  parait 
la  plus  simple  de  trouver  un  nond>re  premier  plus  grand  qu'une  limite 
donnée  Z. 

Ayant  Eût  «=1^  prenez  pomr  €  un  nombre  impair  ^V^?7   ^t  non-» 

divisible  par  5  ^  tqus  anres  le  nombre  impair  A'=s  5  -f-  38f *  plus,  grand 
que  la  limite  donnée  L;  ce  nombre  n*a  point  de  diviseur  commim  avec 
Y  90  ;  donc  pour  savoir  si  JV  est  un  nombre  premier  y  il  restera  à  exa^ 
miner  s'il  y  a  une  valeur  de  œ  autre  que  zéro  qui  puisse  rendre  la  quan«r 
tité  f  *  -4- 10^-^  igOvC'  égale  à  un  quarré.  Les  valeurs  de  x  à  essayer  se^ 
ront  tous  les  nombres  de  forme  4^  ou4^+^>  ^^^  positif  que  négatif 

moindres  que  --7 —  :  si  aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont 

il  s'agit  égale  à  un  quarré ^  on  en  conclura  que  le. nombre  5  +  ^8^'  est 
un  nombre  premier. 
Soit  proposé  9  par  exemple  9  de  trouver  par  cette  mé  diode  un  nombre 

premier  plus  grand  que  loooooo;  on  prendra  €  impair  et  >v^ — gg — ^ 
Soit,  C;b  xô^^il  fsuidra  voir  si  on  peut  satbfaire  à  l'équation 


Les  valeurs  de  ar  à  essayer  seront  seulement  -«-i^  S^  ^4y  "**^>  7  9 
db8.^  "^9>  xi;  et  comme  aucune  d'elles  ne  rend  le  premier  membre 
'gai  k  un  quarré^  il  s'ensuit  que  le  nombre  5  -f*  58^*s=  1009637  est  un 
aombre  premier* 


(aSa)  Ban9  des  exemples  plus  eompliipiés  ^  on  parviendrait 
ment  à  dimimier  encore  le  nombre  des  tentatives ,  en  observant  quelf 
sont  les  restes  des  qmo^és  divisés  par  5,  par  7^  ou  pur  quelqu'autre 
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nombre  premier,  et  excluant  .les  valeurs  de  x  qui  ne  peuvent  donnef 
ces  restes.  Ainsi,  en  prenant  C=5A,  on  trouverait  que  x  ne  peut  avoir 
aucune  des  quatre  formes  9A:-f-3,  9A-I-4,  9^+6,  9^+7  >  ^Ç  T^î  ^^ 
duit  le  nombre  des  essais  aux  |  du  nombre  total.  Si  Ton  avait  ^=j22Ad=i, 
les  formes  exclues  seraient  xsriiiÀr-P'i,  6,  8,  9,  10,  et  le  nombre  des 
essais  serait  réduit  aux  -f-^.  Donc  par  la  combinaison  de  deux  semblables 
suppositions,  c'est-à-dire  en  prenant  C  =  66m±3i ,  le  nombre  des  va- 
leurs de  a:  à  essayer  se  réduirait  à  |.-^  ou  j|  du  nombre  total,  qui  est 
environ  yj ^/Z,  et  deviendrait  seulement  -^^L. 

Soit ,  par  exemple ,  C  =  68 1  ;  pour  savoir  si  le  nombre  5  -f*  58^' 
=  17  622  925  est  un  nombre  premier,  il  faut  voir  si  on  peut  satisÊiire 
à  r^'quation  463761  +  lox —  190a:*  s^*;  et  d'après  ce  que  nous  venons 
de  trouver,  les  valeurs  de  a:  à  essayer  se  réduisent  aux  suivantes  : 

II,  27,  35,  56,  44,  47,  —4,  —8,  —9,  —17,  —28,  —57,  —40,  —44, 


Or  la  valeur  35  donne  ^  =  481,  donc  le  nombre  dont  il  est  question 
n'est  pas  un  nombre  premier. 

Soit  encore  €=747,  on  aura  la   quantité   558o09  +  ioar— i90x*,' 
dans  laquelle  il  faudra  substituer  pour  x  chacun  des  nombres  suivans  : 

\  1 ,  27, 55, 36j  44, 47,-4,— 8,— 9,—.!  7,— 28^^-57,— 40,— 44,-^52,— 55. 

Et  comme  on  trouve  qu'aucun  de  ces  nombres  ne  rend  la  quantité  dont  il 
s'agit  égale  à  un  quarré ,  il  s'ensuit  que  le  nombre  5+38C^=2i  204  547 
est  un  nombre  premier. 

*  (255)  On  peut,  d'après  ces  principes,  expliquer  d'une  manière  satis- 
faisante ,  pourquoi  certaines  formules  renferment  une  suite  de  noxnbres 
premiers  assez  étendue.  (Voyez  Introd.  n*  XX.) 

Par  exeniple,  on  trouve  dans  la  Table  (n""  249)  que  la  formule 
ci*-{-ct-f-4i  doit  être  égale  à  un  nombre  premier,  toutes  les  fois  que  la 
quantité  1  -f-  (4*  +  2)0:  —  iGSLr*  ne  pourra  devenir  un  quarré  qu'en  fai- 
sant a: = o.  Or  on  voit  au  premier  coup-d'œîl ,  que  cette  quantité  ne 
pourra  être  un  quarré ,  ni  même  un  nombre  positif,  tant  que  4âH-2 
sera  <  i65 ,  ou  a<4o.  Donc  si  on  fait  successivement  «=0,  1, 
2,  5. .  •  jusqu'à  59,  toutes  les  valeurs  qui  en  résulteront  pour  «*-f* «4-41^ 
doivent  être  dés  nombres  premiers. 

On  trouve  également,  dans  la  Table  du  rf  !i4g,  que  la  formule 
•rt*+58  désigne  un  nombre  premier  ou  son  double^  toutes  les  fois  que 
i+2cLr — ^.58ar*  ne  pourra  être  un  quarré  (excepté  en  fidsant  x ;:^ o). 
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Or  il  est  manifeste  que  cette  quantité  ne  peut  être  un  quarré  tant  que  a 
sera  au-dessous  de  29.  On  voit  donc  a  priori  que  les  29  premiers  nombres 
contenus  dans  la  formule  a*  -f-  58  doivent  être  premiers  où  dôûBles  de 
premiers. 

Il  en  est  de  même  des  19  premiers  nombres  contenus  dans  la  for^ 
mule  5:5*  + 58,  parce  que  la  quantité  i  4-  loetx — 190a:*  ne  peut  devenir 
un  quarré  tant  que  a  est  au-dessous  de  19. 

Remarque.  Le  problème  de  déterminer  un  nombre  premier  plus  grand 
qu'un  nombre  donné,  n'est  pas  résolu  complètement  dans  ce  paragraphe* 
On  a  indiqué  seulement  diverses  formules ,  dans  lesquelles'  prenant  au 
hasard  un  nombre  plus  grand  que  la  limite  assignée,-  il  y  a  déjà  une  pro^ 
habilité  assez  grande  que 'cétiombre'.serapremîeh  Mais  pour  s'ïen  assu^ 
rer  entièremetat,  il  £aiiit  fiure  des  essais  qui  sont  d'autant  plus  longs  ,  que 
le  nombre  dont  il  s*agit  doit  être  plus  considérable  ;  et  si  ôette  ghmdetÉr 
passe  certaines  limites ,  il  pourra  être  plus  avantageu:)^  dé  suivre  les  me» 
thodes  indiquées  dans  le  paragraphe  suivant.  » 


O^  %]i^     11%*  i--^^ 


If 


i     » 


►•^  %« 


.  &  * 
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§  XV.   Usage  de:^  Théorèmes^  précédons  pour  reconnaître  si 
un  nombre  donné  est  premier  ou  s*â  ne  V est  pas. 

L.    .  .  ...  .       ^  .  .."..• 

^  K  s  Tables  «le  mniBnes  pnenalcrs  ^ijiW  a  con8tr^ite6  jusqu'à 
préseot  a'éu^it  pas  fort  étendues,  il  sei^ait  à  désirer^  pour  U  perfec- 
tiAa  de  )b  Ûiéorî^  des  iK>inbres*,.<|aaa  trounràt  iiue  métbode  pralicablt 
au  moyeu  da  lA<|ueUe  on  put  décider  asses  promptemenl  si  ua  nombre 
dominé  qui  exeèdei  les  liiÉàkes  des  Tables  est  piremier  on.  s'il  ne  l^st  pas. 
Ëa  (attendait  bquQ  cette  mélbode  soit  trouvée  ir  nous  allons  £ure  voir  quels 
secours  on  peut  tirer  des  tbooc-èities  elcposes  jusqu'à  pisésent^  pour  la  %o^ 
Jiutioji  de  ce  problème  particulier. 

On  a  déjà  vu  cp^  si  le  nl>mbiie  proposé  ^/i  est .  df  la  forme  a"  rb  i  y 
^0^  }wW    Qu  s'il  est  seulement  diviseur  de  cette  formule ,  tout  nombre  premier 
^'  qui  divise  Aaoïi  être  de  la  forme  nor-f-i  ou  a/ix-f- 1  lorsque  n  est  im- 

pair ;  car  s'il  n'était  pas  de  cette  forme  ^  il  diviserait  le  nombre  plus  petit 

a  d=  1 9  y  étant  un  diviseur  impair  de  n.    Ayant  donc  examiné  tous  les 

m 

nombres  adzi  y  qui  remplissent  cette  condition ,  si  aucun  de  leurs  fac- 
teurs premiers  ne  divise  A  y  on  sera  assuré  que  les  diviseurs  de  A  ne 
peuvent  être  que  de  la  forme  mentionnée  nx-\r  i  ou  nnx  +  i  >  et  si  /s 
est  impair ,  il  £aiudra  non-seulement  que  les  diviseurs  de  A  soient  de  la 
forme  3/ix4- 1  y  niais  qu'ils  soient  aussi  de  Tune  des  formes  linéaires  qui 
conviennent  aux  diviseurs  de  i^dnai^*  Ces  formes  étant  connues  par  nos 
Tables  (au  moins  lorsque  a  ne  passe  pas  leurs  limites),  on  pourra,  par 
la  combinaison  de  ces  deux  conditions,  réduire  beaucoup  la  multitude 
des  nombres  premiers  moindres  que  \/A  par  lesquels  il  faut  essayer 
de  diviser  A.  Nous  avons  déjà  donné  des  exemples  de  cette  méthode 
dans  le  §  Y;  nous  ajouterons  encore  les  deux  suivans. 

(aSS)  Considérons  i*.  le  nombre  a**— is=(2^— i).io8a4oi,  et  pro- 
posons-nous de  trouver  tous  les  diviseurs  du  fiicteur  108^401=:^; 
comme  ce  nombre  n'est  pas  divisible  par  2^—  i  =5i ,  il  ne  peut  avoir 
pour  diviseur  que  des  nombres  de  la  forme  5ar-H  i  *  De  plus^  le  nombre 
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A  étant  diviseur  de  la  formule  3*^ — 21  qui  e^t  do  la  fpcme  i^^-^vi^^  il 
£iudra  <pie  Jes divisemrs  de  A  $#tfs»l  del^ forme 8/»Tih<i9  fiii 4^  Ifl iocfo^ 
S/i+y-  Mais  li^  foiue  Sojc-r}^!  ren&rm^  les  quatrj^ 

2000:+ 1,    5ï,     rofiy    i5i; 

excluant  donc  la  seconde  et  la  troisi^Q[ie  qui  ne  s'accordent  pas  arec  les 
formes  Sa-I"!  et^A+7^  il  ne  restera  pour  les  diviseurs  d^  ^quel^ 
deux  formes 

^ooa:-f^.ij      500j:+i5i.  , 

Les  nonâ)res  moindres  que  \^A  compris  dans  ces  formés  sont  : 

i5i^  aoi^  SSzy  4^i>  55j^  6ox^  ySi^  801^  gSi,  looi; 

d'où  excluant  ceux  qui  ne  sont  pas  premiers,  il  reste  les  quatre  seuls 
nonfbres  i5ï,  401,  601,  'ySfi,  par  tescjuebilfeutes^yer-dedî^èt;^^ 

La  division  ne  réussît  lii  par  i5i  ^  ni  pàt  401  >  mais  elle  réussi tjpàr 
601 ,  et  on  a  pour  quotient  1801  ;  donc  le  nombre  A  n'est  pas  uA  nombi*e 
premier.  Et  quant  au  quotient  1801^  il  est  nécessairement  premier^  car 
s'il  ne  Vêtait  pas  ^  il  admettrait  la  division  par  un  nombre  nroiadre  que 
|/i8o« ,  ce  qui  n'est  pas  possible^  puisque  le  mmndre  nombre  prennêr 
qui  divise  u^  est  6oi.  Donc  OQ  a  -simplemeutv^.==r6o.i .  iS^i-. 

Considérons  a^   le  nombre  2*'-— 1= (2^—1). 262657,  et  soit  proposé 

de  trouver  les  diviseurs  du  nombre  ^s:  262657  ;  il  ^st  fecile  de  s'assurer 

que  ce  nombre  n'est  divisible  p»r  aincua- de  cçux  qui  divisent  2^-*<<-i  -9U 

a>  — •  i;    donc  jses  diviseurs.^  s'il  en  |i^  sont  de  la  forme  54a:  +  j« 

.  D'ailleurs  A  étant  lui-an£me  divi^eiivr  de.^'^-r^t^  les  diviseurs  deu^  sont 

.aussi  de  laifomifi.^'-r  2ie%  et  par  con^^équen^  4e  l'ime  4ef  fprnies  8/s4*i 

et  8nTf-7.  Si  ML  conibine/doacceSideiixfomnes  civ^ecla  fçinne  544Crf-i> 

•on  aura  les  dei^it  £nrmes  2il5ii!+^f  dj^i6aHr55^  lesquelles  nie  oompreimfjnt^ 

auHlessiMfi  de  ;^j^^s=5jâ^:qu^  los^otnq  nombre^  S^^  m^^yÇijj.^  4^3^  4^. 

Retrancbani  de  i:eux-ciles  nombres  composés^  il  ne  reste  à  essayer  ^e 

les  trois  nombres  premiers  27 1^  4^5»  4^7  ;  e^t  comme  aucun  de  ces.trois 

nombres  ne  ditsise.  262657  ^  ûnen  coniclure  a;Viec  jciertitiide  qui»  06^1^7 

est  un  nttobrç  premier^  i   , 

(256)  En  général  ^  étant  proposé  un  nombre  quelconque  A ,  on  t&- 
«bera  de  ramener  ce  nombre  ou  un  de  ses  multiples ,  à  la  forme  C'+'Oi^f 
«  ^nt  un  nombre  le  moins  |[rand  possible ,  et  qui  ne  passe  pas  les  li-* 
mites  des  Tables.  Pour  cela^  il  faut  extraire  la  racine  quaroée  taût  de 
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A  que  de  quelques-uns  de  ses  multiples  2-^,  5^,  4^^  etc.,  et  on  fera 
ensorte  que  le  i^ste ,  positif  ù^u  négatif,  soit  de  la  forme  att%  u*  étant 
le  plus  grand  quarré  par  lequel  ce  reste  !est  divisible. 

Dès  qu'on  aura  mis  A  j  ou  en  général  kA  sous  la  forme  t^dzau%  on 
sera  s&r  que  les  diviseurs  de  A  sont  compris  parmi  les  formes  linéaires 
des  diviseurs  de  la  formule  i^zhzau*;  et  comme  ces  formes  linéaires  ex- 
cluent la  moitié  des  nombres  premiers,  autant  on  aura  trouvé  de  formes 
différentes  t*  db  au^  pour  A  ou  kA ,  autant  de  fois  on  aura  réduit  à  moitié 
le  nombre  de  diviseurs  à  essayer  pour  le  nombre  A.  Si  donc  il  y  a  //i 
nombres  premiers  compris  depuis  i  jusqu'à  ^A  ^  et  que  i  soit  le  nombre 
des  formes  t^dizau^  dont  il  s'agit,  on  n'aura  plus  à  essayer  que  (jy*fn 
nombres  premiers,  pour  s'assurer  si  A  est  premier,  ou  s'il  ne  l'est  pas. 
'  Si  A  était  un  diviseur  de  la  formule  a*zt:  i ,  ou  a*zt:  &",  a  et  b  étant 
premiers  entre  eux  ^  on  aurait  de  plus  les  conditions  dont  nous  avons 
déjà  parlé,  qu'on  combinerait  avec  celles  qui  résultent  de  la  forme 

(sSy)  Enfin  on  peut  encore  indiquer  un  moyen  qui  le  plus  souvent 
Aura  du  succès.  11  consiste  à  convertir  en  firaction  continue   \/A  ou 

\/2A,   \/^A  ^  etc.  Car  sj  en  général       ..w  ■      est  un  quotient-complet 

provenant  du  développement  de  U^kA,  et  que  ^  soit  bi  fraction  con-* 

vergente  qui  répond  à  ce  quotient,  on  aura  (n*  5o)  dsiDsssp^'-^kAç^f 
ou  kAq*z=s:p^zfiD.  Donc  les  diviseurs  de  A  sont  diviseurs  de  p^D, 
ou  en  général  de  ^qpDu^,  savoir  de  t^'^Du^  lorsque  le  quotient-» 
•  pomplet  est  de  rang  pair,  et  de  t^^^Dif  lorsqu'il  est  de  rang  impair; 
Dans  cette  opération,  le  nombre  Z>  n'excède  jamais  tk^kA^  et  le 
plus  souvent  il  est  beaucoup  plus  petit;  ainsi  on  pourra  connaître,  par 
ce  moyen,  deç  formules  asses  simples  t^dtzDu^  dont  les  Êicteurs  de  A 
doivent  être  diviseurs.  Et  s'il  arrivait  qu'on  trouvât  deux  formules 
l^-{-/7e^,  t^'^Du*  contenant  la  même  valeur  de  Z?^  il  s'ensuivrait  que 
A  qui  divise  l'une  et  l'autre,  divise  /*-4-^%  et  par  conséquent,  que  ses 
propres  diviseurs  doivent  être  aussi  de  la  forme  7^4*9%  et  delà  forme 
^néaire  4^-f- 1 ,  ce  qui  abrégerait  les  calculs. 

/     (a58)  Appliquons  ces  principes  au  nombre  555667=^.  On  trouvera 

y.^j^v»vm^  I    4'ai)ord,  par  l'extraction  de  la  racine,  As=:S'/j*  +  82.5^}  donc  A  est 

a{  «"vU^  \^   4ç  la  forme  e^dàw^  et  ses  diviseur»  dpivent  être  du  nombre  de  ceii:ç 
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qui  conviennent  à  cette  formule.  Pour  trouver  d'autres  iblnnes,  j'essaie 
de  décomposer  des  multiples  àe  A  ^  je  .trouve  y  par  exemple  y  . .  •  .* 
^Az=z  looiooi  =(i.ooi)*—  io(iq)*,  quantité  de  la  forme  ^•—  loa'j 
donc  les  diviseurs  de  A  doivent  être  de  l'une  des  formes  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  /*  — -  lou^.  Ces  deux  formes  réduiraient  déjà  au  quart 
seulement  les  noncibres  premiers  qui  sont  à  essayer  pour  diviseurs  de  A^ 
et  qui  doivent  être  moindres  que  ^A  oxlBjj.  Mais  comme  Topératioa 
serait  encore  longue  y  nous  chercherons  de  nouvelles  formes  par  le  déve- 
loppement de  \/A  en  fraction  continue.  Ce  développement  donne  les 
quotiehs-complets  qui  suivent  : 


X/A 


591         > 

VA  +  5i8 
69         ' 


\/A+S77 
73g        ^ 


y/^-f  i6i 

417        ' 


y/^  -f  fl56      \/A  +  587  . 
643        >         fi86        * 


\^A  4-  5i  1      \/A  +  095  •    y/u^-f  519      ]/A  4-  439 


606 

VA  +  5i7 
9611 


407 

i/^  +  445 
141 


i58 

V/^  +  54fl 
5288 


947 


etc. 


De  là  on  voit  que  les  diviseurs  de  A  doivent  diviser  les  formules 

e  +  jZSt^  ou   t*+82u^y  e^4iji^y  ^+643«»,  etc. 

Les  plus  simples  sont  f'-f-Saa*,  ^*— 691^%  et  t^^2u*  y  car  c'est  à 
cette  dernière  que  se  réduit  la  formule  t^  +  2881^  donnée  immédiate- 
ment par  le  terme  D  =  2188. 

Si  à  ces  formes  on  ajoute  celle  qui  a  été  déjà  trouvée  ^  — •  lou^^  on 
sera  en  état  de  diminuer  beaucoup  le  nombre  des  essais  qui  restent  à 
Eure.  Et  d'abord  les  diviseurs  de  t*  +  21^  étant  de  la  forme  8/i  +  > 
ou  8/ï-{-5;  et  ceux  de  i*—  lou*  étant  4o^-f- 1,  3^  9^  i3,  37,  3i,  87, 
39  ;  si  on  rejette  parmi  ceux-ci  les  formes  qui  ne  sont  pas  8n^  i  ou 
6/1+5^  il  ne  restera  que  les  formes  4^^+  ^>  ^^  9»  ^7« 

Maintenant  si  on  développe  tous  les  nombres  premiers  compris  dans 
ces  formes  jusqu'à  577  qui  est  \/A^  on  trouvera 


«  ^  «  V  V  w  w 

I,  5,  4ï>  45,  67,  83,  89,   107,   i63,  22jy  341,  281,  283, 

•  •        •  •  « 

347,  401,  409,  443,  449,  467,  481,  5ai,  5^3,  547,  563,  569; 

d'où  éliminant  ceux  qui  ne  peuvent  être  diviseurs  de  <•  —  69»*,  ce  qu'on 
teconnaitra  facilement  (Table  III)  par  les  formes  2760:  +  ^  q^  <^on- 
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Tiennent  à  ces  diviseurs,  il  restera 

t,  83,  89,  107,  165,  337,  a8ï,  4^1,  4^>  4^j  Sût  y 

547,  565,  569, 

Enfin  rejetant  de  même  parmi  ces  ^rniers  cetxz  qui  ne  peuvent  être 
diviseurs  de  la  formule  /*  -f-  Saw*,  ou  qui  ne  sont  pas  de  la  forme  SaSx+flr 
içtiî  convient  a  ces  diviseurs  (Table  VI),  il  ne  restera  à  essayer  que  les^ 
^Mfpt  nombres  premiers  : 

85,  107,  i63,  401,  4^9>  467 >  56g. 

Or  aucun  de  ces  nombres  ne  divise  355667 ,   ainsi  on  est  assuré  que 
333667  est  un  nombre  premier,     i 
On  aurait  diminué  de  beaucoup  le  nombre  des  tentatives  ,  si  on  eût 

observé  que  5jà  étant  looiooi  rr  lô*  +  10'  +  1=    ■, ,les  diviseurs 

de  j4  doivent  diviser  lo^  — •  i ,  et  par  conséquent  doivent  avoir  la  forme 
18a:  -f- 1.  Mais  nous  avons  voulu  aire  voir  comment  on  doit  procéder 
lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  nature  du  nombre^  qu'on  examine. 

(359)  Proposons-nous  encore  le  nombre  10  091  4^1  =s  u^  :  il  fmdrait^ 
suivant  le  principe  général ,  essayer  la  division  par  tous  les.  nombres 
premiers  moindres  que  \/^  y  c'est-à-dire  moindres  que  3176.  Mais  pour 
diminuer  le  nombre  de  ces  tentatives ,  nous  chercherons  tout  d'un  coup, 
par  le  développement  de  y/^  en  fraction  continue ,  les  diverses  formules 

t*  db  Du^  dont  A  doit  être  diviseurr  Soit    ■  ^^  l'expression  ^nérale  du 

^otient-complet,  on  trouvera  que  les  valears  de  D  fournies  par  cette 
opération  sont  successivement  : 

2)=ï=i,  4425=22177.5%  19382=482. 2*,  170g,  2189,  5055  =  557. 5*, 
5872=718.2*,  !i5ii  =  3î.9»,  5755,  584  =  6. 8»,  5585,  457, 
3648  =  57.8*,  2619,  2495,  i85,  2019,  72o  =  5«i2*,  2965, 
i5:i  =  38.2*,  TO6i  =  a29.î?,  565,  486=:5o.4*,  1119,  34i5, 
27i2=:678.2*,  2525=  101.5*,  5789  =  421.3*,  184=46.2*,  etc. 

De  là  on  déduit  déjà  plusieurs  formules  assez  simples ,  desquâles  A 
floit  «tre  diviseur.  Ces  formules  sont  : 

>4-  5ift%  <*  +  6«',  f  —  5ju'j  f»4.5u»,  f+i9u*,  f—Zou*,  i'— 46tt". 
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Mais  il  est  à  olserver  que  la  formule  t*  —  5oa*  n'apprend  rien  de  plus 
que  les  deux  précédentes  ^*  +  6tt*  ,  ^•  +  5w*J  ^^  si  un  nombre  pre- 
mier est  diviseur  de  t*  +  6u*  et  de  t*  -{-  5m*  ,  il  sera  diviseur  de  t* — 3om*  ; 
de  même  la  formule  t^  -f-  5Su^  est  censée  comprise  dans  les  deux  prëcé* 
dentés  <*-|-6a*,  t^  —  Syw*.  Il  ne  reste  par  conséquent  des  sept  formulent 
précédentes^  que  cinq  qui  soient  distinctes  les  unes  des  autres^  et  qui 
/pouvant  chacune  réduire  ie  nombre  des  essais  à  moitié^  pourront  par 
leur  combinaison  réduire  ce  nombre  à  sa  trenterdeuxième  partie.  Par  ce 
moyen ^  le  nombre  des  essais^  ou  celui  des  nombres  premiers  moindres 
que  y^^ ,  qui  aurait  été  environ  4^4  >  se  réduit  à  14,  et  l'opération 
devient  praticable.  On  adorait  pu  encore  prolonger  davantage  le  calcul 
des  valeurs  de  Z>^  et  il  en  serait  résulté  les  nouvelles  formules  ^*-— 55a*, 
t^ — 97"* >  ^*f-5a*,  dont  j4  doit  être  diviseur.  Avec  tous  ces  secours, 
voici  comment  on  trouvera  toutes  les  formes  linéaires  qui  conviennent 
aux  diviseurs  de  ji. 

1*.  Les  diviseurs  de  «*  +  5a*  sont  en  général  de  la  forme  6a:  +  i  ^ 
laquelle  contient  les  quatre  formes  24X+  1,^,15,19. 

a*.  De  ces  quatre  fermes,  il  n'y  en  a  que  deux  qui  peuvent  diviser 
t*  +•  6a*,  ce  sont  24^  + 1 ,  ^4»  +  7- 

5*.  Ces  dernières ,  considérées  par  rapport  aux  multiples  de  5 ,  coU'-* 
tiennent  les  huit  formes  i^oxH-  ïj7>3i,49>75,  79, 97,  io3,  parmi 
lesquelles  écartant  celles  qui  ne  peuvent  diviser  ^*-{^5a*,  il  restera  Jef 
quatre  formes 

i;ioic-f-i,  79  49>  ^^'* 

Les  nombres  premiers  conteitofi  dans  ces  Sormt»  divisanmt  donc  d*lft^ 
fois  les  trois  formules  /*  +  5a* ,  /* -+- 6a»,  /* •+•  5t^. 

4**  Si  les  quairer  formes  précédentes  sont  développées  par  rapport  aux 
multiples  de  11.;  c'est-^à-dire  ^  si  au  lieu  de  a:,  on  met  successivement 
iij?,  iia>tf«i,  iix'^ay  etc.,  et  qu'on  rejette  les  multiples  de  11  >  il 
en  résulte  les  quarante  formes  suivantes  : 

îSaox+i,  7,  49,  io5,  1^7,  169,  225,  241,  247,  289,  545, 
56i,  567,  4o9>  465,  48ï,  4^7^  529,  601,  607,  705,  721, 
727,  769,  825,  84i,  889,  945,  961,  967,  1009,  io63, 
1081,  1087,  1129,  ii85,  1201,  1207,  i249>  i5o.5. 

Parmi  ces  formes ,  il  ne  faut  conserver  que  celles  qui  peuvent  diviser 
t^ — 55a*;  pour  cet  eflfet,  on  prendra  dans  la  Table  III  les  formes  22oa>-f-a 
qui  divisent  <*  -— *  55a*  ;  et  la  comparaison  faite  ,  on  trouvera  qu'il  ne  reste 
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que  les  vingt  formes  : 

iSaox  4-  1 ,  49  >  ïo5  ,  169 ,  22Z  ;  247  ,  289 ,  56i ,  567 ,  4^5 ; 
487,  529,  727,  8:^5,841  ;  889, 961,  1081,  1087,  ï565. 

Maintenant  si  l'on  prend  les  nombres  moindres  que  5176  compris 
dans  cette  formule ,  et  qu  on  en  exclue  les  nombres  composés ,  ils  se 
réduiront  aux  suivans  : 

io5,   223,    567,  487»   7^7>  823,  1087,  i32ijj  1423,  1489» 
1543,  1609,  1783,  2143,  2161  ,  2281,  2689,  3ooi,  5169. 

Excluant  encore  de  ceux-ci  les  nombres  qui  ne  peuvent  diviser.  ^"H-  Sia^, 
il  restera  les  onze  suivans  : 

io3,  727,  1087,  i32i,  1423,  1489,  1609,  1783, 
2143,  2281 ,  5169. 

Enfin  si  on  exclut  de  même  ceux  qui  ne  peuvent  diviser  t^  +  58tt*^  on 
n'aura  plus  que  les  six  nombres 

727,  1087,  1435,  i4^j  ï7^5i  2281; 

et  la  condition  qu'ils  soient  diviseurs  de  ^  <—  4^*  >  1^^  réduira  de  nou-^ 
veau  aux  trois  nombres 

727,  i4^3,  2281. 

n  est  inutile  d'aller  pins  loin  dans  la  réduction  de  ces  nombres^  et  ont 
aurait  même  pu  se  dispenser  d'aller  aussi  loin  ;  or  on  trouve  qu'aucun  dé 
ces  nombres  ne  divise  lô  091  4oi  >  on  pourra  donc  conclure  avec  cerd-^ 
tdde  que  16  091  4ot  est  un  nombre  premier. 

Euler  est  parvenu  au  même  résultat,  en  s'assnrant  que  ro  091  401  ne 
peut  se  décomposer  que  d'une  seule  manière  en  deux  quarrés-,  ce;qui 
est  un  caractère  essentiel  des  nombres  premiers  4'^-f-  !•  CVoyeï^le 
Tom-  IX  des  Noifi  Comm.  Petix^p:  Voyez  aussi  les  Mémoires  de  Berim^ 
année  1771-)  ^ 
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THÉORIE  DES  KOMBRES  CONSIDÉRÉS  COMME 
DÉCOMPOSABLES  EN  TROIS  QUARRÉS. 


§  I.  Définition  de  la  Jbrme  trmairô  ;  Nombres  et  dwiseur^ 
quadratiques  auxquels  cette  forme  peut  ou  ne  peut  pas 
contenir. 


(260)  Jljes  nonii>res  susceptibles  d'être  décomposés  en  trois  quarrés^ 
forment  diverses  classes  très-étendues  qui  jouissent  d'un  grand  nonlbre' 
dé  belles  propriétés ,  et  sous  ce  point  de  vue  >  ils  méritent  de  fixer  rat*- 
tendon  d^s  analystes*  Nous  appellerons ,  pour  abréger  ^  forme  trinaiter 
d'un  nombre  ,  toute  manière  d'exprimer  ce  nombre  par  la  somme  de 
trpis  quarrés  ;  ainsi  5g  pouvant  se .  représenter  par  25 -4*^^*1^  9»  et 
par  49  +  9  ^  i>  chacune  de  ces  expressions  sera  une  forme  ou  valeur, 
trinaire  de  SgV  '  ♦ 

Une  forme  trinaire  est  composée  en  général  de  trois  quaires^^  mais 
elle  peut  ne  l'être  que  de  deux  ou  même  que  d'un  seul ,  parce  que  dans 
ces  cas ,  zéro  sera  r^ardé  comme  quarré  complétif.  Ainsi  26  a  deux 
formes  également  trinaires  25  +  1 .  et  16  rh  9  -(-  i . 


I  ■ 


■  1 


(261)  Lorsqu'un  nombre  est  divisible  par  un  quarré  ^  les  fonj^es-ti^i'. 
i^res  particulières  à  ce  nombre  sont  celles  <lont  les -trois  teripes  ne  .sont 
pas  divisibles  par  un  même  quarré  :  celles  dont  l^s  trois  termes  fiuraîent 
un  même  diviseur,  sont  en  quelque  sorte  étrangères  à. ce,. nombre,  et 
doivent  être  regardées  comme  des  Jbrmes  trinaires  impropres.'  Ainsi  189 
a  trois  formes  triifaires  propi%â ,  savoir 

ior-f.8*  +  5* 
11*4- 8* -fa', 

et  une  .forme  trinaire  impropre  ^  savoir  12*  •+•  6*  rly;  5*j{,,.j9çf  les  Jrc^x^.-^ 
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termes  de  celle-ci  étant  divisibles  par  5*,  cette  valeur  n'est  autre  chose 
qu'une  forme  trinaîre  de  31  ,  savoir  4*  +  2*  4*1 1*,  dont  on  a  multiplié 
tous  les  termes  par  3*. 

Les  formes  trinaires  impropres  d'un  nombre  (t^c  se  déduisent  des 
formes  trinaires  propres  du  nombre  c ,  en  multipliant  les  termes  de  celles- 
ci  par  cL^\  et  s'il  y  a  plusieurs  quarrés  difféirens  qui  divisent  un  nombre 
proposé,  il  y  aura  également  plusieurs  manières  de  trouver  des  formes 
trinaires  impropres.  C'est  pourquoi^  dans  tout  ce  qui  suit^  nous  ne 
considérerons  jamais  que  les  formes  trinaires  propres  des  nombres  ; 
nous  les  appellerons  simplement  yb/Tiie^  trinaires  ^  et  nous  ferons  ab- 
straction dès  formes  trinaires  impropres. 

(263)  Une  forme  trinaire  propre  peut  être  composée  de  deux  quarrés 
seulement  9  pourvu  qu'ils  n'aient  pas  de  commun  diviseur  ^  car  en  y 
ajoutant  le  quarré  complétif  o'  y  les  trois  termes  ne  sont  pas  divisibles 
par  un  même  non^re.  Ainsi-  ^5  +  16  est  un^  fonne  trinaire  de  41  ^ 
aussi  bien  que  56  -+-  4  +  ^  • 

Mais  un  quarré  tout  seul  ^  excepté  i  ^  ne  peut  être  une  fonne  trinaire , 
puisque  m''  -f-  o*  +  o*  a  ses  trois  termes  divisibles  par  mf* 

(265)  «  Aucun  nombre  S/i-f-y  ne  peut  être  de  forme  trinaire.  » 
Car  tout  quarré  pair  étant  de  la  forme  4^ ,  et  tout  quarré  impair  de 

la  forme  8/71+  i ^  la  somme  de  trois  quarrés^  si  elle   est  impaire,  ne 

peut  être  que  de  Tune  des  formes 

4m +  4^^  8^'+ X  =4^ H^  s 

Bffi+ I -H8m'4-i +^'+ x«=3^-f-S, 

lesquelles  ne  renferment  pasiS^-H^. 

i<  Pareillement  aucun  nombre  de  la  fQrme  4^,  ne  peut^vbir  une  forme 
»  tritiâtirô propre.»  . 

C^  comme  les  trois  quarrés  ne  peuvent  être  pairs  y  puisqu'on  exclut 
le  cas  où  ils  auraient  un  diviseuf  commun  y  la  somme  qui  en  résulte  ne 
peut  ^tre  que  de  la  forme 

laqueUe  n^est  point  divisible  pu*  4: 

(264).  Ayant  ainsi  exclu  les  formes  8/1  +  7  et  4^,  il  reste  les  trois 
formes  générales  4^^+!,  4^*+^  ®*  8/1 +  3,  dans  lesquelles  doivent 
être  compris  tous  les  norabres  èusceptiblea  dé  la  forme  trinaire.  Or  la 
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théorie  que  nous  allons  exposer ,  prouve  que  tout  nombre  compris  dans 
ces  formes  est  effectivemeat  décomposable  d'une  ou  de  plusieurs  ma- 
nières, en  trois  quarrés,  non  divisibles  par  un  même  foc  tour. 

(^65)  Pareillement  ^'  m  la  nombre  c  appavtîeut  ii  Tune  deff  formes 
4/I+I,  4^  +  3^8jf4*-35  la  formule  ^  +  cu^  aura  toujours  au  moins 
un  diviseur  quadratique  (ou  le  double  d'un  tel  diviseur  dans  le  cas  de 
c  =  8/z  +  5) ,  tel  qu'on  pourra  le  décomposer  indéfiniment  en  trois 
quarrés,  sans  attribuer  aucune  valeur  pacticulière  aux  indéterminées  / 

et  2  qu'il  renferme.  C'est  ainsi  que  le  diviseur  quadratique. 

St/*  +  ^j^  -f*  9^^  appartenant  k  la  foijmule  t?  -f-  65u* ,  ^  décompose  en 
ces  trois  quarrés  {yr  —  zY  +  (2/*  -f-  az)*  +  C/  +  2^)** 
^  Cette  décomposition  fournissant  un  caractère  particulier  de  ce  genre 
de  diviseurs  ;  nous  appellerons  diêfiseurs  (jfuadpati^ues  ttinaires ,  ou  sim- 
plement dwiseurs  trinaires  ceux  qui  en  sont  susceptibles.  Mais  ils  doivent 
en  outre  satisfaire  à  une  condition  que  nous  indiquerons  ci-après,  sans 
quoi  la  forme  trinaire  serait  iflftprdforeet  lia  «ombre  de  celles  dont  nous 
£ûson8  abstraction. 

(266)  Observons  qu'il  est  certaines*  classes  de  diviseurs  quadratiques 
qui  ne  peuveoA  ^amaisï  être  de  fomae  fcti^iatre. 

i''.  Lorsque  c  est  de  la  forme  4^-(-i  ,  les  diviseurs  quadrati^pieii 
de  t^  +  cif  Mot  de  detix  soqrtes;  les  ui^  renfermant  le»  «divisenrs  4^  4-*  i , 
l«s  autres  renferment  les  diviseurs  4'*-|-  3.  Ceux-ci  renferment  à-la-fois 
les  nombres  8»  +  5  et  8w  +  7  ;  et  comme  ancun  nombre  Çn  -f-  7  ne 
peut  être  de  forme  trîiiaîre ,  îl  s'ensuit  qn'ancmi  diviseur  quadratique 
4«-t-  5  ne  peut  non  plus  être  de  forme  trinaire. 

2"*.  Lorsque  c  est  de  la  forme  8/ï  -f-  7 ,  il  n'y  a  absolument  aucun  di- 
viseur quadratique  de  la  formaile  t-^^-cu^  qui  soit  de  ioiniie  triuaîre. 
La  raison  :eti  est  que  cbaque  divisear  qmadratique  coniîerit  jrJa-^îs  les 
nombres  4^  +  ^  ^  4*  +  5;il  contient  âonc  aussi  les  nombres  8^ «f-  7, 
dont  aucun  n'est  de  ferme  trinaine. 

S*.  Lorsque  e  «st  de  la  forme  8/^S  ,  il  ne  peui  par  la  iméme  faison 
y  mmii*  ancun  diviseur  quadratique  impair  qui  soit  de  la  forme  trinaire; 
cependant  il  Ipeut  arriver,  et  il  arritïera  réeliemetit daiua  tous  les  cas., 
c{ue  L'un  nu  môina  des  diviseurs  quadratiques  impairs  aura  son  double 
4te  forme  trinaire.  Par  exemple ,  j*  H-j-js -+•  Sx*  représente  tout  diviseur 
impair  de  la  fonnule  t^  -f-  19^*;  ce  diviseur  (^ladratîque  n'est  point  die 
formé  trinwe^  mais  son  dcMible  a/^^sfjs-f-  ^o^"*  est  .de  orilefonne^ 
puisqu'il  se  résout  en  ces  trois  quarrés  ^*  +  (3s)*  -f-  {y  -|-s)*. 
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§  IL  Correspondance  'entre  lesjbrrites  irmair^i  du  nombre  c 
et  les  dwùeurs  trinaires  de  la  formule  t*  H-  eu*. 


(267)  «  ^i  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  <*+^w*^^*  décompo- 
»  sable  en  trois  quarrés  tels  que  (/»;"+'M;)*+(/?(;^4-n'j5)*-+-(/iiy4-/^^j5)»,  je 
»  dis  que  de  cette  forme  trinaire  du  diviseur  résulte  une  forme  trinaire 
»  correspondante  du  nombre  c,  laquelle  est  <s=(/?w'— /ii'»)*-f-(/?iV— mV)*, 

Car  en  représentant  le  diviseur  quadratique  dont  il  s*agit  par  la  formule 
ordinaire  py^  +  27/a  •+•  r»* ,  on  aura  \ 

q  =  nrn  «f*  mn  ^  m  n  ^ 
r  =  /»•   4.  i^»    H-  n\ 

Or  ces  valeurs  étant  susbstituées  dans  l'équation  czszpr"^  ç*,  on  en 
lire  t  .  . 

Donc  il  y  a  toujours  ime  forme  trinaire  déterminée  de  c  qui  répond 

à  une  forme  trinaire  déterminée  du  diviseur  quadratique •  •  •  « 

pjr^  +  2qjrZ'i-rz\ 

(26S).  Remarque  I.  Lorsque  c  est  de  la  forme  8^4-3^  au  lieu  du 
diviseur  quadratique  à  coefficiens  impairs^  lequel  ne  peut  jamais  étra 
de  forme  trinaire ,  on  considérera  son  double  opy^  +  nqjz  4-  am*,  oii 
l'on  a  ^pr--^  ^  =  c.  Si  donc  ce  double  est  décomposable  en  trois  quairés, 
il  y  aura  toujours  une  valeur  correspondante  de  c  exprimée  au^si  par  la 
somme  de  trois  quarrés  déterminés;  c'est-àrdire ^  eh  d'autres  termes^ 
que  chaque  forme  trinaire  d'un  diviseur  quadratique  4^  4*  ^  ^^  fournit 
une  correspondante  du  nombre  c.  Et  ceUé-ci  est  toujours  composée 
de  trois  quarrés  impairs ,  car  il  n'y  a  aucune  autre  supposition  qui  puisse 
donner  une  somme  8it  +  3. 

Remarque  IL  La  décomposition  d'un  diviseur  quadratique  ou  de  son 
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double  en  trois  quarrés^  ne  saurait  avoir  lieu  lorsque  cssSA:  +  7;  car 
ai  cette  décomposition  était  possible  y  il  résulterait  du  théorème  pré- 
cédent que  c  est  la  somme  de  trois  quarrés  ^  ce  qui  est  impossible  ii . 
l'égard  de  tout  nombre  8A  -f-  7- 

BemarquellI.  Les  trois  quarrés  trouvés  en  général  pour  la  valeur  de  c^ 
se  réduisent  à  deux  ou  même  à  un  seul^  dans  des  cas  qu'il  faut  examiner. 

m*'         "ni 

I*.  Si  l'on  a  (/nV  —  iiiV)":=6 ,  ou  -t  =  -t,  il  faudra  que  le  quarré 

(j^{j  +  /ï'z)*  ait  un  rapport  constant  avec  le  quarré  {nij  +  riz)^^  et  alors 
le  diviseur  quadratique  proposé  A  aura  la  forme 

m 

d'où  Ton  déduit  la  valeur  trinaire  correspondante 

laquelle  n'est  composée  que  de  deux  quarrés.  De  plus  y  ces  deux  quarrés 
sont  affectés  d'un  commun  diviseur  ^  et  la  forme  trinaire  de  c  sera  im- 
propre ,  à  moins  qu'on  n'ait  mnf  —  m^n  =  dz  i .  Mais  alors  si  Ton  £ùt 
mfr^nz^riy  et  nly^riz'ss.^ ^  on  ne  nuit  point  à  la  généralité  des 
valeurs  de  j*  et  «  (n*  45),  et  le  diviseur  A  devient/^* +(**  +  €•) a'*, 
ou  y^  +  cjS'*.  Donc  lorsque  c  n'a  point  de  facteur  quarré ,  et  lorsqu'on 
n'a  point  c  =  «t*  -{-  C*^  le  cas  que  nous  venons  de  considérer  ne  saurait 
avoir  lieu ,  et  il  faudra  que  tout  diviseur  trinaire  de  la  formule  t^  -f-  cv^ 
donne  une  valeur  trinaire  de  c  composée,  de  trois  quarrés  dont  aucun 
ne  sera.  zéro. 

!)l'.  Si  les  trois  quarrés  qui  composent  la  valeur  de  c  déduite  du  di- 
viseur A  y  se  réduisent  à  un  seul  j  c'est-à-dire  si  l'on  a  mV  —  nirt  =  o 
et  /w'/^  —  mr^  =  o  ^  il  en  résulte  m^=  o  et  n'zzz  o.  Donc  alors  le  diviseur 
quadratique  dont  il  s'agit  serait  simplement  (f^^^nzy^Çmy^n^zy, 
et  la  valeur  de  c  ^correspondante  c  =  (mn'  —  u/ny,  laquelle  ne  sera  du 
nombre  des  formes  trinaires  proprés  que  dans  le  seul  cas  de  c  =:  i . 

(269)  On  ne  regardera  désormais  comme  forme  trinaire  £un  dwiseur 
quadratique  que  celle  d'où  l'on  déduit  une  forme  trinaire  propre  du 
nombre  c  ;  de  sorte  que  si  les  trois  nombres  lari  —  nin  ,  nirt  —  mV, 
nfn^^mrf  y  étaient  divisibles  par  un  même  facteur,  l'expression 

A  =  {rny -\- nzy -^  (nij  ^  n'zy  +  (ni'jr^hl'zy 

serait  une  forme  trinaire  impropre,  laquelle  doit  être  exclue  comme  ne 

38 
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participant  point  aux  propriétés  que  nous  aTom  à  démontrer  sur  le» 
diyiscurs  trinaires%  Cette  condition  imposée  aux  diviseurs  trinaires^  est 
celle  que  nous  avons  annoncée  n*  265. 

Ainsi  quoique  le  diviseur  5/*  +  ^/a  +  58z*  de  la  fbnmde  <•  +  iSgo* 
soit  susceptible  de  ces  quatre  formes  trinaires 

(2r  +  szy  +  (jr  —  5zy  +  4z% 

{pLj  +  23)*  -f-  (7^  —  S^)*  -|-  25«* , 

cependant  comme  les  deux  dernières  répondent  à  la  fomïê  trînaire  im- 
propre c  =  12^  -(-  6'  *H  3*9-  on  ne  regardera  connue  fermes  trinaires 
de  A  que  les  deux  premières  qui  répondent  à  des  formes  trinaires  propres 
de  c^ ,  savoir 

c=:  io*H-8»-4-5\ 

De  même,  le  diviseur  iS;^*+8;'J5-f-i5;5*  de  la  formule  /•+Ji55a»  ne 
pouvant  se  décomposer  en  trois  quarrés  que  de  cette  manièro 

laquelle  répond  à  une  valeur  trinaire  impropre  de  c^  savoir 

ce  diviseur  ne  doit  point  être  compté  parmi  les  diviseurs  trinaires  de 
la  formule  ^+  i55a*. 

« 

(2^0)  Puisque  par  le  moyen  d'un  diviseur  trinaire  de  la  formule  i^^^c^^ 
on  peut  trouver  une  valeur  trinaire  correspondante  de  c\  réciproque-' 
ment  9  étant  donnée  une  valeur  trinaire  de  ^r,  il  est  possible  de  tromrer 
un  diviseur  trinaire  qui  corresponde  à  celte  valeur.  Nous  allons  nous 
occuper  de  cette  question  qui  exige  une  discussion  asses  éteixdue. 

Soit  la  forme  trinaire  donnée  c  ss  i^*  «f*  G*  +  H^  \  l'es  trois  nomlures 
Fj'^i^  //y  n'ayant  pas  de  comonm-  diviseur,  peuvent  cependant  en  aevoir^ 
pris  deux  à  deux.  Aj^pelons  A  le  commun  diviseur  de  G  et  JEfy  fi  celui 
de  H  et  F  y  v  celui  de  jP  et  6  ;  alors  on  pourra  donner  à  cla  forme 

suivante  : 
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«t  on  devira  rapposer  de  plus  qu'il  n'y  a  point  de  commun  diviseur  entre 
fli0  et  gX^  non  plus  qu'entre  gp  et  A/t ,  ni  éttirô  k^  9\Jft 

Soit  A  le  diviseur  tiinaire  correspondant  à  cette  valeur  à»  0,  et  ftup-^ 
posons  qu'on  ait 

A  =  (mjr  +  nzy  H-  (my  -f-  n'a)*  4-  (my  •+-  n^nY , 

il  faudra  que  la  valeur  donnée  de  c  soit  identique  avec  celle  qu'on  dé-* 
duit  de  ce  diviseur ,  laquelle  est 

c  =  (mr/ —  m'ny  +  (m'n'^^m'ny  +  (m^n  —  mny. 

Gomme  les  coefficiens  niy  n^  m\  etc.  sont  encore  indéterminés^  la  com- 
paraison des  deux  valeurs  peut  se  faite  dans  l'Ordre  qu'on  voudra; 
d'ailleurs  les  signes  àejy  g,  h,  peuvent  être  changés  arbitrairement^ 
ainsi  on  pourra  £ure 

mnf  —  iJin  =  hXft 

m'n  —  nuf  =:  gfX. 
Dt  ce»  fMis  équations  on  déduit  les  demi  suiviynteSy  qui  sont  linéaires^ 

im,  ce  qoi  revient  au  méme^ 

f.!i^g.^^h^!:L 


/*.  — H-/?.*— +  A.---s=:  O. 


Mais  suivant  l'observation  qu'on  a  déjà  faite  ^   il  n'y  a  point  de  cdih-- 
mun  diviseur  entre  y*  et  X,  non  plus  qu'entre  g  et  ;t,  ni  entre  h  et  f. 

4MA  9M  V^B  Vft  V%  M 

Donc  les  six  quantités  —,— -,   —  9  7  7  "^f   Ty  *^^^  ^^  entiers,  et  en 

appeknt  ces  «i&tiers  a,  d,  if,  b,  V,  V,  f esp«càtreitt«nt ,  <m  aora  lev 
trok  ëqoatiobs 


fd'^gd^M  a^iù  (à) 

fb  *\^  gy -^  W  :i:i  Û  y 

et  le  diviseur  A  deviendra 


■>« 
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d'où  Fon  voit  que  les  trois  quarrës  composant  A  sont  dÎTisibles  res^ 
pectÎTement  par  les  quarres  X%  ft%  v"",  qui  divisent  deux  k  deux  les 
termes  de  la  valeur  trinaire  donnée   cz=zf*fi^p*^g*if''X^'-^h^X*/i^. 

m 

(271)  Maintenant,  sans  entrer  dans  aucun  détail  sur  la  résolution  des 
équations  (a),  on  voit  que  si  l'on  fait  aj^^^hz-^^x^  dj^h'z^s:^  x'y 
Jy  +  Vz  =  a:%  on  aura 


^  A  =  X^jc*  +  ;t»x'V+ >*a:*%  (a') 

et  les  trois  indéterminées  Xjof^  x'^  devront  satisfiiire  à  l'équation 

o=fx^gaf  +  hx\  (9!') 

Au  moyen  de  cette  dernière  équation ,  on  pourra  toujours  réduife 
les  trois  indéterminées  x^  od^  x%  à  deux  seulement  /*  et  s  ^  et  alors^ 
le  diviseur  X*x*+;t*j:'*4-r^Jt:%  prendra  la  forme  ordinaire^^+a^TH-'^V 
où  l'on  aura  pr — q^zszc.  Ce  diviseur  sera  celui  auquel  répond  la  valeur 
trinaire  donnée  de  c. 

Par  exemple^  si  l'on  cherche  le  diviseur  trinaire  de  f*-f-io45ii*^  qui: 
répond  à  la  valeur  trinaire  io45  =  3o*  +  9*  +  8*,  on  comparera  terme 
à  terme  cette  valeur  avec  la  fonnule  y^V^V^+^y^X^+A^XV**,  ce  qui 
donnera  d'abord  les  diviseurs  comràuns  X  =  i^/ts=3,  rsS,  ensuite 
y=5,  g^=5,  A  =  4-  On  aura  donc  A  =  oc*  +  4j5^*  +  gjc^  et 
5x-4-3a/-f-4^  =  o;  cette  dernière  équation  est  satisfsdte  en  prenant 
af=ix — 4^  et  a;^=:5z — lUc,  alors  le  diviseur  A  devient  j^'-|-(xr — 8js)* 
r}-(9» — &r)*  =  4i'3r*— •  i4om:+ i45z*;  puis  faisant  x^^j^^Zy  on  a 
son  expression  la  plus  simple  A  =  4i7"*4-^^«H-39z*  =  (^  +  a8)* 
^  ^2X — 42)*.+ (^ H- 3^)%  et  la  valeur  correspondante  de  c  est..^ 
c  =  8»H-9»+3o*. 

(272)  La  forme  des  équations  (a*) ,  (a'^ ,  Êuft  voir  qu^on  peut  permu- 
ter entre  eUes  deux  des  quantités y^  gy  ^y  pourvu  qu'on  fsisse  une  ftm-- 
blable  permutation  dans  deux  des  quantités  X,  ft^  f;  et  le  diviseur  qua- 
dratique A  restera  toujours  le  même.  U  ne  pourra  donc  y  avoir  qu'un 
seul  diviseur  quadratique  de  la  formule  t*  +  <^^^  qui  réponde  à  la  valeur 
trinaire  donnée  de  c.  Mais  comme  cette  propriété  est  fort  remarquable  > 
il  ne  sera  pas  inutile  de  a'en  assurer  par  une  autrcf  considération. 

De  quelque  manière  qu'on  satisfasse  à  l'équation  oz=zfx'^ga^^hx% 
en  réduisant  les  k'ois  variables  x^  x^,  af^k  deux  autres  j  et  z^  il  &ut 
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qae  le  dWîséor  transformé  A  =^  +  ^qx^  +  rz*  conlieimfe  les  mêmes 

nombres  qui   sont  contenus    dans  le    diviseur  non    transformé 

A=\*a:*+jKfa:'^+F*a?''%  en  ayant  égard  à  la  condition /x>fg'^'-f-Ajc''==o. 
Soient  donc  k  et  k'  les  deux  plus  petits  nombres  contenus  dans  le  di- 
viseur A*ar*+;4rV*+i'*a:''%  il  faudra  que  ces  deux  mêmes  nombres"  se 
retrouvent  dans  le  diviseur  transfbrnié  y^*+2yjz  +  rs*;  OBsi  ce  divi- 
seur est  réduit  à  la  forme  la  plus  simple,  comme  on  peut  le  supposer, 
p  et  r  seront  les  deux  plus  petits  nombres  contenus  (n*  56);  donc  il 
faut  que  p  et  r  soient  égaux  à  k  ei  k\  de  sorte  que  le  diviseur  réduit 
sera  .^-f-a^js-f-AV.  D'ailleurs  il  fisiut  toujours  qu'on  ait  kU-^^z^c; 
donc  q  est  déterminé  ;  donc  il  ne  peut  y  avoir  qu\m  diviseur  quadra- 
tique qui  résulte  de  la  transformation  de  X*a:*-|-;t*x'^-f-i'*JC%  en  ayant 
égard  à  la  condition  fx  -f-  gx'  -f-  hx"  =  o. 

Remarquons  en  même  temps  que  si  l'on  fait  x'  =  o ,    l'équation 

fx^gx' z=o  donnera  0/==/*,  x=— g^  et  A  =  X*g^*-|-jLt^*.  De  même 

la  supposition  de  a/  =  o  donnera   A=  X^A* -l- y^,  et  celle  de  a:==o 

donnera  A=sft*A*-f-i^^*;  ces  trois  nombres  devront  donc  être  contenue 

dans  le  diviseur  transformé  A  =  pj^  -4-  2qjrz  -|-  rz^. 

(275)  Une  même  valeur  trinaire  du  nombre  c  ne  peut  répondre  qu'à 
un  seul  diviseur  quadratique ,  ainsi  qu'on  vient  de  le  démontrer  ;  mais 
il  est  possible  qu'elle  réponde  à  deux  formes  trinaires  de  ce  diviseur* 
Par  exemple,  le  diviseur  57^  +  47*2  +  52%  qui  appartient  à  la  formulli 
<*+!2iii*,  peut  se  mettre  sous  les  deux  formes  trinaires 

•  (2r+«)*+j^+4»* 

(7+22)*  +  ^*  +  4jr-, 

et  ces  deux  formes  répondent  à  une  même  valeur  trinaire  àe  Cy  savoir, 
c  =  i6+4+i-  U  est  donc  nécessaire  de  chercher  a  priori  quels  sont 
les  cas  où  différentes  formes  trinaires  d'un  diviseur  quadratique  don- 
neront la  même  valeur  trinaire  de  e^ 

Puisque  deux  quelconques  des  trois  nombres  fygyh  sont  premiers 
entre  eux,  on  pourra  toujours  en  trouver  deux  autres  ^  et  &  qui  sa-^ 
tisfassent  à  l'équation 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  a^^fx-^gaf-^ha^  on  aura 
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d'où  Ton  voit  qu'en  faisant  jZ-f-^jcss:— ^,   on   aura  â;^«4-âxss^' 
Alors  le  diviseur  A  devient 

et  il  se  réduit  à  la  forme  ordinaire  jiu^  -f-  2Bux  +  Cx*  y  en  prenant 

A  =  fi^h*  -f-  ir*^ 

(:i74)  Soit  maintenant  /j/'^+a^a+rs*  l'expression  la  plus  simple  de 
ce  même  diviseur  ^  et  soit  l'une  des  formes  trinaires  qui  corre^ondent 
à  la  valeur  donnée  de  c  : 

on  devra  avoir 

et  pour  que  la  forme  trinaire  supposée  ccMresponde  à  la  valeur  donnée 
de  c^  il  ÛLudra  de  plus  satisfaire  aux  équations 

Soit  comme  cî-dessusy=ssg^^-f-^,  les  deux  dernières  équations  se 
résoudront  ^  en  introduisant  deux  indéterminées  a  ^  f  ^  de  cette  ma- 
mère  r 

et  l'équation  aV'^db^szh  deviendra 

Maintenant  si  on  substitue  les  valeurs  de  c^y  et  y  etc.   dans  les  exprès* 
sions  des   coefficiens  y?,  q^  r^  on  aura 

^  =  Aoû"  —  %Baiit  -f-  Ca* 
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a 

Mais  eoBune  on  a  déjà  exprûn^  la  coikUti<m  pr— 47^=35^  i  ou^eat  élire 
abstraction  de  la  seconde  éqnatkm  et  ne  considérer  ^  îles  demc 
antres  •*    ...î..'. 

Ces  yaIe^^«  coïpcideat  ^ec  .celles  qu'on  oljl^endrait  en  réduis/mt  ji  la 
forme  la  plus  simple  le  diviseur  A  ==  Au^  +  :tBux  +  Cr*  ;  car  en 
faisant 

ce  diviseur  se  .«^éduixa  a  la  forme  pjr^T^^qyz^^  r»*,  et  Jfis  valeurs  sup- 
posées de  li  et  a:  sont  telles  qu^eUes  doivent  être  pour  la  transformation  ^ 
puisqu'on  a  ^«— «£=i. 

(275)  Il  est  clair  maintenant  que  s'il  y  a  différentes  valeurs   àe  a^b^ 

dy  Vy-eiCy  à  raison  des  diffiérêat^i  formes  trinftlvies  da.A  qm  yépondwKt 

à  une  même  valeur  trinaire  de  c  ^  il  faudra  que  Tune  au  moins  des  deux 

équations 

p  =  jia^  —  iBaa  +  Ca* 

soit  susceptible  de  deux  solutions.  Mais  comme  la  quantité  ..•• . 
ify'*—  tiB/^i  +  Ci'*  est 'en  général  équivalente  à  pj^^ — ^S7:*+^%  '^ 
&udra  donc  aussi  que  Tune  au  moins  des  deux  équations 

soit  ^ilsçeptible  de^deux  solutions.  Or  le. second  membre  étant  réduit 
à  l'exprçssion  la  plus  simple  ,p  et  r  sont  les  moindres  nombres  que  la 
formule  pjr^  —  2qj^z  r^  rz^  contient ,  et  il  n'y  a  que  très-peu  de  Ç9S  où 
Fun  de  ces  nombres  soit  contenu  de.  deux  manières  dans  cette  formule. 
Ces  cas  sont  ceux  des  diviseurs  quadratiques,  bifides^  et  il  n'y  en  a  que 
trois^  Savoir^  i"".  lorsqu'on  a /?  =:/*;  2"*.  lorsqu'on  a  2ç?^p  ou  t^s^r,} 
S"",  lorsqu'on  a  ^:=o. 

■ 

(276)  Au  reste  9  on  peut  voir  immédiatement  dans  ces  difierens  c|m 
€{u'il  y  a  ou  qu'il  peut  y  avoir  deux  formes  triaaires  du  diviseur  A  cor- 
respondantes à  une  même  valeur  trinaire  de  c. 
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En  effets  i^.  si  l'on  a  p^=^r^  les  deux  indéterminées  jr  e\z  pourront 
être  échangées  entre  elles  ^  et  le  diviseur  A  aura  àrla-fbis  les  deux 
formes  trinaires 

A  =  (  /j;^  -4-  /Tw)*  +  (  '^y  +  ^^y  4*  (  ^'j  +  ^'^Y' 
Ces  deux  formes  ^seront  différentes  Tune  de  l'autre  ^  ii  moins  qu'on  n'ait 

A  =  {my  '■{^nzY  --{-{nj^nay  ^  {nifdcLnizy  i 

car  alors  la  permutation   £aiite  entre  jr  e\  z  ne  change  rien  aux  ttois 
quarrés  composant  A.  Dans  cette  hypothèse ,  la  valeur  de  c  serait 

c  =  (/w*  —  n^y  -4-  (jvln  sp:  m'my  •+•  (m^mzp  m'ny,} 

et  comme  ces  trois  termes  sont  divisibles  par  (n2p:/ii)%  il  £stut  £ûre 
ra=pm=s:±i^  ce  qui  donnera 


c=  (»  rb  m)* +  ''»'*  + "»'*• 
Soit  en  même  temps  jrdzz  =^9  ^^  ^  valeur  de  A  deviendra 

(my^zy+(nyzpzy+my-=:2z*^z2zy^^^^y\ 

Or  cette  forme  ne  peut  s'accorder  avec  la  forme  supposée  ;?;^+:a^j5-|-/?j5% 
qu'en  supposant /?=a=ï(c+ 1)9  ou  c=s5;  cas  dont  on  ^ peut  &ire 
^distraction  9  puisqu'alors  le  diviseur  2y  ^-^  2jrz  +  2z^  n'est  susceptible 
que  de  la  seule  forme  trinaire  7^ + (^  +  ^y  +«*.  ^ 

2*.  Si  l'on  a  r=:2y  ou  ùk:=py '-j-* 2qjrz -^  2qz%  la  simple  substitution 
iey-^z  à  la  place  àejTy  donne 

ce  qui  rentre  dans  le  cas  précédent;  on  obtiendra  donc  alors  deux 
formes  trinaires  différentes,  exeepté  lorsqu'on  zpzsz2  ou  37=2.  Lors- 
que p=s2f  comme  2q  ne  peut  être  plus  grand  que  :a ,  on  a  aussi  néces- 
sairement 2^=2 ,  et  on  retombe  sur  le  cas  de  c=;3.  Lorsque  2çz=z2y 
le  diviseur .  A  =px*  +  2jrz  +  ajs'  ne  peut  se  partager  en  trois  quarrés 
que  de  cette  manière 

laquelle  ne  change  pas  en  mettant  ^-j- — z  k  la  place  de  z.  Ainsi  il 
n'y  a  alors  qu'une  forme  trinaire  de  A  qui  réponde  à  la  valeur  trinaire 
donnée  de  c. 
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5*.  Enfin  lorsqu'on  a  ^=0,  ou  A=/j7-*  +  r3%  il  est  clair  qu'on  peut 
changer  à  volonté  le  signe  de  Tune  des  indéterminées;  à^^êMto  (ftaCoA 
aura  à-la-fols  les  deux  formes  : 

A  =  (m^  —  nzy  +  (my  —  nfzy  +  (//i>  —  n^zy^ 

lesqueUes  répondront  à  une  même  valeur  trinaire  de  c. 

Les  deux  formes  de  A  seront  différentes  entre  elles ,  à  moins  qu'on 

naît  .,■..].}-■:::;      ■..  *■     /   ."'.  . 

.  A  =  (w/4./îz)»  +  (/iyr — ./!«)• -fT.(mf«)\     --f fil'        ::•   'i   r, 
Alors  la  valeur  correspondante  de'c  serait  •    ••  ■  »    < 

et  pour  qu'elle  n'ait  pas  de  facteur  commun  à  totis  ses  termes^  il  &u^ 
dra  faire  m^iy  ce  qui  donnenà  A  ==  ^yr' -f- i^'.  Donc  le  seul  cas  de 
p  =:  2  ou  r=  2  excepté >  il  y  aura  toujoiM^ftrdeUit  formel  trîhairés  dti 
diviseur  A  qui  correspondront  à  une  même  vsdeuririnaire  donnée 'de  V. 

(277)  Il  résulte  de  cette  analyse  ^  qu^'étant  donnée  Ja  forme  Ijrinaire 
c===y*/t*y*  +  g^i''X*  +  A*X*ft*,  si  Ton  veut  trouver  le  diviseur  trinaire 
correspondant  de  la  formule  ^  +  ctt*,  '        • 

i*.  Ce  diviseur  sera  donné  par  Ja.  formule'  A=^>r*J!:*+jtt*a/*  -|-  v^x^^y 
eii  les  indéterminées  x,  af^  af^  doivent  être  réduites  à  deux^  d'après 
l'équation/a:  +  ^jï?'H-Aj:'=ô.  ^  ''■'         '  "  "  '  ' 

a*".  De  quelque  manière  qu'on  Êsfse  cl3tte_.réductio)i.]  e)^.'jsu}^tit^at 
deux  variables  quelconques  ^  et  i3^  au  iieuj  des  trois  >  ^r  ^  ar',  y,  lé  ré- 
sultat ^  ramené  à  l'expression  la  plu^; /simple  j.  offnifa,  toujours^  le  laèiùû, 

diviseur  quadratique  yy^*  4- a^-2  +  ^*.       \   >.     î       :i      ,    ;•  »!-  ,    ;;  1   . 

S''.  Si  ce  diviseur  réduit. est  du  nomJ>re  des  diviseurs,, bifides^  c'est- 
à-dire^  s'il  ton^be  dans  l'un  des  trois -cas  ^sr,  2^==)9  ou  r^  f^so^ 
et  si  en  même  temps  le  plu^  petit  .de^ideux  nolq[ihreSx,/i  <et  ;r^  n'est  n^i 
I  ni  2 y  le  diviseur  quadratique  A  aura;  toujours  .dpuxfpripeiB^;^^ 
correspondantes  à  la  valem*  donnée.de^^  et  il^^'ei^  F^VP^f  fj^pùr  plus 
de  deux.  .^      :.^  .,,    •     -^    b  •.  ■  J^.-  oil  y  j::-îiilJrMu'*. 

4"*.  Si  le  diviseur  quadratique  à  n'est  pas-bifide,  pu  si^  ç^^az^t.  bifi^^  s 
son  plus  petit  coefficient  est  i  ou  3,  il  n'y  aura  jamais  qu'une  forme 
trinaire  du  diviseur  A  qui. répondra  à. une  Valeur  trinaîré'  donnée  de  c. 

.       .  .  ••       .-  T  ^       \  j"  -  ^      -.    1 
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§111.  Théorèmes  concernant  les  diviseurs  quadratiques 

trinaires. 

m 

(278)  Théorème  I.  w  I^i  c  est  premier  ou  double  d'un  premier,  deux 
»  formes  trinaires  diffeiféùtes  de  c  ne  pourront  répondre  à  un   même 
»  diviseur  trinaire  de  la  formule  /*+ctt*.  » 
^  Car  soit  Tune  des  formes  doiyiées  c  =  F*  +  (K*  -}-  Z»)  fl»,  et  l'autre 

\  c=:-F'*  +  (A''*+Z'*)ô'%  J5r  et  Zr4é tant  premiers  entre  eux,  ainsi  que 
K'  et  £'  ;.si  le  même  diviseur  quadratique  A  répondait  à'-Iâ-^foi^  aux 
deux  formes  trinaires  dimnées  de  a  >  il  fiiudrait  que  les  deux  iKimbretf 
jjr*4- JS*  et -Ç'*+i'»  appartinsictiit  l  ce  diviseur  (n*  37a).  AiflSi  fitisant 
ÎC*  -+-  Z*  =  ^,  JS:'»4-i!/*  s=^,  oa  devrait  avoir  (a*  a3ï) 

Multipliant  cette  éqyation  par  fl'fl'%  et  substituant  les  valeurs  'jrfl*3=i>— JP*, 
'7r^*  =  c  —  jp^%  on  aura 

OU  bien 

ffolkVim  ^àit  <pie  i^jp».~^8*ô^  doit  être  divisible  par  c. 
-  'Soft  j^*  V'un   nombre  premier,  il  faudra  que  l'un   des  facteurs... 
FF^^fW'y  FF^j^y  soit  divisible  par  c;  ei  comme  le  signe  de  j 
est  à  volonté,   on  pourra  faire  FF^^—y^^:=cu  on  fW^FT^ — ou* 

8b*t  e*.  è?  double  d'un  premier;  il  fendra  toujours  que  Ptln  de  tes 
fiieti&ùrs  soit  divisâ>le  par  {c)  mais  leur  diffei*ente  2/9^  étaiït  un  nbifibre 
jéir  j  si  leiir  piH>duît  èSt  dîvfetfelë  par  un  nombre  lîi?,  il  faudra  qu'ils 
#e*e«  tous  denit  paîts.-  Dbtic  FF^-^jrW  '%èn  éïicôré  divisible  par  c^ 
*l<ih  pourra 'few  de  feMne /99'ïï:^ 

Substituant  cette  valeur  dans  Tequalion  précédente  ,  et . divisant  tout 

La  quantité  c — F^  étant  positive,  cette  équation  ne  peut  subsister  à 


y    ■  ■  ■  ■ 


*v 
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moins  qn^on  n'ait  £^;s;:o^  ce  qui  donne  ^66' =Fi?^  et 


Maintenant  il  £àut  considérer  les  trois  cas  qui  peuvent  avoir  lieu.selon 
les  diverses  formes  de  c. 

(279)  Soit  !•-  c  de  la  forme  4^+1  ,  alors  des  trois  quarrés  qui  com- 
posent la  valeur  trinaire  de  c,  il  y  en  aura  nécessairement  deux  pairs  et 
un  impair.  Prenons  pour  F*  et  F'*  les  quarrés  impairs  qui  se  trouvent 
dans  les  deux  valeurs  trinaires  de  c  ;  alors  l'équation  c=df^+/^»+5*9*ô'' 
serait  imposaU)le ,  puisque  dans  cette  valeur  trinaire  il  y  a  deux  quarrés 
impairs.  Donc  les  deux  valeurs  trinaires  données  de  c  ne  peuvent  ré- 
pondre à  un  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  t^'^cu*. 

a*".  Soit  c  de  la  forme  4^+^>  alors  des  trois  quarrés  composant 
chaque  forme  trinaire  de  <? ,  il  y  en  aura  nécessairement  deux  impairs 
et  un  pair.  Soient  F*  et  F'^  les  deux  pairs  pris  dans  les  deux  valeurs 
trinaires  de  c,  alors  Téquation  c=:JF^+/^'*+a*fl*6'^  sera  encore  im- 
possible. Donc  la  proposition  générale  a  encore  lieu  pour  le  cas  où 
c  est  de  la  forme  4^ -(-2. 

3*".  Enfin  soit  c  de  la  forme  Sn-jr^f  1^^  trois  quarrés  composant 
chaque  forme  trinaire  de  c  seront  impairs ,  et  à  cet  égard  l'équation 
c  =  jP  +  JP'* + JS'Ô'O'*  ne  semble  plus  offrir  aucun  signe  d'impossibilité* 
C'est  pourquoi  il  faut  recourir  à  une  sous-division  de  ce  troisième  cas. 

La  forme  Sn-^Z ,  à  laquelle  se  rapporte  c ,  se  subdivise  en  trois  autres 
24A  +  3,  244  +  11,  044+19-  La  première  244+5  étant  divisible 
par  3,  n'a  pas  lieu  lorsque  c  est  un  nontibre  premier,  et  parce  qu'on 
fait  abstraction  du  cas  où  c:=^5;  ainsi  il  suffira  de  considérer  les  deux 
autres  formes  de  c. 

Et  d'abord  observons  que  tout  nombre  impair  considéré  par  rapport 
aux  multiples  de  12,  est  de  l'une  des  formes  12/2  +  1^  i2n  +  5, 
12»  + 5,  low+y,  12/Ï+9,  I2/Ï+II.  Le  quarré  de  tout  nombre  im- 
pair est  donc  de  lune  des  formes  24^+1  et  24/2+9  (ou  plutôt 
720+9),  celle-ci  ayant  lieu  lorsque  le  nombre  est  divisible  par  5,  et 
l'autre  lorsqu'il  n'est  pas  divisible. 

Cela  posé,  i"".  si  c  est  de  la  forme  244+xx,.  des  trois  quarrés  qui 
composent  c ,  deux  seront  nécessairement  de  la  forme  24n  + 1  et  un 
delà  forme  24/2  +  9,  aucune  autre  combinaison  ne  pouvant  donner 
24k +14  pour  spoupie  d^  trois  quarrés.  Pjrenons  dans  les  deux  formes 
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trînaîres  données  pour  i^  et  F'^  les  quarrés  de  la  forme  14^^-9^  alors 
réqualîon  ^  =  -F*  +  -P*  +  J5*9*&'*  sera  impossible  ,  puisque  des  trois 
quarres  du  second  membre  deux  sont   de  la  forme  24/2  +  9. 

2**.  Soit  c,  de  la  forme  24X -f-  19,  alors  des  trois  quaiTes  qui  com- 
posent chaque  forme  trinaire  de  c,  deux  seront  de  la  forme  24/»-!- 9  > 
et  im  de  la  forme  34/1+ 1.  Si  donc  on  prend  pour  F^  et  F'^  les  quarrés 
qui  dans  les  deux  valeurs  trinaires  données  de  c  sont  de  la  forme 
a4/z+i,  il  faudrait  qu'on  eût  c=:jP*H- jP'*-|-j5»â*y%  équation  im- 
possible. 

Donc  la  proposition  énoncée  a  lieu  dans  tous  les  cas. 

(280)  Remarque.  Il  est  facile  de  démontrer  que  la  même  proposition 
aurait  lieu  si  <?  ou  \c  était  une  puissance  quelconque  d'un  nombre 
premier  a. 

En  effet,  soit  c=a"  ou  crsa**,  puisque  le  produit  des  deux  facteurs 
FF'+^'ÔÔ',  FF—jh^  est  divisible  para",  il  faudra  qu'en  faisant.... 
wt^ss/t+F,  on  ait 

FF-^-y^^tLt, 

ce  qui  donnera  2jF7^=ofc /-f-ct'^w.  Donc  si  Tun  des  deux  nombres /t 
et  9  n'est  pas  zéro ,  il  faudra  que  l'un  au  moins  des  deux  nombres  F 
et  -F'  soit  divisible  par  cl.  ' 

Mais  comme  chaque  forme  trinaire  donnée  de  c  est  une  forme  tri- 
naire propre  dont  tous  les  termes  ne  sont  pas  divisibles  par  un  même 
'  nombre ,  il  est  clair  qu'il  doit  y  avoir  dans  chaque  forme  au  moins  un 
terme  non-divisible  par  a.  Supposons  que  F^  et  jP*  soient  ces  termes 
pris  dans  Tune  et  l'autre  formes,  alors  FF*  n'étant  pas  divisible  par  a, 
il  faudra  que  l'un  des  exposans  fc  et  f  soit  zéro.  Faisons  f  =  o,  on 
yx  =  /7i ,  alors'  on  aura  FF'  — jrW  =  «"m  ;  le  second  membre  =  ci*  Ac 
est  impair,  et  si  c  est  pair,  le  premier  membre  devant  être  pair,  on 
pourra  faire  encore  FF^^jrBS^  =  eu.  Le  reste  de  la  démonstration  sera 
le  même  que  ci-dessus  ;  d'où  l'on  voit  que  la  proposition  générale  a 
lieu  lorsque  c  ou  {c  est  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Il  faut 
en  excepter  seulement  le  cas  de  c  =  5*""*"',  qui  exigerait  une  démons- 
tration particulière,  parce  qu'il  est  compris  dans  la  forme  ^4^+^^  dont 
nous  avons  fait  abstraction. 

(28 1)  Tbeorebie  II.  «  Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'mi 
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S>  premier,  la  formule  i*  +  cM*  aura   autant  de  dîvîseufs  quadratiques 
»  trinaires  qu'il  y  a  de  formes  trinaires  du  nombre  c.  >} 

Car  chaque  diviseur  trinaire  de  la  formule  t^-\^cu*  répond  à  une 
forme  trinaire  de  c  qui  s'en  déduit  immédiatement ,  et  réciproquement 
chaque  forme  trinaire  du  nombre  c  conduit  à  un  diviseur  trinaire  cor- 
respondant de  la  formule  t^-^cu^.  S'il  n'y  avait  donc  pas  un  égal 
nombre  des  uns  et  des  autres,  il  faudrait  ou  que  deux  formes  trinaires 
de  c  répondissent  au  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  ^*-f-^"% 
ou  que  deux  diviseurs  quadratiques  différens  répondissent  à  la  même 
forme  trinaire  de  c.  La  seconde  hypothèse  n  a  lieu  pour  aucune  valeur 
de-  c  (n^^^ya)  ,  et  la  première  n'a  pas  lieu,  en  vertu  du  théorème  pré- 
cédent ,  puisque  c  est  premier  ou  double  d'un  premier.   Donc ,  etc. 

(282)  Théorème  III.  «  Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d'un 
»  premier,  chaque  diviseur  trinaire  de  la  formule  /*+ca*  ne  pourra  se 
»  décomposer  que  d'une  seule  manière  en  trois  quarrés^  c'est-à-dire  né 
»  pourra  avoir  qu'une  seule  forme  trinaire.  » 

Car  si  un  même  diviseur  quadratique  de  la  formule  /*  +  ca*  avait 
plusieurs  formes  trinaires,  il  faudrait,  d'après  le  théorème  précédent,  que 
ces  diverses  formes  répondissent  à  une  même  valeur  trinaire  de  c.  Mais 
on  a.  prouvé  (n*  2j5)  qu'une  valeur  trinaire  donnée  de  c  ne  peut  répondre 
à  deux  fonnes  trinaires  diflerentes  d'un  même  diviseur  quadratique , 
.que  lorsque  celui-ci  est  de  l'une  des  formes /?;^*-f-r3^,  ^*-f-2^z-|-3yjs% 
/jT'* -f- 2^'-z+/7z%  et  qu'en  même  temps  les  coefficiens  extrêmes  sont 
l'un  et  l'autre  plus  grands  que  2.  Or  dans  tous  ces  cas,  il  est  facile  de 
voir  que  le  nombre  c,  représenté  successivement  par  pr^  apq-^q*^ 
p^ — ^*,  ne  peut  être  ni  premier,  ni  double  d'un  premier.  Donc,  etc. 

Remarque.  Cette  proposition  aurait  également  lieu  si  c  on  ^c  était 
une  puissance  d'un  nombre  premier;  elle  contient  ainsi  une.  propriété 
qui  convient  exclusivement  aux  puissances  des  nombres  premiers  ou  à 
leurs  doubles,  et  qui  peut  servir  à  distinguer  ces  nombres  de  tous  les 
autres. 

(285)  Théorème  IV.  «  Si  le  nombre  N  est  compris  dans  un  dïvi- 
»  seur  trinaire  de  la  formule  /'-f-ci^*,  réciproquement  le  nombre  c 
))  sera  compris  dans  un  diviseur  trinaire  de  la  formule  ^*-4-iVa*;  de 
»  plus,  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  iV^  et  de  c  seront  les 
»  mêmes,  soit  qu'on, considère  iV  comme  diviseur  de  <*-|-cw*,  ou  c 
»  comme  diviseur  dé  t^^Nu!".  » 


hm'   ] 
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En  fiûsant  comme  ci-dessus  c=/»/A^^+g^f^X»-+-A»X';4%  le 
trinaire  correspondant  sera  A  =  K^x*  +  ix*x'*+y*jc%  pourvu  qu'on  sa- 
tisfisse à  la  condition  oz=:fx  +  gx'+  hx'.  Soit  N  un  nombre  quel- 
conque compris  dans  le  diviseur  A,  ensorte  qu'on  ait  simultanément 

0=  fm  +  gm'  .+ 

Si  d'après  cette  valeur  trinaire  de  N  on  cherche  le  diviseur  trinaire 
correspondant  de  la  formule  t*+Nu^,  il  faudra  considérer  les  diviseurs 
communs  qu  il  peut  y  avoir  entre  les  quantités  m  y  ni  y  /7i%  prises  deux 
à  deux.  Soit  (t  le  diviseur  commun  de  ni  et  ni  y  C  celui  de  m'  et  m, 
y  celui  de  m  et  m'y  on  pourra  donc  faire 

o  =    J^^yn    +    g^y^^   +    haÇn'     / 
La  seconde  de  ces  équations  étant  nûse  sous  la  forme  : 

«t       '    C       '    y  ' 

f   tt    h  • 

on  voit  que  ^^  f>  -^  doivent  être  des  entiers;  car  si  /s  et  4  avaient 

un  commun  diviseur  ^  les  trois  nombres  m  y  vdy  nf  en  auraient  un^  ce 
qui  est  un  cas  toujours  exclus.  On  prouvera  pareillement  que  ri  et  ( 
n'ont  pas  de  commun  diviseur^  non  plus  que  n^  et  y.  Soit  donc  Jisztff^ 
g^sÇ^y  hz=zyKy  l'éqbation  précédente  deviendra 

/'n+^/i'  +  AV  =  o. 

Appelons  F  le  diviseur  trinaire  de  t*^Nu^y  correspondant  à  la  va- 
leur iV^=X*€*>*/i*+)M'*a*>V*  +  »'A*ff^n%  nous  aurons  les  deux  équa- 
tions simultanées: 

r  =  «•x*  +  C'a/*  +  >»j/*  \ 


o  =  >Jix  '^  fJLnx  '\^  vn 
Mais  en  substituant  les  valeurs  àe  fj  gy  h  y  dans  l'expression  de  c^  on  a 

valeur  qui  sera  comprise  dans  F  ^  si  on  fait  xz=i/jLvJ^  y  x'=z9><g\ 
x'  =iXfÂ)iy  ei  si  en  même  temps  la  condition  o:=izhnx^/Ân'x'^vn!'x' 
est  satisfaite  ;  or  celle-ci  se  réduit  à 
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Elle  a  donc  lieu  en  effets  et  la  propoiition  est  térîfiée  dànê  toute  sa 
généralité. 

(284)  Exemple.  La  formule  I*  -h  65«*  a  pour  diviseur  trinaîre . . . 
g^«  +  ^fz  4-92*=:  (y — zy  +  {nj  +  22)*  +  (^  +  22)%  et  la  valeur  cor- 
respondante de  c  est  c=6*+  2*  +  5*.  Soît//*  =  5,  z  =  —  2 ,  on  aura 
le  nombre  compris  iV"=  181  =  i!i*+6*+  i*;  si  d'après  cette  valeur 
on  cbercbe  le  diviseur  trinaire  correspondant  de  ^*-f-i8itt*,  on  trouvera 
que  Ce  diviseur  est  5jr*^4fz+  Sjz*i=jr^+(6zy  -^-Ç^jr-^zY;  or  cette 
formule  comprend  65^  en  faLiÈscnX  j^=:2  et  2=1  ^  et  on  a  la  forme  trinaire 
65=  2* +6*+ 5*,  tandis  que  la  valeur  trinaîre  de  iV^  qui  résiJte  du 
même  diviseur  est  181  =  i2*-+*6*-hi*-  De  là  on  voit  que  65  et  181 
se  reproduisent  sous  les  mêmes  formes  trinaires^  soit  qu'on  considère 
65  comme  diviseur  de  ^*  + 1 8 1  tt%  ou  181  comme  diviseur  de  /*-f-65tt% 
ce  qui  est  conforme  au  théorème. 

(285)  Tn^ORiME  V.  «Si  le  diviseur  quadratique  A  =/7^'4-2yjj5+r3% 
»  appartenant  à  la  formule  Z^+^^S  est  susceptible  de  plusieurs  formes 
»  trinaires^  et  que  dans  ces  diverses  formes  on  substitue  pour  j^  et  z 
»  les  valeurs  déterminées ^  sr^y,  ^^=^S  9  j^  ^^®  T*^  ^^^  formes  trinaires 
»  qui  en  résulteront  pour  le  nombre  NisB,pJ^  ^^^txqfg-^  rg^y  seront  toutes 
»  différentes  entre  elles  ^  au  moins  tant  que  N  surpassera  |^.  » 

En  effet  ^  si  on  cberche  par  une  analyse  directe  quels  sont  les  cas 
oii  deux  formes  trinaires  du  diviseur  A  donnent  pour  le  nombre  dé- 
fteiwiné  iV^  une  même  valeur  trinaire  ^  on  trouvera  que  N  ne  peut  sur* 
passer  f-c.  C'est  ce  que  nous  allons  développer.  W 

Supposons  que  le  diviseur  A  r=;^*+29[;^z  +  ^s' soit  susceptible  des 
deux  formes  trinaires  : 

A  =  (m;-  4.  nzy  +  {nij  +  71  zy  -{-  (m^  +  n"zy 

A  =  {f^j  +  y-y  +  {f^y + y'zy + (/t> + v'zy, 

ensorte  qu'on  ait  simultanément  : 

p  z=  m^  +  77/^  -H  7if''  =5=  ^*  4-  /t'*  -f-  yu,"* 
q  =  niTi  +  771' ri  -f-  7}i7i  zm  fiv  ^  fjLv  -j-  fJLv" 
r  =   ^^*  H-  71^   -f-  71"''  =    1^*   +  /»   ^  /*. 

Si  les  valeurs  particulières  ^*  iïr:/',    z-=^gy  qui  rendent  le  diviseur  A 
égal  à  N  y  sont  telles  que  lés  deux  formes  trinaires  de  A  se  réduisent 
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k  une  seule  de  N,  il  faudra  qu'on  ait 

mf  +  ng  ==  /Af -{-  vg 

"»/+  «'5'=  /*/+  "'g 
mJ-\-  n'g=  ^'f+  ,'g. 

Car  les  deux  formes  trinaires  qui  doivent  coïncider,  peuvent  être  dis- 
posées de  manière  que  les  termes  égaux  Soient  de  même  ~  rang  et  de 
même  signe. 

D'ailleurs  puisque  f  et  g  sont  premiers  entrie  eux ,  on  satisfera  gêné-» 
ralement  aux  trois  équations  précédentes,  en  prenant  trois  indétermi-' 
nées  a  y  a',  n'y  et  faisant 

substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  /?,  y,  r,  on  aura  les  trois 
équations  : 

.    ^/(a^H-a'^  +  a^^^  +  TW+nV+wV  =o    |     ^^^ 


fgÇa^  +  a'^  +  a'''')+g(na^n'é/  +n''a')   \ 


o. 


•y  (ma + /»V  +m'a') 

m 

OÙ  Ton  voit  que  la  troisième  est  une  suite  des  detix  autres ,  et  qu'ainsi 
il  suffit  d'ayoir  égard  à  celles-ci. 

De  quelque  manière  qu'on  satisfasse  aux  équations  (^)y  les  valeurs 
dey  et  de  g  détermineront  un  nombre  N  =:: pf^ ^ :iqfg -{- rg^ ^  tel 
qu'en  y  appliquant  les  deux  formes  trinaires  de  A,  elles  se  réduiront  à 
une  seSI^  valeur  trinaire  de  N.  Cherchons  donc  la  plus  grande  valeur 
de  iV^^  qui  donne  lieu  à  cette  coïncidence, , 

Et  d'abord  observons  que  comme  J"  et  g  ne  peuvent  être  tous  deux 
pairs,  il  résulte  des  équations  (J)  que  le  nombre  a*  +  a''*+^*  doit 
être  pair.  Soit  donc 

on  aura 

^ ^na  +  n'a'+n"a''  \  ma  +  m'a'+  m'a' 

d'où  l'on  tire 

k  (jnf  +  ng)  =  {nin  —  mn')d  —  (mn'  —  n!n)J 
h  Ipif-^-rig)  =  (mV  —  n{rf)a' —  (m'n  —  mr£)a 
k  [rn'f+n'g)  =  ImpT  —  m'n)a  —  (mV  —  i»'/»>'. 
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la  forme  trinaire  de  c  qui  répond  au  diviseur  trînaîre  (/^fT^  +  wz)* 
H-  (my  +  n'zy  +  (my  +  n^zy^  étant  c  =  (/wï' — m'ny  +  (m'/i^  —  nfn'y 
H-  ('w^'î  —  /?!/*'')%  Élisons  pour  abréger, 

afin  qu'on  ait  c  =  a*-|-ff*  +  3^%  les  équations  précédentes  donneront 

1c(mf  -^  ng)  =L  yd  —  Qd' 
k{m'f+n'g)  =  aa'^  ya 
klmy-^n'g)  =  €a  -^  cu^^ 

Quarrant  ces  équations  et  les  ajoutant,  on  aura 

k^N  =:(,«'  —  Çay  +  {xif  —  yay  +  {Ca  —  aaj. 

Mais  puisqu'on  a  c  =  <x*  +  C*  +  >*  et  3A:.=  fl*  +  a'»+«%  il  est  facile 
de  voir  que  le  second  membre  se  réduit  à  2ck — (oui  +  €a' +  j^a^)',  de 
sorte  qu  on  aura 

hN  =  2ck  ^((ta  +  €af+  yjy. 

Ce  résultat  prouve  que  la  limite  de  iV  est  -r-,  et  que  N  ne  peut  at« 
teindre  cette  limite  que  lorsqu'on  a  ena-^Çé/  ^ya"  t=:o. 

(286)  La  limite  de  N  sera  d  autant  plus  grande  que  k  sera  plus  petit  ; 
voyons  donc   quelle  peut  être  la  plus  petite  valeur  de  A:. 

Les  valeurs  que  doivent  avoir  a,  </,  a*j  pour  que  a*+i/*-f-iJ^*soît 
le  plus  petit  possible  et  cependant  pair ,  sont  o ,  i ,  i  ;  mais  alors  on 
aurait  /=  —  n' —  n^y  g=:m'  +  /n%  et  la  forme  (/y^+vz)*  +  (fJt^y+Zzy 
'^(ft'j''i^/zyy  ne  différerait  que  par  l'ordre  des  termes,  de  la  forme 
(/ii^ -f.  n^s)* -j- (iwy  + /î'z)*  +  (/w^ + /i'z)*,  ce  qui  est  contre  la  sup- 
position. 

On  ne  peut  faire  non  plus  iz=:o,  û^==o,  £^=12^  parce  qu'alors  les  deux 
formes  trinaires  de  A  seréduiraient  encore  à  une  même  forme.  La  moindre 
valeur  de  A  a  donc  lieu  lorsqu'on  fait  /i=i,  0^=1,  ât*  =  2;  alors  on 
a  A  =  3,  et  la  limite  cherchée  est  iV<  |  ^,  conformément  à  l'énoncé  du 
théorème. 

(287)  Pour  que  N  atteigne  cette  limite,  il  &udra  qu'on  ait.... 
a+€+3y=o,  ou  «=— ^— 2>;  delà  c=**+Ç»+p.*i=a(^-|->)»+5>*,  et 
comme  on  a  iV^=|c,  il  faudra  que  c  soit  divisible  par  3.  Faisant  donc 
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C-f-j/  =  3cf ,  t)n  aura  c=:  5>*  +  i8J^%  et  3^  devra  être  impair ^  aans  quoî 
iV^  serait  divi&ible  par  4s  ce  qui  u'a  pas  lieu  dans  les  nombres  snscep-» 
tibles  de  formes  trinaires. 

Ces  résultats  sont  faciles  à  vérifier^  car  d'après  la  valeur  trouvée  de  Cp 
l'un  des  diviseurs  quadratiques  de  t*  -f-  cu^,  est 

lequel  se  décompose  en  trois  quarrés^  de  ces  deux  manières: 

et  ces  deux  formes  se  réduisent  à  une  seule  lorsqu'on  fait  ^=  i>  zm>p 
ce  qui  donne  I^=z2y^^i2J^^^=.jc. 

(288)  Théorème  VI.  (r  Si  le  nombre  iV  est  compris  de  m  manières 
n  difierentes  dans  un  ou  plusieurs  diviseurs  quadratiques  de  la  formule 
»  t^^cu*;  si  en  outre  chacun  de  cesf  diviseurs  est  décompo3able  en  n 
n  formes  trinaires ,  et  qu'en  conséquence  le  nombre  JY  reçoive^  comme 
M  diviseur  de  la  formule  t*  -f*^^>  ''^  valeurs  trinaires;  je  dis  que  toutes 
>i  ces  valeurs  trinaires  seront  di£férentes  les  unes  des  autres^  excepté 
»  le  cas  de  N^Cj^»  et  celai  où  on  pourrait  satisfaire  à  l'équation 
»  à^:=zj*'^Nz^y  sans  supposer  ssso.  » 

En  effet  ^  l'une  des  formes  trinaires  de  N  peut  toujours  être  repré«- 
sentée  par  la  formule  N=:X*J*  +  fjL*S*+v,*C*,  en  supposant  quelava-* 
leur  correspondante  de  c  soit  yV*'*Hhé'*'*^*'+*^*^V«'%  et  qu'on  ait 
entre  les  nombres  ^^  By  67  la  relation  ^/l/+g'iff+AC=o* 

Une  seconde  forme  trinaire  de  N  pourra  de  même  être  représefttee 
par  la  formule  iV^=  V*^'»-h/*^*+ii'*^%  en  supposant  sembUile- 
ment  €r=/>V+g'V*X'*^^//»ÂV  ei/'J'-f-^B+h'C^m. 

Maintenant  si  l'on  veut  que  ces  deux  valeurs  trinaires  dé  Jff  soient 
id^ntiques^  il  Éwidra  fidre  XJzzzX'J',  fjLB:=sfi']y,  pCz=z/C.  Tirant 
de  ces  équations  les  valeurs  de  ^'^  S'y  Cy  et  les  substituant  dans  Xér 
quation  f'A' + g'B'  -f-  /*'  C  =  o  ,  on  aura 

Celle-ci  étant  combinée  avec  VéisjpBUMik  /A'^gB^^bCis^tk^  il  en 
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résulte 

Soient^  pour  abréger^  /xi'  =  a ,  gtX  i=  S,  ^/^  =  y  ;  /VV  =  leef , 
^Va'=:6^,  h'K'f4f:s:iy\  ensorte  que  les  valeurs  trinaîres  dé  c  qui  ré- 
pondent aux  valeurs  identiques  de  N,  soient  c  =  «*  +  6*  +  >*  » 
cssa'^  +  C^  +  y^,   on  aura 

/uB a^y^^ayf  fC Cn  -^  Cat^ 

Mais  les  trois  nombres  XA^  fiBy  vC  ne  peuvent  être  divisibles  par 
un  même  facteur;  si  donc  on  appelle  ^  le  plus  grand  diviseur  commun 
des  trois  quantités  a'j'  — «>',  S'a— -ffa',  y'€—yS',  on  aura 

^XJ  =  y^6  —  yC 
^fiB  ss  a^y '^•^  ay 

d'où  Ton  déduit  <f(X*^»-f^*5»4.y*C*)  ou  (p»iV^=(/^-->ffO*-K^'?^-«>0* 
'^(€^€L'^6afy.  Or  par  une  réduction  qui  se  présente  fréquemment  dans 
ce  genre  d'analyse ,  on  sait  que  le  second  membre  de  cette  équation 
est  la  même  chose  que 

de  sorte  que  si  on  fait  pour  abréger  eui^ ^i^tS'  +  yy'  z=i6 ,  on  aura 
(p'i^^ssc'— fl*  ou  <^s=fl»-f-iViç*.  Donc  deux  formes  trinaires  de  N 
ne  sauraient  être  identiques,  à  moins  que  le  nombre  iV^  ne  soit  plus 
petit  que  c*  et  tel  qu'on  puisse  satisfaire  à  l'équation  c*==/*+iV2*. 

Ce  résultat  ne  souffire  d'exception  que  lorsque  9  =  0;  alors   on  a 
«l-  =;r  s=— î  de  sorte  que  la  forme  a'*+^'*+>'*  coïncide  entièrement 

avec  la  forme  a'-f-b*+>'.  Mais  alors  les  deux  valeurs  trinaires  de  N^ 
que  Ton  trompare^  sont  tirées  d'un  même  diviseur  quadratique ,  puis- 
qu'elles répondent  à  des  valeurs  trinaires  identiques  de  0;  donc  ces 
deux  valeurs  doivent  être  différentes  entre  elles  (^85),  à  moins  qu'on 
n'ait  NK.  I  c.  Ainsi  en  ajoutant  ce  cas  d'exception  à  celui  qu'on  a  déjà 
trouvé^  il  en  résulte  la  proposition  générale  telle  que  nous  l'avons 
énoncée. 
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(389)  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème ,  considérons  la 
formule  /*+2iu*,  et  son  diviseur  quadratique  A =5;^ 4-47**+ 5a*,  le- 
quel est  susceptible  de  ces  deux  formes  trinaires  : 

(  c  j + 2z)* -f- z* + 4r  • 

• 

Dans  ce  diviseur  est  compris  le  nombre  17765  =  5.11.17.199  qui , 
étant  de  la  forme  84a: +4^  9  ^®  P®^*  (d'après  la  Table  IV)  appartenir 
à  aucun  autre  diviseur  quadratique  de  la  formule  ^*+3itt*.  D'ailleurs  ce 
nombre  y  à  cause  des  quatre  facteurs  dont  il  est  compose,  doit  être  con- 
tenu 3'  ou  8  fois,  dans  le  diviseur  5j^  +  ^jrz -^  5z* ;  en  eflfet,  si  on  ré- 
sout l'équation  1 7765  =  57-*+ 47*2 +  52*,  on  trouve  les  huit  solutions 
suivantes  : 

jr  =  53,  —64,  5i,  —65,  —I,  —47*  —24,  —28 
z  ==  i5,       i5,'4û>       4^9     60,       60,       65,       65. 

On  en  trouverait  même  huit  autres,  mais  qui  ne  produiraient  aucun 
nouveau  résultat,  parce  que  le  diviseur  quadratique  5jr^ -^  ^jrz  ^j^  5z* 
est  du  nombre  des  bifides.  Cela  posé ,  les  huit  solutions  trouvées  don- 
neront chacune  deux  formes  trinaires  de  17765,  lesquelles  seront  diffé* 
rentes  entre  elles,  puisqu'il  est  visible  que  Téquation  c*==y*+iVÎ5*  ne 
saurait  avoir  lieu  ;  donc  le  nombre  17765,  considéré  comme  diviseur 
de  ^*  +  3iii%  doit  avoir  seize  formes  trinaires  différentes;  et  en  effet 
on  trouve  que  ces  seize  formes  sont  : 


119*4-  60*+  a* 
58*+i3o*+  1* 

Il  3*+  64»-|-5o* 
34*+i  28*4-1 5* 


119*4-  53*4-5o* 
83*4-104*4-1 5' 

io6*4.  65*4-48* 
i7*-i-i5o*4-34* 


103' 

9' 
m* 

I03*< 


65*4.56* 

i5o*+38* 

4o*-i-63* 

8o*+3i* 


86*-|-  65*+8o* 
1 7*4-1 36*-f-4o* 
73*4-  60*494* 

34»+i3o*-Hi7* 


(390)  Remarque.  Si  N  est  pair  et  >^^,  l'équation  c*=^*+-^^*  ^^ 
pourra  avoir  lieu ,  et  la  proposition  générale  ne  sera  sujette  à  aucune 
exception.  Caria  condition  JV'^lc  est  satisâdte  d'elle-même,  ensuite 
l'équation  c*==/*4--^2*  exige  qu'on  ait  2=1  et  c"«^-^=iV^;  mais 
N  étant  pair,  le  prenuer  membre  devra  être  pair,  et  alors  il  serait  di* 
visible  par  4  >  tandis  que  N  n'est  divisible  que  par  3. 

Dans  la  même  supposition  de  iV>^^*,  l'équation  i\rssc*— «»S^  ne 
pourra  encore  avoir  lieu  si  N  est  de  la  forme  ^'^i  et  c  pair* 


TROISIÈME  PARTIE.  617 

(agi)  TnioRÈME  VIL  ce  Soit  ;j)^*+3^«+r2*  un  diviseur  quadra* 

)i  tique  de  la  formule  /'-f'^^N  et  soient  p  et  c  premiers  entre  eux;  si  le 

»  nombre  c  est  diviseur  de  t^  +^^%  j^  ^^  V^^  ^  ^^^  diviseur  de 

»  t^  +  Nu^^y  N  étant  un  nombre  quelconque  renfermé  dans  la  formule 

■ 

En  effet,  soit  ]V=:poL*+2qcL€+r€*,  on  stuva  pN=:(pA  +  qëy-^cC*. 
Mais  par  hypothèse  c  est  diviseur  de  t^^^^pu*;  donc  il  existe  un  entier 

k  tel  que  — -^  est  un  entier;  donc  • — -    sera  aussi   un    entier. 

Mettant  au  lieu  de  pN  sa  valeur,  on  aura  ^^^  ^  — r=:e;  or  c  et 
k  sont  premiers  entre  eux,  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  6,  Tex- 
pression  — ^^--£-  étant  un  entier,  il  faudrait  que  p  et  c  eussent  le  même 
commun  diviseur  6,  ce  qui  est  contre  la  supposition.  Donc  on  peut  faire 

pX'+'qCz^kx^cu,  et  on  aura  — ^^t—  =  e.  Donc   c  est  diviseur   de 

c 

c 

ar*+iV^,  ou  en  général  de  la  formule  t*+'^"'* 

(2193)  Remarque.  La  même  proposition  aura  lieu  en  ^supposant  seule- 
ment que- le  diviseur  quadratique  ^* + 2^25  •+•  rs*  renfermé  un  nombre 
p'  premier  à  c,  et  tel  que  c  soit  diviseur  de  V^^pu''.  Car  on  pourra 
toajonrs,  par  une  transformation,  faire  ensorte  que  ce  nombre  p^  tienne 
la  place  du  premier  coefficient/?  (n*  25i). 

Donc  si  le  diviseur  quadratique  /J7**  +  2^"^  + '^*  contient  un  seul 
nombre />'  premier  à  c,  et  tel  que  c  soit  diviseur  de  ^'+/?V,  tout 
nombre  N  compris  dans  ce  même  diviseur  quadratique  jouira  de  la 
même  propriété,  de  sorte  que  c  sera  toujours  diviseur  de  la  formule 

■ 

(393)  TnEORiaiE  VIII.  «  Au  contraire  si  un  seul  nombre  p'  renfermé 
»  dans  le  diviseur  quadratique  /JT^-f-^^a+rs*,  est  tel  que  cne  divise 
»  pas  t^^p'u^y  je  dis  que  tout  nombre  N  renfermé  dans  le  même  di- 
»  viseur  quadratique ,  est  tel  aussi  que  c  ne  peut  diviser  t*  »f-  Nu"" ,  au 
»  moins  en  supposant  N  et  c  premiers  entre  eux.  >> 

• 

Car  puisque  c  et  N  sont  premiers  entre  eux ,  si  c  divisait  /* + ^^*  y 
il  faudrait,  suivant  le  théorème  précédent,  que  c  divisât  aussi  ^-(-/?V, 
ce  qui  est  contre  la  supposition. 


•    • 
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(2g4)  Nous  appellerons^  pour  abréger^  diviseur  réciproque  tout 
seur  quadratique  de  la  formule  f*+ci/%  dont  la  propriété  est  telle  que 
N  étant  un  nombre  quelconque  compris  dans  ce  diviseur^  réciproque* 
ment  c  soit  diviseur  de  <*  +  Nu^. 

Nous  appellerons  par  opposition  diviseur  nonHréciprotjue  tout  diviseur 
quadratique  qui  ne  jouit  pas  de  cette  propriété^  ou  qui  n'en  jouit  que 
par  rapport  à  quelques  nombres  particuliers  N  qui  ont  un  commun  di« 
viseur  avec  c. 

Les  conditions  pour  qu'un  diviseur  quadratique  soit  réciproque  ou 
ne  le  soit  pas,  sont  tellement  précisées  par  les  deux  théorèmes  précé- 
dens,  qu'on  pourra  toujours  décider  promptement,  et  presqu'à  la  seule 
inspection ,  si  un  diviseur  quadratique  donné  est  réciproque  ou  non. 

(^gS)  Prenons  pour  exemple  la  formule  ^+691^*,  dont  un  diviseur 
quadratique  est  Sjr^^yrz^i^^.  Pour  savoir  si  ce  diviseur  est  réci- 
proque y  j'ol>serve  que  le  coefficient  5  est  premier  à  69;  je  cherche  donc 
si  69  est  diviseur  de  ^^+5tt*.  Or  il  est  manifeste  que  69  divise  6^-f-5; 
donc  le  diviseur  quadratique  dont  il  s'agit  est  un  diviseur  réciproque  ; 
c'est-à-dire  que  si  N  est  un  nombre  quelconque  compris  dans  la  for« 
mule  57**-f-a^;8+i4^S  on  peut  être  assuré  que  69  sera  diviseur  de 
t^^Nu\ 

La  même  formule  ^*+69tt*  ayant  un  autre  diviseur  quadratique 
6^ft^6^2^i3j3«j  pour  savoir  si  celui-ei  est  réciproque ,  je  prends  le 
nombre  compris  1 5  premier  à  69 ,  et  je  cherche  si  69  est  diviseur  de 
/*-f-i52«\  Or  on  voit  immédiatement  que  5,  facteur  de  69,  n'est  point 
diviseur  de  /*  + 1 3a*  ;  donc  69  ne  peut  l'être  p  donc  lé  diviseur  qua- 
dratique 6y • + fya -f- 1 5z*  est  un  diviseur  non-réciproque. 

Considérons  encore  la  formule  /*-f-4^^*  ^^  ^^^  diviseur  quadratique 
^-|-^5j3».  Pour  déterminer  la  nature  de  ce  diviseur,  je  prends  le  coeffi- 
cient 1  du  premier  terme,  et  je  cherche  si  45  est  diviseur  de  /*-+-w*. 
Mais  on  v(Ht  tout  de  suite  que  3  ne  divise  pas  ^+21*  (car  on  suppose 
toujours  teXu  premiers  entre  eux)  ;  donc  ^5  ne  peut  le  diviser.  Donc 
le  diviseur  quadratique  dont  il  s'agit  est  un  diviseur  non-réciproque. 

(296)  On  fera  voir  ci-après  que  les  diviseurs  quadratiques  réciproques 
ne  contiennent  que  les  nombres  susceptibles  de  prendre  la  forme  tri- 
naire,  c'est-à-dire  les  nombres  de  Tune  des  formes  8n+i>  ^^^^ 
8/1-1-3,  8/Ï+5,  8/ï-f-6.  Or  si  l'on  a  égard  à  l'équation  pr^*^fj^^=^c\ 
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cm  trouve  «isânent  (comme  an  n*  aaS)  que  pcmr  chacone  dés  cinq  formes 
principales  de  ^^  les  diviseurs  quadratiques  de  t^'^^cu*  se  divisent  en 
deux  espèces ,  déterminées  par  rapport  aux  multiples  de  4  et  8^  conmie 
on  le  voit  dans  le  Tableau  suivant. 


Nombre  c. 

8n+5 
8n+3 


8n-f"2 


Divisexirs  de  i*'*  espèce. 


{ 


8/1+6 


4»4-i> 

8a -4- a 

4»  4-1, 

8n  +  6 

4i»-t-a 

8»-f-i, 

8n+3 

Diviseurs  de  a*  espèce. 


4/Ï+5,    8/»-|-6 


^MHI*MM 


i«Wi 


4^4-5,    8/1+2 


Mak^a 


8/1  +  5,      8/1  +  5 


8/1+5,    8/1  +  7 


8/1  +  1 ,    8»  +  7 


Lorsque  le  nombre  c  est  de  la  £3rme  8/1+ 3,  on  voit  qu'il  n'y  a 
qu'une  seule  espèce  de  diviseurs  quadratiques,  savoir,  les  diviseurs 
4^+3.  Si  le  nombre  c  se  rapporte  aux  formes  8/1+3,  8/2+6,  on* 
pourra  préciser  ftn  jiillil{jl  4iÉfc  diviseurs  pairs  correspondans;  pour  cela  , 
il  faudra  subdiviser  chacune  de  ces  formes  en  deux  autres ,  et  alors  au 
lieu  des  deux  derniers  articles  du  Tableau,  on  aura  les  quatre  suivans. 


16/1+2 


{ 


16» -f- a 


16/1  +  6 


i6w  +  i4 


8/1+5 
16/1  +  6 


(       8/1+5,    811  +  7 
1      i6»+io,  16/1 +  14 


I 


8»-f-5       f        8/»-f-5,    8/»  + 7 
i6r'4-i4      f       i6«-f-a,  i6R-f-6 


8/1  +  5        f        8/1  +  1 ,    8/1  +  7 


i6/2+  10 


6» +  2,  16/»+  r4 


A  l'aide  de  ce  Tableau ,  on  reconnaît  tout  d'un  coup  si  un  nonabre 
donné,  diviseur  de  /^  +  ci^,  appartient  à  la  première  ou  à  la  seconde 
espèce;  il  suffit  de  considérer  le  reste  que  donne  ce  nombre  divisé  par 
4,  par  8  ou  par  i6. 


^ 

^ 


fi4^  kj^ 


%  • 
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En  général^  comme  les  diviseurs  quadratiques  de  seconde  espèce  conr^ 
tiennent  toujours  des  nombres  de  la  forme  Sw+y,  ces  diviseurs  ne 
peuvent  jamais  être  trinaires.  Ainsi  les  diviseurs  réciproques  doivent 
toujours  se  trouver  parmi  ceux  de  la  première  espèce. 

(297)  Théorème  IX.  «  Si  le  nombre  c  est  premier  ou  double  d*un 
»  premier,  tout  diviseur  quadratique  de  première  espèce  de  la  formule 
»  t^  •+•  cu^y  sera  un  diviseur  réciproque.  » 

.  En  effet,  i'*.  si  c  est  un  nombre  premier  de  la  forme  4^^+!  qui 
comprend  les  deux  8/i-f-i,  Sw+S,  il  a  été  déjà  démontré  (n*  196), 
que  N  étant  un  diviseur  quelconque  4^+1  de  la  formule  ^*-4-ctt%  on  a 

(7V\ 
—  .)  =  i;de  §orte  que  c  doit  ^tre    diviseur   de    t^+Nu*»    Donc  le 

diviseur  qiiadfâtiquè  qui  renfermé  JV  est  un  diviseur  réciproque.  Donc 
tout  diviseur  quadratique  de  première  espèce  de  la  formule  t*  -f*  ^^^  est 
im«diviseur'  réciproque. 

2''.  Si  c  est  un  nombre  premier  8^+  3 ,  et  P  un  diviseur  quelconque 
impair  de  la  formule  t^+cu^^  on  aura  (n*  197)  T  — j:=i  j  mais  par  la 

Qature  du  nombre  c ,  on  a.  (n*  148)  (")= — ^i  donc  ( — j=— i. 

Donc  c  est  diviseur  de  t*  +  aPu^  ou  de  t*  -f-îVi*,  N  i^tant  un  diviseur 
quelconque  4^+ a  de  la  formule  ^-f-ci£*.  Donc  tout  diviseur  quadra- 
tique ^-^2  de  cette  formule^  est  un  diviseur  réciproque. 

3"*.  Si  le  nombre  cz=2a,  a  étant  un  nombre  premier  4^-4-1^  ilfé» 
suite  du  n*  198  qu'on  a  T— j=ï,  N  étant  un  diviseur  quelconque 

8/2^.1  ou  8»-f-5  de  la  formule  /•-J-cw*  ou  t^-^iau*.  Donc  le  divi- 
seur quadratique  qui  renferme  JYy  c'est-à-dire ,  tout  diviseur  quadra-* 
tique  de  première  espèce  de  la  formule  ^*-|-c{i%  est  un  diviseur  réci- 
proque; 

4"*.  Enfin  si  le  nombre  csaa,  a  étant  un  nombre  premier  4^+5  , 
on  a  prouvé  n^  198,  que  N  étant  un  diviseur  quelconque  8/2 -|- 3  ou 

—  J=c— I.  Donc  a  est  divi- 
seur de  la  formule  t^-^Nu^;  donc  2a  ou  c  l'est  aussi.  Donc  le  diviseur 
quadratique  qui  renferme  N  est  un  diviseur  réciproque. 

(398)  Théorème  X.  ce  Si  le  nombre  c  ou  sa  moitié  est  xm  nombre 


«  •  •>*• 
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I»  comjiosé^  .panni'  les  diviseurs  quadratiques  de  première  espèce  de  la 
>i  formule  /*  +  cw*,  il  y  en  aura  toujours  au  moins  un  réciproque,  d 

Cette  proposition  et  la  précédente  supposent  que  le  nombre  c  est 
de  Tune  des  trois  formes  /Jt^-I-  i ,  8/Î-J-5,  4'^-f-  2;  mais  nous  nous  con- 
tenterons de  démontrer  celle-ci  pour  les  nombres  de  la  forme  4^i*)-i  / 
attendu  que  le  raisonnement  est  le  même  à  l'égard  des  autres  formes. 

Soit  donc  c  ui\  nombre  composé  4^-4*  i  ;  si  l'on  peut  prouver  qu'il 
exista  un  nombrçi.pcexnier  JY,  également  dé  forme  4'i'-f-i,  tel  que  c  soit 

diviseur  de  t^+Nu^;  il  s'ensuivra  (n*  196)  que  ^^^  =  i ,  ou  que  N  est 

diviseur 'de  la  formule  ^•-(-cîa%  et  qu'ainsi  le  diviseur  quadratique  de 
cette  formule  9  qui  contient  iV,  est  im  diviseur  réciproque. 

,  Pour  cet  effet,  décomposons  c  en  ses  facteurs  premiers  égaux  ou  iné-        .^  ^ 
ganx  :  soient  à,  a',  a%  etc.  les  facteurs  4^  +  1  >  et  ^,  é',  ^'. . .  les 
fecteurii  4^*+  5,  ceux-ci  étant  en  nombre  pair,  puisque  c  est  de  forme         .  ^  ^^  ^  r.^   air  ^  i^ 
4^»  +  I .   On  aura  donc    c  =  etafet' ....   CÇ^CÇT ....  ;    et  pour    que  c 
divise  la  formule  t*  -f-  Nu^y  il  feut  qu'on  ait  successivement  : 

:  (|)=-V  ©=.,   (|)=.... 

.(?)=-•'  (?)=-«'  (p)=- ' 

Or  chacune  de  ces  conditions  rapportée  à  un  dénominateur  différent  ^ 
fournit  en  général  plusieurs  valeurs  linéaires  de  N  (n*  iqS),  et  ces  va- 
leurs étant  combinées  entre  elles  pour  satisfaire  à  toutes  les  équations  ^ 
puis  réduites  à  la  forme  4^+ 1 ,  donneront  un  grand  nombre  de  for- 
mules dont  chacune  contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  On 
pourra  donc  trouver  tant  de  nombres  premiers  qu'on  voudra  pour  va- 
leurs de  Ni  or  un  seul  de  ces  nombres  suffit  pour  déterminer  un  divi- 
seur quadratique  de  la  formule  t^'^cu^  y  lequel  sera  réciproque,  puisque 
iT  divisant  t^+Nu^,  il  s'ensuit  que  N  divise  i*+a^. 

(299)  Remarque.  Les  diviseurs  réciproques  de  la  formiule  f •  +  cu^ 
formeront  l'un  des  groupes  dans  lesquels  se  partage  le  système  entier  des 
diviseurs  quadratiques  de  cette  formule.  Soit  i  le  nombre  des  facteurs 
premiers  inégaux  et,  a',  a'. . .  ^,  6',  6%  etc.;  alors  21  sera  le  nombre 
total  des  groupes ,   et  l'un  d'eux,   celui  qui  satis£sdt   aux  conditions 

(— ^=  1,  (-7)=3  i>  (f^^"*  ^>  ^'^-^  ®*  T^^  d'ailleurs  est  de  la  pre^ 

mière  espèce,  sera  le  groupe  des  diviseurs  réciproques. 

4i 
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'  On  trempera  die  sonblables  résultats  lorsqke  c  est  de  k  forme  6n^S^ 
et  lorsqu'il  esl  de  k  forme  J^-^r^* 

(5o^)  THÉOREBre  XI.  n  Tout  dSviseur  qu{[dratiq[ue  trinaire  est  u!aâSè» 
X  viseur  réciproque.  » 

Car  soit  A  un  diviseur  quadratique  trinaire  de  k  formule  ^  *|-  a^,  et 
W  wci  nombre  quelconque  contenu  dans  A;  on  a  vu  que  c  est  (Kvi- 

seur  de  f^-^^Nu'  (n"  285).  Donc  A  est  un  diviseur  réciproque  (n^  294). 

-  • 

I         • 

(5oi)-  La  proposition  inverse  de  la  précédente  ett  encore  vraie,.  c'estK 

à-dire  que  tout  diifiseur  réciproque  est  trinmirej,  en  effet,  la  Table  VflX 

contient  les  diviseurs  trinaires  de  la  formule  t*  +  <^9  po«r  toutes  les 

A#/9  C^P^^J'^  '^^    yaleurs  de  o  Mepuis  c=i  jusqu'à  e=ài4>  et  en  peut  s'assurer  qu'il 

.  1111-^7      ^^  *  aucun  diviseur  réciproque  de  la  fiurmule  C-^cwf  qpi  a*y  soil 

wtj^^^^  ^  ^  (Compris. 

Cette  proposition  peut  doue  être  cessée  établie  par  la.  iiérificatio& 
immédiate  jusqu'à  une  limite  donnée  Z ,  et  il  s'agit  de  £ûre  voir  que 
lorsque  c  passera  cette  Imûte ,  la  proposition  sera  encore  vraie. 

C'est  par  une  telle  réciprocité  que  chaqae  formule    t*  *|-  euf  est  liée 
avec  les  inférieures  ou  a  est  plue  petit,  de  manière  que  les-,  propriétés 
connues  des  unes  servent  à  démontrer  les  prepriétés  des:^utres,.    • 
Voici  donc  la  proposition  générale  que  nous  devons  établir* 

(302}  TuioEÈME  Xn.  (C  Tout  diviseur  réciproque  de  k  formule 
ijL  ^  -{r  Nu*  est  un  diviseur  trinaire  ^  et  ce  diviseur  a  autant  de  formée 
)}  tdnaires  qu'il  y  a  d'unités  dans  ^^^y,  i  étant  le  nombre  des  facteuse 
»  pnemiers  ^  ûnpaira  et  inégaiix  qui  divisent  If.n 

Ce  théorème  doit  être,  regardé  comone  l'mi  des  plus  cemar(|aable&  4^ 
la  théorie  des  nombres;^  c'est  pourquoi  nous  en  donnerone  deux  ^-* 
monstrations ,  la  première  fondée  sur  la  possibilité  de  trouver  dans  le 
diviseur  réciproque  donné,,  et  entre  des  limites  données,,  uni  non^ire 
compris  qui  soit  premier  ou  double  d'un  premier^  L'autre  jj^d^endàntA 
de  cette  supjj^sition. 

'.  ^      * 

Première  ornons tkation^- 

•  I 

^9)  9Bppo9eii9*  ^Aoré  que  N  ont  '^N  aok  un  ilombrtf  fnremief  ^ 
alors  toutdiviseus  de  psenièiie  es]^|se  de  kfeinurief  t?Hr<A^  ^^^  un» 
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diviseur  reciproqne  (n*  297).  Soit  ce  diviseur  V  =:  e)r^^2fyz+az^}  je 
dis  que  T  est  en  même  temps  un  diviseur  trinaîre. 

]^ii  eflct ,  par  la  propriété  de  ce  diviseur ,  Je  nombre  W  est  compris 
dans  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t^-^ci^^  lequel  est  réciproque 
et  par  conséquent  trinaire,  puisque  c  est  plus  petit  que  la  limite  L^ 
ftsqu'à  taquefle  la  Table  est  vérifiée.  D'ailleurs  le  nombre  N  étant  pre^- 
mer  ou  douUe  de  premier,  9  ne  peut  être  compris  que  dans  un  seul 
des  diviseurs  quadratiques  de  ^  +  eu* ,  et  d'une  manière  seulement. 
Sort  donc  A  ^^j>jr^  -}-  "^Jjz  -f-  rs*.  le  diviseur  trinaire  de  ^  -f-  ci^^  dans 
lequel  iV  est  compris;  si  l'on  désigne  par  tt  le  nombre  deis  jeteurs  pre^ 
aners-,  impaôrS'et  négsmx  qui  divisent  ir,  A  aura  a^*^  formes  trinaires, 
lesqvelies  f eroHt  diiereates  entre  c41es,  puisque  J¥^  est  >'^r,  et  à  plu^ 
S(Me  ruban  >|c  {n"*  385). 

Cela  pon,  les  3^'  ^fiormes  trinaines  4e  M  détermineront  autant  de 
âi<f is0K8  iquadr jÉÎqiies  trinairesi  de  ia  formule  C  '^  Nu* y  dans  chacus 
desquek  >  o  aéra  coatipcia.  des  dmseiu»  trmaires  eeront  té«s  diffin^ne 
f«lm  *ms^  'fnsqq'ila  eorrefifondent  à  des  valeors  trinaires  de  If  dtBe* 
rentes  entra  eUés.^ft'''  061);  et  nomme  e  me  pent  être  ocoilemi  pies  dé 
9^-'  fois pasmi les  dmsenrs  iqiiadni«i<pies  de  la  formule  t^+'Mu*  (n''  a4S), 
il  Vensfuit  que  le  dirâeur  propofié  T  «nra  Fun  des  s^''^  diviseurs  ton 
naires  qui  ciMnpMnyttt  €.  Dcmic  T  est  un  «ârasennr  trinaine ,  letde  plue 
oe  diviseur, .  «'a  qfi^wàe  Sofnske  tt^inaire^  ce  qui -s'aocorde  avec  la  prope^ 
siiioa  ji^éride,  fakéfu^^y^saiA  dans  ce  cas  is^a^  ii  s'ensuit  a^*"'=:i.  - 

^a^)  Aa  noyen  de  ce  premier  caSy  on  voit  ^e  la  TaUe  ayant  etë 
vérifiée  jusqu'à  la  limite  L^  les  jp^opriétés -énonoéss  dana  felhéoffèoie 
général  auront  lieu  jusqu'à  \la  limite  |  Z%  pour  tous  les  nombres  N  pre- 
miers ou.  doubles  de  premiers  qui  entrent  dans  la  formule  t^-^^a*. 
Eu  effet  cjr^  +  2b^z  -j~  az*  étant  un  diviseur  réciproque  de  la  formule 
^'^Nu^j,  on  pourra  toujours  supposer  c<C2\/^Ni  ainsi  p  sera  <-£#. 
SI  iV^est  <IL*. 

fSo5)  Soit  inaintenaiïl  if  un  nombre  quelconque  immédiàtemeirt  au-des- 
sus delà  limite  £,  et  soit  Vr=icy^^2iy)rz-\^az*  un  diviseur  réciproque  donné 
delafbrmide  V-\^Nit;  je  dis.  que  ce  diviseur  aura  3*"^  formes  trinaires^ 
l'étant  le  nonibre  des  facteurs  premiers^  impairs  et  Inégaux  qui  divisent  if. 

Cneffet^  soit^  un  nonibre  premier  ou  double  de  premier^  contenu  dans 
le  Œvîseur  T  et  compris  entre  ies  limites  \Tf  et  f  X*,  limites  Irès-éloi- 
gnées  fune  de  rautre^  puisque  la  Table  étant  continuée  seulement  jus- 


N 
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qu'à  2i4,  on  a|Z=i45  et  |Z»= 54547.  Alors  le  nottibre  N  setë 
diviseur  de  /*  +/'^*9  ^t  comme  tel  contenu  dans  un  ou  plusieurs  divi- 
jseurs  réciproques  de  /*+/?i^%  lesquels  seront  censés  connus  et  assujétis 
à  la  loi  générale,  puisque  p  est  premier  ou  double  de  premier  ^ 
moindre  que  f  Z*.  De  plus,  puisque  le  nombre  N  est  <|;?,  il  ne  pourra 
èt^ecâ|pÉenti  qu'une  fois  dans  chacun  des  diviseurs  quadratiques  de  la 
fofmule  t*-{^pu^;  et  comme  à  raison  du  nombre  de  ses  jEsicteurs^  il  doit 
être  contenu  2'"'  fois  dans  tous  ces  diviseurs ,  il  devra  y  avoir  un  pa-* 
ireil  nombre  2^"^  de  diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t^^pu^^  con-^ 
tenant  chacun  une  fois  le  nombre  iV^. 

Ces  diviseurs  quadratiques  étant  différens  entre  eux,  répondront  cfaa«« 
cun  à  une  forme  trinaire  différente  de/?;  donc  il  y  aura  2''"^  valeurs  tri*- 
naires  de  ^^  différentes  entre  elles ,  dont  chacune  répondra  à  une  forme 
trinaire  de  N.  Et  quand  même  parmi  ces  dernières  il  y  en  aurait  d'égales 
entre  elles  (ce  qui  supposerait  p^^=^j^  +  iV**)  ;  comme  ces:  formes  trî^ 
Bairés  égales  de  N  répondent  à  des  formes  trinaires  inégales;  de*  ^/i,  le 
système  d  une  forme  trinaire  de  /?  et  de  la  forme  trinaire  correspondante 
dfe  N  sera  toujours  différent  de  tout  autre  système  semblable. 

Ces  mêmes  systèmes  ^  dont  le  nombre  est  â'"'^  doivent'se  reproduire 
(n*  285) ,  lorsque  p  à  son  tour  est  considéré  comme  diviseur  de  ^^Nu^  : 
OTïp  étant  premier  ou  double  de  premier^  ne  peul  appartenir  qu'à  un 
seul  diviseur  quadratique  qui  est  le  diviseur  réciproque  proposé  F^  et 
il  ne  peut  y  être  contenu  que  d'une  manière;  donc  puisque /i  dans  ce 
diviseur  doit  recevoir  2'""*  formes  trînaires  différentes ,  il  s'ensuit  que 
le  diviseur  F  est  décomposable  en  2^^'  formes  trinaires^  conformément 
«  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

• 

(5o6)  Remarque.  Le  diviseur  réciproque  V  appartenant  a  la  for-* 
mule  i*  +  iVa*,  où  N  est  divisible  par  i  nombres  premiers^  impairs 
et  inégaux ,  tie  peut  avoir  plus  de  2*"*  formes*  trinaires.  Car  SQÎt,  s'il 
est  possible,  le  nombre  de  ses  formes  trinaires  =A>2'~*,  et  soit  i' un 
nombre  premier  plus  grand  que  N^  contenu  dans  le  diviseur  F;  le  nombre 
P  y  comme  diviseur  de  ^•■4"-^"*>anra  A.  formes  trinaire»,  lesquelles  ré- 
pondront à  un  pareil  nombre  de  formeiT  trinaires.  de  N.  Les  k  valeurs 
trinaires  de  P  seront  inégales  entre  ell^s,  puisqu'ayant  P'^N*  onne  peut 
satisfaire  à  l'équation  N^=ijr^+Pz^.  Gela  posé,  les  k  valeurs. trinaires 
de  P  différentes  entre  elles ,  détennin^ent  un  pareil  nombre  k  de  diviseurs- 
trinaires  de  la  formule  t*'+-Pu^^  dans  chacun  desquels  If  doit  être  corn** 
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pris.  Donc  N  sera  contenu  k  fois  dans  les  diviseurs  trinairea'  dé  éS'^u*; 
mais  à  raison  de  ses  i  facteurs  inégaux,  il  ne  peut  être  contemnipie  a^ 
fois  dans  les  diviseurs  i|uadratîqùes  de  :^>-f*i^2^*;;donc  k  .ne^i^^utiÀlre 
plus  grand  que  a'"'\  i)     :  :.m  ^^:'1    .1 

.  ,  Ainsi  le  nombre  a'^S  énoncé  dans  le  âiéorèmie.*  général,  est  le;ju8tf 
nombre  des  formes  trinaires  dont  le:  diviseur  P.^esto susceptible  -et  .^'il 
a  effectivement.  Cependant  lorsque  iV^  a  un  fiicteur  quarré,  il  pourra  y 
avoir  d'autres  formes  trinaires  du  diviseur  Tj  niais  ces  formes  ne  seraient 
qu'impropres,  c'est-à-dire  qu'elles  répondraient  à  des  valeurs  trinaires 
de  c  dont  tous  les  termes  seraient  divisibles  par  un  même  quarré,  et 
nous  avons  déjà  prévenu  (n""  269)  que  ces  fcMnnes  doivëkit  être  rejetées. 

Seconde  démonstration» 

(307)  Pour  mieux  faire  saisir  la  méthode  sur  laquelle  cette  seconde 
déznonstration  est  fondée  y  nous  rappliquerons  d'aboi^d  à  quelques  ibr- 
mules  particulières,  en  faisant  successivement  b==t'i,":2,  ^*,'5/^etc.j 
et  déterminant  les  valeurs  correspondantes  de  i  mi*  la'çôn^irïdii 'À.  ^^'tf 
ou  b=i\c.  Laissant  ensuite  a  indéterminé*^  chaque  rarmîile  cjr*^2bjrzr^^^ 
en  comprendra  une  infinité  d  autres  dans  lesquelles  la.  projf^sition  génjS^ 
raie  sera  vérifiée.  -       ^'  '       ' 

Soit  d'abord  é=  j'I  on  deyra  avbîr'A?±:0.  Ni=za^  et  le  diviseiir  ré-« 
ciproque  proposé  sera  r==/^-f-^2**  Lé  nombre^  i;  étant '^ontraiî  dànsT 
ce  diviseur,  il  faudra  que  N  divise  la  formule  ^.4-1^*  ^^  i*^^b^;.d'bù 
il  suit  que  iV^  ou  jiV  ne  pourra  avoir  pour  fecteurs  premiers  que  des 
nombres  de  la  forme  4^-4"i*  ^^  comme  le  nombre  de  ces  &cteurs  iài- 
pairs  et  inégaux  est  i^  on  pourra  satis&ire  de  2'"'  manières  différentes 
à  l'équation  JV=y*-f-z** 

.  Soit  une  de  ces  solutions  iV=:y**+^^  alors  il  est  yjsible  que  F  pourra 
être  mis  sous  la  forme  trinaire 

à  laquelle  répond  la  valeur  trinaire 

Chaque  décomposition  de  i\ren  deux  quarrés  premiers  entre  eux,  four- 
nissant un  résultat  semblable ,  il  est  clair  que  le  diviseur  réciproque  V 
recevra  2'^*  formes  trinaires^  auxquelles  répondront  autant  de  yaleura 
trinaires  de  N,  ce  qui  est  conforme  au  théorème  général. 


y 
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(5é|8)  Sait  ^t=  a^  rssÀT^  +  fiijs+as*^  iV^sM--*^*^  hiTialeurde^ 
ne  pourra  élare  :qiie  o  on  i« 

:)'  iDans  les  deux  caà^  iV'  deVaat  être  diyifiear  4e  r*-4-aK%  il  est  cIaût  que 
les  facteurs  premiers  de  iV^  seront  de  la  même  forme  ^  et  qu'ainsi  e^ 
|M9n^  SBtisfiiiie  âe  2^^  >annîèpes  différentes  k  J'équation  JV  =^«f-a^*. 

Repretentons  une  de  i  ces  Codons  par  Nsssf^'^sig^,  nous  ciupoas 

az:^^l±f^tî^  De  là  on  YOÎt  que  le  di- 

Ylseur  r  peut  être  mis  60us  h  ferme  tnmûre 

à  laquelle  répond  la  valeur  trînaire  J^^^^J'^-hg^'^g*" 

Puis  donc  que  N  est  2'^  fois  delà  forme y^  +  3g^%  il  s'ensuit  quel 
a\ira  a'~^'  formes  tHnaires^  conformément  à  la  proposition  générale. 

;  .-.    ■    ■  ■.-.■. 

•  I  ■       •  r  •  ' 

-,  ■»•...!«. 

i;3p9}:Soît  ç=Î5,  r=:5^  +  ahjrz-^ az\  N.^=z  5a--t»^4a  valeur  de  b 
pê  4potirra  éire  encore  ^que  o  ou  i . 

.Tuisque  r  estrun  myiseuri  réciproque  et  que  S  est  compris  dans  ce 
diviseur^  il  feudra  que  N  soit  divlseivr  de  la  formule  /*-:f-  5ic%  et  comme 
tel  compris  dans  le  diviseur  réciproque  '  de  cette  formule|  q^ui  est««« 
af  •  rh!^z  +  (kz*.  Doi^cil  devra  y,  ayoir  a'""*  solutipns  de  réquation. . . 
N^=si2J^^'^^Xfi;+'2:\\s^^  et  a'""*  seule- 

raeip^ts^il  ect  divwUe.         . 

Soit  I*.  i:=?=o  et  Iys=ziai  représentons  l'une  des  a'""*  waleurs  de  iV^ 
par  i^Ss^^  +  a^H-i^g^,  nous  aurojis 

Par  cette  ^éur,  on  Tok  ique  «/*+  g'  «doit  être  divisffile  par  "5  ;  soit 
donc  a/'"'"  fi"  =  5A,  et  on  aura 

«=«l±£=».+(£±*)+(ê=i)-i 

de  là  résulte  cette  forme  trinaire  de  F; 

)• ■     ^  •  ■ •  » ■ 

Et  jocnmtt»  le  'drfisBnr  X  =xs5^4*4«i*  ^^  bifiéfe^  ion  -aara  une  «econde 
forme  trinaire  de  T  ^  «a  dhangemi  mmjjAmMM,  le  mgne  de  «; ,  ce  c^ 


doimec&'  ■    ■•    ■    i:     .;      i/    'k  •- •.>  I:."  •.  .••-r  •  ' 

«tila  valeur  tFÎnaira^  cUf  JV^ :  ^  ïépM^i  «  ;oeft  âVuxiforaseè  eM;.J4U4... 

Maintsenani  puisqu'il  y  a  a'^'  yaleuffl  aonbÛbktiée.iy^  ei-qweidn»»'. 
cune  produit  deux  formes  trinairea  de  F  ^  il  est  cUirqpîa  tt  nombiç^ 
total  des  formes  trîmures  de  F  sera  2^"^*,  lesquelles  correspondront  à 
iMHant  de  îfo^mei» fMi^e»  de iV"  ëjgaleff  dénr  &  êmx.      '    '  '-''    -    *  ^-^ 

Soit  2\  4  =  1,  iV^=5fl— 1}  alofs  Jr «ira  a'--^ ^g^rienrrf d(e  fe ^^ 
i\r=  ^^+^  +  ^9  chacune  desqueU^  dAOQinra. 


t  f 


Cette  valeur  £ût  voir  que  ai'  -(-  (^/H- g')*. doit  être  divisible  par  5,  et 
alors  le  quotient  tié  pourra  être  que  'de  la  Ibrme  m^+  ^^%  ^^  sorte 
qu'on  poorrsi  fiuie  •  .n    .    ^  ■•  ."j  »:  '  i: 

ce  tpà.  donnera  ^-l-g-ssia+a»,  ^ssm— n;t  d'oi^    ^  ,,    ,  ^,^ 

Comne  ott  a  «TaîBiettrs  ^'âs  isttn-^rt,h.  iécamj^îûoû'^  âVisèîu!^ 
r  =  5/^  +  a/z  +  <>2*  «^  incEqKëe  asse»  danrement  <}âr  cette  irAdâ^FCrr' 

et-  lâf  vaâteur  ftrmaire  correspondante  de  Jf  est" 

iv= ^ + (2i±£  4- .«)^+- (2^ + «y! 


Ce  qtti  reitfemta  U  vjrfauï  j¥=sr^-4;:(/4-^)f  ^^ 

Donc,  comme  on  a   2^*  valeurs  semblahfa»  àe.Jfyiijrë  anbit^* 
formes  trinaires  du  diviseur  F,  conformément  à  la  prc^osition  génëraler 


(5îo)  Soàtcztsii  et  Ife'divîsfeur  proposé  t±z Sj^ -^  ^^Jf-a^^  àû  ttati 
JNf==5a—b^y  et  b  ne  pourra  avoir  que  Fune  dfes  vadteurff  o,   î  ^  J. 

Quèlie  qw-  soit  cette  vatear*,  eemm&  lè  diviseur  F  eât[8iip|MM#^i^i« 
proque  et  que  5  y  est  contenu ,  il  fsiudra  due  JFseit  dfvi^lD^  dtH  it'^^^] 
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et  comme  tel  compris  dans  les  dîvisem^  réciproques  de  cette  formule." 
Mais  il  y  a  4içux  cas.  à'^cçij^dérer^,  selon  que  iVest  ou  Vest  pas  di« 


■  ,  .  r  ■  •        .  «  I 

■     1 


visible  par  5.  ^       « 

.  Soit  I^*  *iîxJD/et ^flr±=&i;  «icomme^'la  formule'  ^4-5**^  n'a  que  lé' 
seul  diviseur  réciproque  ^•+5z%  il  £siudra  que  iV^^oit  2^*  fois  de  la 
forme  yt  -|^  Sz\  Désignons  «me  de  ces  '  valeurs  par  N  =/**  +  5^*  >  on 

3[}ùra"ii=^î-^^'-;   doue  il  faut  ^que'y*soîl  divisible  par  5.  Faîsaniyî=  5^^ 

on  aura  tf=g^  +  5A*  =s^*  *4-  h*-\-  4A*{^C9tt«  'forme  trinaire  iuijiqtie  celle 
dil.^{^triî|BTir  r==5;;'H-«s%.la<iueUe  est.  ; 

Si  Ton  observ.e^  dé  plus  y  que  le  diviseur  Sj^'^az*  est  bifide^  on  aura j^ 
en  changeant  le  signe  de  z\  cette  seconde  forme  trinaire  : 

et  les  deux  répondront  à  la  même  valeur  trinaire  iY^=  25A*-+-4ff*THg*- 
Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  If  =/*  +  5a*  étant  a'^*,  et 

chacune  fournissant  deux  formes  trinaires  de  F  ^  il  est  clair  qa'on  aura 

en  tout  2^^  formes  trmaîrës  de  F^  conformément  à  la  proposition 

générale.  .         ,  . 

Soit  3*.  £  =  1  ou  a,  et  N=^Sa^^b*i  alors  iV,  comme  diviseur  de 

i*-f-5a%  sera,  contenu  a'r;'  foi&  dans  le  diviseur  quadratique  ^4*^^** 

Soit  une  de  ces  solutions  N^=f^  +  %*^  on  aura 

a—  5        -, 

d'où  Ton  voit  que  i*+jr*.doit  être  divisible  par  5..  Faisant  d9nç;.w: 
4*+y^  =  5(/»*-|-/i*),  on  en  déduira  *=/ii— 27i,y==a/?i-f./j,  et 

Cette  valeur  de  a  et  celle  4®  i^  indiquent  assez  clairement  la  fournie  tri* 
naire  du  diviseur  F,.. savoir  :    ' 

et  la  valeur  corre^ondante  de  N  e%l  N^=z  (3m  +  n)*+^*+4é^,  ce  qui 
revient  à  la  forme  donnée  y*+5'*+4é^- 

Puis  donc  qu'il  y  a  2^^  de  ces  valeurs  de  JV,  il  y  aura  aussi  a'""*. 
foipnes  trjiuures  du  diviseur  F.    . 


TROISIÈME  PARTIE;     .  5:29 

i^5i  1)  Considérons  maintenant  le  diviseur  réciproque  Tts^jr^^r^fy^^^^'^ 
dans  toute  sa  généralité  ^  et  supposons  seulement  que  le  coefficient  c  est 
premier  à  iV^  et  plus  petit  que  N^  condition  qu'il  est  toujours  Êicile  de 
remplir  (i). 

Cela  posé ,  puisque  T  est  un  diviseur  réciproque ,  il  faudra  que  N 
soit  diviseur  de  la  formule  f*-|-cw%  et  comme  tel  compris  dans  les  di- 
viseurs réciproques  de  cette  formule.  De  plus,  comme  on  a  désigné 
par  {  le  nombre  des  facteurs  premiers,  impairs  et  inégaux  de  iV^,  il 
faudra  que  N  soit  contenu  2'-'  fois  dans  les  diviseurs  réciproques  de 
la  formule  t*  -f-  ^"S  lesquels  forment  un  des  groupes  dans  lesquels  se 
partagent  les  diviseurs  de  cette  formule. 

Soit  donc /7^*-4-2^z+rz*  l'un  des  diviseurs  réciproques  de  la  for- 
mule /*+ctt%  dans  lesquels  N  est  compris,  on  pourra  supposer 

^^Pf"  +  ^7fg  +  ^8^  —  ac  —  b% 
ce  qui  donnera 

b-'^N_{pf+qgy  +  c^  +  pb- 
c  cp 

On  voit  par  cette  expression  que  (pf-h^gY'+pl^^  doit  être  divisible 
par  c;  pour  effectuer  la  division,  supposons  qu'on  a  cherché  tous  les 
diviseurs  quadratiques  de  t^-j-pu*  qui  contiennent  c;  l'un  quelconque 
de  ces  diviseurs  sera  de  la  forme  cj*  -f-  2byz'^az*y  et  les  valeurs  de  6' 
seront  tous  les  nombres  non  plus  grands  que  |  c  qui  satisfont  à  l'équa- 
tion c//— ^'*=/?,  ou  qui  rendent  b'^^p  divisible  par  «. 
Soit  donc  (pf-^  qgY  -f-  pb^  =  cN' ,  et  on  devra  avoir 

d'où  cN' =^{cy  +  V S'Y -^  pS"^ .  Ces  deux  valeurs  de   cN'  devant   être 
identiques,  on  fera  J^=4  et  cy'+'b'S'=:dz (pf+  qg) ^  ce  qui  donnera 

y  —  l        ^• 

U  faudra  donc  chercher  parmi  les  diverses  valeurs  de  b\  celle  qui 
donne  y  égale  a  un  entier ,  et  on  doit  nécessairement  en  trouver  une  , 
puisque  le  diviseur  proposé  T  est  réciproque ,  et  que  c'est  la  seule  sup- 
position sur  laquelle   cette   analyse  est  fondée.    Il  ne  pourra  y  avoir 


(1)  Voyez  ci-aprèa  le  S  X>  IV*  partie.  Cette  condition,  au  reste,  n'est Jpas  ri- 
goureusement nécessaire  pour  le  succès  de  la  démonstration,  puisque  dans  les  exemple^ 
précédens,  on  a  vu  des  cas  où  les  nombres  c  et  iV  ont  un  commun  diybeur 
in?*  309  et  3io). 
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qu'une    des    vafctirs    de    h'    qui  remle   y   -ewiier  j    cw   s*ii    y    en 

avait    deux  h' y  C,  fl    faudrait    que  fut  un    entier^   ou   que 

— =1—  en  fut  un  ^  parce  que  c  ei  b  sont  premiers  entre  eux.  Or  V  et  €' 

sont  to^s  deux  plus  petits  que  jc y  ou  si  Fun  des  deux  est  égal  k  {c , 
il  faut  que  l'autre  soit  plus  petit  que  jC,  puisque  sont  inégaux  ;  donc 
la  somme  h^  +  C^  est  plus  petite  que  c ,  et  ne  saurait  être  divisible  par  c. 
n  feut  observer  aussi  que  les  nombres  y  et  J"  y  on  y  ei  i  seront  tels 
que  le  calcul  les  donne ,  et  pourront  avoir  accidentellement  un  commun 
diviseur;  car  ici  on  ne  cherche  autre  chose  que.  la  forme  du  nombre 
déterminé  JV'  :  or  y  étant  trouvé  ,  on  a  iV'  =  cy^  +  nb'yJ"  r|-  à'cf  *  ; 
mais  comme  le  diviseur  quadratique  c;^*  -f-  abyz  -4-  ^'2*  de  la  formule 
^••+•^1/*,  peut  se  réduire  à  la  forme  py*-^  ^^J^'¥'  ^^*  >  où  l'on  aura 
/?'  <  2  v/j/?,  la  valeur  de  ffT  prendra  la  forme 

dans  laquelle/'  et  g^'  pourront^  suivant  les  difierens  cas  ,  avoir  ou  n'avoir 
pas  de  commun  diviseur. 

Cela  ^posé  ^  la  valeur  de  «t  deviendra 

p  ^  » 

et  dans  cette  nouvelle  expression,  on  Toit  que  -^plf-^-^g')*  H~  -^^  <toit 
être  divisible  par  p  ;  ainsi^  en  faisant 

«m  trouvera  ptdr  des  cipéraltions  semblables  aux  précédentes  y 


expression  où  l'on  peut  supposer /?'  <  2\/}p'}  on  aura  dovc  cette  traK 
sioHie  vdieur  de  a  : 

p  pY 

Ces  diverses  opérations  devront  être  continuées  jusqu'à  ce  que  les  deux 
derniers  termes  de  la  suite  décroissante  p yp'yp" y  etc.,  soient  i  «t  i 
ou  2  et  I.  S'ils  sont  tous  deux  égaux  à  l'unité^  la  dernière  Taleor  de  a 
sera  de  la  forme  A*  +  m^*  +  >*  ;  si  le  dernier  terme  est  i  et  Favant-der- 
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nierd^  alors n  sera  de  la  forme  ^      ^       ^,  laquelle  se  change  encore  en 

une  somme  de  trois  quarrés  ,  savoir  v*  +  (        Y+  \r~^)  • 

En  général  donc  le  nombre  a  sera  toujours  réduit  à  une  forme  tri- 
naîre  telle  que  X*  +  /t*  -f-  f*  ;  en  même  temps  on  trouvera  ,  par  la  suite 
des  opérations^  que  i  peut  être  mis  sous  la  forme 

d'où  l'on,  conclura  que  le  diviseur  proposé  F  se  décompose  en  troii 
quarrés^  de  cette  manière  : 

Mais  on  peut  parvenir  à  ce  résultat  d'une  manière  encore  plus  immé-< 
diate  et  sans  le  secours  de  la  valeur  précédente  de  b. 

(S m)  En  effets  les  opérations  nécessaires  pour  parvenir  à  la  valeur 
trinaire  de  a  y  peuvent  s'exécuter  en  laissant  a  et  b  indéterminés,  puis- 
que les  nombres  p^  p%  etc.  sur  lesquels  ces  opérations  sont  établies ,  se 
déduisent  du  seul  nombre  connu  c;  de  sorte  qu'ils  restent  toujours  les 
mêmes  ^  ou  n'éprouvent  de  changement  que  par  le  choix  qu'il  peut  y 
avoir  dans  les  valeurs  de  j/  y  s'il  y  a  plusieurs  diviseurs  quadratiques 
de  t^  +  pi^  qui  contiennent  t? ,  ou  dans  les  valeurs  de  p^ ,  s'il  y  a  plu- 
sieurs diviseurs  quadratiques  de  1*  +pV  qui  contiennent/?,  et  ainsi  de 
suite.  Dans  tous  les  cas^  la  suite  py  p\  p'y  etc.  y  sera  toujours  telle  ^ 
qu'on  aura  /?'<  \^\py  p'<  V\p\  ^'^^*  y  de  sorte  que  cette  suite  décroîtra 
très-prcMtnptement  jusqu'à  son  dernier  terme  i.  On  peut  donc  arriver 
ainsi  à  des  résultats  généraux  qui  s'appliquent  à  une  infinité  de  valeurs 
de  N ^  ainsi  qu'oo  ea  a  vu  des  exemples  y  lorsque  c  =:  i ,  2 ,  3^  5. 

Si  on  laisse  le  nombre  N  déterminé  y  on  pourra  néanmoins  intro--^ 
duire  dans  le  diviseur  proposé  une  indétermination  qui  facilitera  beaucoup 
sa  décomposition  en  trois  quarrés.  Pour  cet  effet^  il  suffira  de  mettre 
Y^'k&^yi  lieu  de  y  y  et  le  diviseur  F  deviendra 

La  méthode  {Nrécédeute  istant  ap^diqué»  à  ce  diviseur^  les  nombres 
Py  p'y  p' y  ctc.  scrout Ics  mêmes  sans  aucun  changement ^  que  lorsqu'on 
a  A:  =  o.  On  obtiendra  donc  encore  la  valeur  du  dernier  coefficient 
a  +  tkbk  +  ch  exprimée  par  trois  quarrés ,  et  ces  quarrés ,  où  A:  reste 
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indetermiaé^  ne  pourront  être  que  de  la  forme  *  '       •  î  • 

(l^Xky  +  (m^/xky  +  (n  +  y/cy  , 
d'où  Ton  conclura  immédiatement  la  forme  trinaire  de  T , 

r  =  (// +  Az)^  +  (mjr  +  fizy  +  (njr  +  vzy. 

Tel  est  le  moyen  d'e'viter  tout  tâtonnement  dans  la  détermination  de 
la  forme  trinaire  de  F,  et  en  même  temps  d'y  parvenir  de  la  manière 
la  plus  simple  et  la  plus  directe.  Et  puisque  le  nombre  N  est  contenu 
dé  2*""*  manières  différentes  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  la  for- 
mule /*  +  eu*  y  chacune  de  ces  expressions  donnera  une  forme  trinaire  • 
du  diviseur  V  ;  donc  ce  diviseur  aura  2*~*  formes  triuaires ,  conformé- 
ment à  la  proposition  générale. 

Par  cette  analyse^  la  limite  de  la  Table  VIII,  qui  est  d^abord  à  volonté, 
peut  être  reculée  indéfiniment,  et  le  théorème  énoncé  aura  lieu  dans 
toute  son  étendue.  , 

Exemple. 

(3i3)  Soit  proposé  le  diviseur  réciproque  V  =  i8g^+5q;^a-|-5oz*, 
qui  appartient  à  la  formule  t*  +  Nu*,  du  Ton  a  iV^=9225=  3*.5*.  4i  f 
il  s'agit  de  faire  voir  que  ce  diviseur  peut  se  décomposer  de  a^z*  ou  4 
manières  en  trois  quarrés. 

Les  coefficiehs  extrêmes  5o  et  189  ayant  Fun  et  l'autre  un  diviseur 
commun  avec  Ny  il  conviendra,  pour  se  conformer  à  la  méthode  géné- 
rale, de  chercher  dans  F  un  nombre  premier  à  N.  Ce  nombre  se  pré* 
sente  immédiatement  en  faisant j^=:i,2  =  — -i,  et  on  a  le  résultat 
189  —  5o  +  5o  =  309  =  1 1 .  19 ,  nombre  qui  n'a  point  de  diviseur 
commun  avec  JV.  Il  faut  donc  préalablement  iaire  ensorte  que  209  soit 
le  premier"  coefficient  de  F;  pour  cela,  il  suffit  de  mettre  z  — ^  si  la 
place  de  z,  et  de  changer  ensuite  le  signe  de  z,  ce  qui  donnera 

F  =  20Qjr*  -f-  707^^5  -+•  5o«*. 

* 

Mettant  enfin  j^-f-^^  ^  1^  place  de^,  afin  d'introduire  une  indétermi* 
nation  dans  le  dernier  coefficient,  on  aura 

F  =  209J*  +  2(  35  +  2Q^k)jrz  +  (5o  +  76*  ^2ogh)z^. 
Ainsi  nous  ferons 

c=sa09,     b;ssZ5^20Qkp    a  ss;  5o  ^  70A -fr;  ao^^* 


/" 
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■  Le  nombre  N  ayant  trois  facteurs  premiers  inégaux ,  doit  être  contenu 
a*"**  ou  4  fois  dans  les  diviseurs  réciproques  de  t^  +  :209a*.  Or  cette 
formule  a  trois  diviseurs  réciproques^  savoir 

et  on  trouve  en  effet  que  92:^5  est  contenu  une  fois  dans  le  second  de 
ces  diviseurs^  et  trois  fois  dans  le  troisième^  comme  il  suit  : 

JV=5:io/«+   3/^+ air  {^^''5 

,  Considérons  d'abord  la  troisième,  forme  qui  doit  fournir  trois  valeurs 
trinaires  de  F.  On  aura^  d'après  cette  forme^ 

^  _  &>  +  iV  _  i5&»  +  (i3/-f  5g)>  +  ao9g* 
c  20g. i3  * 

et  la  première  opération  est  de  trouver  le  quotient  de  (13/*+  %)*+  i3A* 
divisé  par  209.  Or  209^  à  raison  de  ses  facteurs  11  et  19^  doit  être  con« 
tenu  deux  fois  dans  les  diviseurs  quadratiques  de  £*+  \^v^\  et  en  effet ^ 
si  on  représente  le  diviseur  quadratique  qui  contient  209^  par 

la  condition  aof^d  —  &'*:=  1 5  sera  remplie  de  deux  manières^  Tune  en 
faisant  V  :=,  i4>  dz=zi  y  l'autre  en  Élisant  l/;=s:52,  a^  s=  i3.  On  pourra 
donc  poser 

ce  qui  donnera  (  1 3/*+  %)*-+•!  3 J*  =  (  2oqjr  «f.  i';^)»  -f-  i 3j5*  ;  donc  on 
aurajs;=&^  et  309j^  +  i';s=3±  (i5/*-|-5^)  j  d'où 

•^  flog 

Prenons  pour  /*  et  g*  la  solution  y*s=:  19  ^  ^  ss  «-  aa  ^  nous  toron» 
ï5/'+5g^=:i37,et 

±137—^(55+200*) 
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Dand  cette  cfxprdssion^  il  finit  choisir  le  signe  de  i^,  eC  la  Talenr 
de  b' y  de  sorte  qnejr  soit  un  entier;  c'est  ce  qu'on  obtient  en  prenant 
le  signe  inférieur  et  faisant  1/  z=z  i^,  on  ti  ainsi 

^  =  —  5  —  14*. 

Le  quotient  cherché  devient  aog^^-'  -f-  28^2  +  ^*  ^  et  sa  forme  la  plus 
simple  est  (s+  i4j)»-|-  i3^».  En  représentent  celle-ci  par/'^+iSg^'*, 
en  aura  donc 

/  «  -  7  +  iW, 

g^'  =  -  5  -  14*, 

et  la  valeur  de  a  deviendra 

a  ==  g:+r+i5g-> 

i3 

Il  reste  à  diviser  g*  -f-/^*  par  i5;  pour  cela,  il  fiiut  considérer  1 3  comme 
diviseur  de  la  formule  P-j^u^;  or  cette  formule  n'a  qu'un  diviseur  qua^ 
dratique  /*  +  ^'^^  et  celui-*ci  étant  préparé  de  manière  que  t5  soit  son 
premier  coefficient^  il  devient 

Soit  donô 

on  pourra  6irej0âtt=^,  et  iZ/ '^  SazsadhJ^ j  ou  «==/"  et  i57-4-5a=±g'.  - 

Or  il  résulte  également  de  ces  deux  solutions  ^  que  la  quantité  ^    ^ 

acB  iZj^*\-  Aojrz-^  2a*=t=(«  +  a^)*-|-(»  +  5;^)',  se  réduit  à  (4  H- a/:)* 
^  (5  -^  5A:)*  j  donc  on  aura 

n  =  (14A  +  3)*  +  (a*  +  4)*  +  (3^  ^  SYi 

et  puisque  telle  est  là  valeur  de  5o  + 70^  •4*^09^,  il  s'ensuit  que  le 
diviseur  F  =b  aoQr^*  -«f»  70^2  ^  ^^^  ^^^^  ^^  forme  trinaire 

Mettant  z  — /  à  la  place  de  a ,  et  changeant  le  signe  de  a ,  le  diviseur 
r  reprendra  la  première  forme  proposée  1 89^**  +  Zojrz  -|-  5oa%  et  la 
fome  trittaôre  qu'on  vient  de  trouver  devieinlra 

Cherchant  de  même  les  deux  aiitces  formes  Irinaires  qui  se  déduisent 
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àe  la  forme  if  =:  iS/**  +  lùfg  +  i8g^,  ainsi  que  celle  qm  «e  dëdttk  de 
la  forme  iV  =  i  o/**  +  2fg  +  2 1^,  on  aura  les  quatre  formes  trinaires 
du  diviseur  proposé  TsTiSg/*  +  5o^s+5os*.  Ces  qua^^  formes  et 
les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  N  sont  : 

r  =  (i  ijr^zzy  +  (2f+4zy  +  (Sf+Szy 

T  =  (iojr—4zy  +  (S/+5zy  +  (57-+-3Z)* 

r  =  (iSj—  25)*  +  (27)*        +  (4r+7^y 


;f  =  8;2*  +  5o'  +  1^ 
if  =  95*  +  1.4*  +  a* 
if  =?;:  83*  +  49'  H-  lO* 


Corollaires  généraux. 

(3i4)  Le  résultat  de  cette  théorie,  contenu  en  grande  partie  dax^ 
la  Table  VIII ^  offre  les  propriétés  suivantes,  qu'on  doit  rf^arder  main- 
tenant comme  démontrées  avec  toute  la  généralité  j^écessaire* 

I.  Toute  formule  t^  -f~  ^^%  ^l*^^^  laquelle  c  n'est  aï  de  la  fontne  ^n  , 
ni.de  la  forme  8/»  H*  7  9  contient  toujours  au  moins  un  diviseur  qnadri^ 
tique  réciproque  j  c'est-à-dire  un  diviseur  -quadratique  tel  q^e  if  étant  ua 
nombre  quelconque  compris  dans  ce  diviseur ,  le  nombre  c  sera  divir- 
seur  de  la  formule  /*  •+-  if w'. 

IL  Tout  diviseur  quadratique  réciproque  est  en  même  teoips  trinains, 
c'est-à-dire  qu'il  peut  se  décomposer  giénéralement  eu  troi;^  «qui^i^nés , 
sans  attribuer  aucune  valeur  aux  indéterminées  qui  le  composent. 

IIL  Dans  le  cas  où  c  eat  «de  la  forme  8/1-4-^9  ^  diviseur  réciproque 
ne  contient  que  des  nombres  4'^+^^  ^^  îl  ^^t  représenté  ^par  la  forj^ule 
^PJ^'^  ^qj'z^2rz*y  où  l'on  a  4pr — ^*=:c. 

IV.  Lorsque  c  ou  ^t?  est  un  nombre  premier  ou  en  général  une  puis- 
sance d'un  nombre  premier^  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule 
i*+cw'  ne  peut  se  décomposer  en  trois  quarrés  que  d'une  seule  ma- 
nière ,  et  n'a  ainsi  qu'une  seule  forme  trinaire. 

V.  Lorsqu'au  contraire  o  ou  ^  c  est  divisible  par  1  nombres  premiers 
différens^  chaque  diviseur  réciproque  de  la  formule  t^'^cu*  saiT9^  2'^^ 
formes  trinaires. 

VI.  Tout  diviseur  qui  est  trinaire^  est  nécessairement  réciproque  ;  et 
tout  diviseur  qui  est  réciproque^  est  en  même  temps  trinaire.  Ces  deux 
propriétés  sont  inséparables  l'une  de  l'autre  et  appartiennent  exclusive- 
ment à  l'un  des  groupes  dans  lesquels  se  partagent  les  diviseurs  qua- 
dratiques d'une  même  formule  ^•+t?w*  (n***  202  et  2o5). 

VU.  Lorsque  c  est  un  nombre  premier  4^  +  i  >  ou  le  double  d'un 
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nombre  premier    quelconque ,  tout    diviseur   quadratique  4^-f-i    d^ 
la  formule  ^*+c?m*,  est  un  diviseur  réciproque. 

VIII.*  Lorsque  c  est  un  nombre  premier  8/i+3,  tout  diviseur  qua- 
dratique 4^^  2  de  la  formule  t^  +  eu* y  est  un  diviseur  réciproque. 

IX.  Chaque  forme  trinaire  d'un  diviseur  réciproque  correspond  tou- 
jours à  une  forme  trinaire  du  nombre  c;  de  sorte  qu'il  y  a  pour  chaque 
diviseur  réciproque  autant  de  formes  trinaires  du  nombre  c  qu'il  y  a  de 
formes  trinaires  de  ce  diviseur. 

X.  Les  valeurs  trinaires  du  nombre  c ,  déduites  d'un  même  diviseur 
réciproque ,  sont  égales  deux  à  deux  si  ce  diviseur  est  bifide.  (  Nous 
avons  appelé  ainsi  le  diviseur  ;a;^*  +  ^yjs  +  rz* ,  lorsqu'il  tombe  dans 
l'un  des  trois  cas  y  z=  o ,  ay  =  ^  ou  r,  ^  =  r ,  et  qu'en  même  temps  le 
plus  petit  des  coefficiens^  et  r  est  plus  grand  que  2.) 

XI.  Dans  tout  autre  cas  y  les  valeurs  trinaires  de  Cy  déduites  d'un 
même  diviseur  trinaire  ou  réciproque  y  sont  inégales  entre  elles  ;  elles 
le  sont  toujours  lorsqu'elles  sont  déduites  de  deux  diviseurs  réciproques 
différens. 

Xn.  Les  nombres  compris  dans  tout  diviseur  trinaire  ou  réciproque, 
se  rapportent  toujours,  comme  les  nombres  c,  à  l'une  des  formes 
4^4-  I  ^  4'*"f"^*  8/1 -|- 3;  il  ne  s'y  rencontre  aucun  nombre  des  formes 
4^1  et  8/Ï+7. 

Xni.  Lorsque  N  est  compris  dans  un  diviseur  réciproque  de  la  for- 
mule i*+cw%  et  par  suite  e  dans  un  diviseur  réciproque  de  la  formule 
/'+iVw%  les  valeurs  trinaires  correspondantes  de  iV^  et  de  c  seront  les 
mêmes  dans  les  deux  cas. 

(3i5)  Théorème  XIII.  «Tout  nombre  impair,  excepté  seulement  les 
D  nombres  8^+7,  est  la  somme  de  trois  quarrés.  » 

Cette  proposition  est  un  corollaire  très-simple  de  la  théorie  précé- 
dente. Car  tout  nombre  impair  c  qui  n'est  pas  de  la  forme  8/24-7  sera, 
soit  de  la  forme  4^-f-  i,  soit  de  la  forme  8/2+3;  la  formule  ^+cm' 
sera  donc  comprise  parmi  celles  de  la  Table  VIII ,  qu'on  doit  regar- 
der comme  indéfinie.  Mais  il  a  été  démontré  par  le  théorème  X,  que 
toute  formule  de  cette  Table  a  au  moins  un  diviseur  quadratique  réci- 
proque ,  et  par  le  théorèine  XII ,  on  a  prouvé  que  ce  diviseur  est  tri- 
naire, et  qu'ainsi  il  y  a  au  moins  une  valeur  trinaire  correspondante  de  e. 
Donc  tout  nombre  impair  de  l'une  des  formes  4^+1,  8/^+3,  est  la 
somme  de  trois  quarrés. 


\»  r 
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(S  16)  Il  résulte  en  même  temps  de  la  théorie  précédente  qne,  quand 
Aiéme  c  aurait  des  facteurs  quarrés^  on  pourra  toujours  exprimer  c 
par  la  somme  de  trois  quarrés  qui  n'auront  pas  de  diviseur  commun; 
Car  nous-  ne  regardons  comme  formes  trinaires  que  celles  qui  satisfont 
à  cette  condition^  et  la  Table  VIII  n'en  offre  pas  d'autres. 

C'est  ainsi  qu'on  a'8i==8»  l^^  +  i%  3i5=:i4*+5*H-2%  etc.;  d'où^      ]'      *-'^- 
Ton  voit  que  tout  iioml)re  4«+i  ou  Sn+5,  a  au  moins  une  valeur     ^h/.  l-^  1 .,  r 
trinaire  qui  lui  est  propre  et  qui  est  indépendante  de  celles  des  nombres 
inférieurs. 

La  partie  de  ce  théorème  concernant  '  les  nombres  Sn  +  5 ,  prouve 
que  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  trois  triangulaires ,  ce  qui  est 
le  fameux  théofème  de  Fermât^  dont  nous  avons  parlé  (n''  i55). 

(317)  Théorème  XIV.  w  Tout  nombre  double  d'un  impair  est  la 
I»  somme  de  trois  quarrés.  » 

C'est  encore  une  conséquence  immédiate  des  théorèmes  X  et  XII  ap-* 
pliqués  à  la  Table  VIII  ^  et  on  voit  de  plus  ^  par  cette  théorie  y  que  le 
nombre  dont  il  s'agit ^  de  la  forme  4^-f-3>  P^ut  toujours  se  décompo^ 
ser  en  trois  quarrés  qui  n'auront  pas  de  diviseur  commun. 

(3 18)  Corollaire  /.  Un  nombre  quelconque  double  d'un  impair  étant 
désigné  par  4â-f-:2^  on  pourra  toujours  satisfaire  à  l'équation 

or  par  la  forme  du  premier  membre  ^  on  voit  que  des  trois  quarrés 
a;%  ^%  z^y  deux  doivent  être  impairs  et  un  pair.  C'est  pourquoi  faisant 
a:=/9-f-7,  j^=/?— 7,  s  =  2r,  on  aura 

Donc  tout  nombre  impair  est  de  la  forme  /?*  +  7*  -f-  3r*. 

Cette  proposition  avait  été  avancée  par  Fermât,  comme  particulièref 
aux  nombres  premiers  8/i  -f-  7  >  mais  on  voit  qu'elle  convient  générale- 
ment à  tous  les  nombres  impairs,  et  on  observera  toujours  que  quand 
même  le  nombre  dont  il  s'agit  serait  divisible  par  un  quarré ,  on  pourra 
supposer  que  les  trois  quarrés  p^^  ^%  r*  ne  sont  pas  divisibles  par  un 
même  nombre. 

(519).  Corollaire  II.  Un  nombre  entier  quelconque  peut  toujours 

45 
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être  représenté  par  l'une  des  formules  (afl-f-i)^*",  (an-hî)^**"*"*»  S'il 
appartient  à  la  première^  il  sera  ^  suivant  ce  qu'on  vient  de  démontrer^ 
de  la  forme  2"f^*+y*-f-2r*);  s'il  appartient  à  la  seconde  ^  il  sera  de 
la  forme  2'"(p*+9*'4-^*)  ;  donc  tout  nombre  entier j  ou  au  moins  éon 
double,  est  la  somme  de  trois  quarrés.      ,       ^W^^ 

7i^')u^i^^h'^         ^'^^^  Thîéoh4mé  XVi  «Soit  N  un  nombre  quelconque  de  l'une  des 

»  formes  4'^+!,  4^4*"^ >  ^+3,  lesquelles  comprennent  tous  les 
})  nombres  impairs  et  doubles  d'un  impair^  excepté  seulement  les 
H  nôïnbres  8/î  +  7  ;  si  on  désigne  par  i  le  nombre  des  Êtcteurs  premiers, 
»  impairs  et  inégaux  qui  divisent  N ,  je  dis  que  le  nombre  des  formés 
»  trinaîres  de  JV  est  toujours  multiple  de  2'^* ,  de  sorte  qu'il  ne  peut 
»  être  moindre  que  ij*""*.  » 

Eïi  effet,  soit  m-+-n  le  nombre  des  diviseurs  réciproques  de  /•+iVM% 
sur  lesquels  il  y  en  ait  m  de  bifides ,  et  /i  de  non-bifides.  Chaque  divi- 
ieur  réciproque  non^bifide  se  décompose  en  !î'"**  formes  trînaires 
Au)cqtielles  répond  tm  pareil  nombre  de  valeurs  trînaires  de  N,  dififé- 
l'entes  entre  elles.  Chaque  diviseur  bifide  se  décompose  de  même  en 
2^"^  formes  trinaires  ;  mais  comme  elles  répondent  deux  à  deux  à  des 
valeurs  trinaires  égales  de  JV,  le  nombre  de  celles-ci  est  seulement  a**"*. 
5I)o;Mc  le  ikombre  tôial  des  valeurs  trinaires  de  JV  étant  nommé  x, 
on  aura 

Donc  ce  nombre  ne  peut  être  moindre  que  2'^*,  et  il  sera  en  général 
ttti  multiple  de  2*^*.  Si  on  a  i=^i,  comme  alors  il  ne  peut  y  avoir  de 
diviseur  bifide,  la  formule  se  réduit  k  x=:zn. 

Appliquant  ce  théorème  au  nombre  9225=  3*. 5'. 4^ >  ^^  observant 

que  la  formule  i*+92i5a*  a  cinq  diviseurs  réciproques,  dont   deux 

bifides,  on  aura  /7i  =  2,  »=:3,  i=:3;  donc  le  nombre    des  formes 

^«^      trinaires  de  iV  est  2%j(6+2)=i6,  ce  que  l'on  peut  aisément  vérifier. 

(33i)  De  là  on  voit  qu'il  n'estpas  difficile  de  frOttperonndmiTv  tjuiait  tant 
déformes  trinaires  -epAén  voudra.  Si  on  veut  qu'il  ait  au  moins  un  nombre 
donné  de  formes  trinaires,  il  suffira  de  multiplier  jusqu'à  un  certain  degré 
le  nombre  de  ses  facteurs  premiers  inégaux.  Ainsi  si  on  veut  qu\m  nombre 
ait  au  moins  32  ou  2^  formes  trinaires,  on  sera  sur  qu'en  donnant  sept  fac- 
teurs premiers  à  ce  nombre,  p<tarvuq«ie  le  produit  ne  soit  pas  de  lafbrme 
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8^+7>  il  satisfera  à  la  question.  Tel  sera^  par  exemple^  le  nombre 
3. 5. 7. II. 15.17. 19,  qui  est  de  la  forme  8/1+5. 

Mais  si  on  veut  que  le  nombre  cherché  ait  exactement  un  nombre 
déterminé  de  formes  trinaires  ^  il  faudra  quelques  essais  pour  y  réussir. 
Par  exemple^  si  on  veut  que  a:=  20,  on  pourra  faire  «=4  et  3/i+/?i=5j 
et  il  restera  à  trouver  parmi  les  ^nombres  les  plus  simples^  composés  de 
quatre  &cteurs  premiers  inégaux^  dont  le  produit  n'est  pas  8/2 + 7 f 
celui  qui  aura  trois  diviseurs  réciproques  dont  un  bifide ,  ou  quatre  dî«* 
viseurs  réciproques  dont  trois  bifides  j  car  dans  ces  dem^  ca3  on  aurait 
également  2«-f-/?î=5. 
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MÉTHODES  ET  RECHERCHES  DIVERSES. 


§  I.   Théorèmes  sur  les  puissances  des  nombres. 

j_jA  méthode  dont  nous  allons  donner  diverses  applications^  me* 
rite  une  attention  particulière  y  en  ce  qu^ellë  est  jus(ru*à  présent  la  seule 
par  laquelle  on  ait  pu  démontrer  certaines  propositions  négatives  sur  les 
puissances  des  nombres.  Le  but  de  cette  méthode  est  de  faire  voir  que 
si  la  propriété  dont  on  nie  l'existence  avait  lieu  pour  de  grands  nombres^ 
elle  aurait  lieu  également  pour  des  nombres  plus  petits.  Ce  premier  point 
étant  établi  y  la  proposition  est  démontrée  y  car  pour  que  le  contraire 
eût  lieu  ^  il  faudrait  qu'une  suite'  de  nombres  entiers  décroissans  pût 
être  prolongée  à  l'infini^  ce  qui  implique  contradiction.  Fermât  est  le 
premier  qui  ait  indiqué  cette  méth({de'  dans  une^  de  ses  notes  sur 
Diophante^  où  il  prouve  que  Taire  d'un  triangle  rectangle  en  nombres 
entiers  (i)  ne  saurait  être  égale  à  un  quarré.  Euler  en  a  depuis  étendu 
les  applications^  et  l'a  exposée  aveb  beaucoup  dç  clarté  ^  dans  le  Tom.  II 
de  ses  Élémens  d'Algèbre. 

JtA 

(522)  Théorème  I.  h  L'aîre  d'u]\  triangle  rectangle  en  nombres  en-- 
>}  tiers  ne  saurait  être  égale  à  un  quarrq.  » 

Puisqu'on  a  (/»*  +  *■)•  =  («•  — i*)*+(2ai)% -îl  ^f  clair  que  les  trois 
côtés  d'un  triangle  rectangle  peuvent  être  représentés  par  les  nombres 
II* + i%  a*  —  b^y  2ab  ;  c'est  aussi  l'expression  générale  qu'on  déduirait 
de  la  résolution  directe  de  J'équation  a:*=^-f.a*  (n*  17).  Ces  trois 
nonobres  pourraient  de  plus  être  multipliés  par  un  facteur  conmiun  0; 

•— f 

(1)  Trois  nombres  tels  que  le'cjnarré  ^  plqs'^aiiâ  équiyaat  à  la  somme  des  qnarrés 
des  deux  autres ,  sont  ce  qu*on  appelle  un  triangle  rectangle.  On  peut  donner  pour 
exemple  les  nombres  3,  4i  5,  Ite  nomhies  S,  12^  i3ji*t  une  infinité  '  d'autres. 
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mais  noM  ferons  aLstractîon  de  ce  facteur^  qui  est  inutile  pour  notre 
objet^  et  par  la  même  raison^  nous  supposerons  a  eX  b  premiers  entre 
eux.  En  eflet^  si  les  trois  côtés  d'un  triangle  sont  divisibles  par  6,  Faire 
sera  divisible  par  9'  ;  donc  si  cette  aire  est  un  quarré^  elle  le  sera  encore 
après  avoir  été  divisée  par  son  facteur  fl*. 

Cela  posé 9  appelons  Jl  l'aire  du  triangle  dont  il  s'agit,  nous  aurons 
\A:=ab  (a* — i*)  j  et  comme  les  facteurs  a  et  b  sont  premiers  entre  eux, 
ils  le  seront  également  avec  «" — b*  ;  donc  pour  que  j4  soit  un  quarré, 
il  faut  que  chacun  des  facteurs  a^  b^  a* — i*,  en  soit  un.  Soit  donc 
az=zm*y  bzzzn^y  il  reste;ra  à  faire  ensorte  que  a* — ^  ou  iw* — n^  soit  égal 
à  un  quarré. 

Cette  quantité  m* — n^  est  le  produit  des  deux  Êicteurs  /»*-f-n% 
m*  —  «•  :  ot  m  et  n  sont  premiers  entre  eux  ,  puisque  a  e\b\e  sont.  De 
plus*,  ils  doivent  être  supposés  l'un  pair  et  l'autre  impair;  car  s'ils  étaient 
impairs  tous  deux,  a  eïb\e  seraient  aussi,  et  ainsi  les  trois  côtés  a^+b^j 
a* — ^%  Causeraient  divisibles  par  a,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
Donc  les  facteurs  m*+/i*  et  m*— /ï*  sont  premiers  entre  eux,  et  puis-^ 
que  leur  produit  doit  être  im  quarré  ,  il  faudra  que  chacun  d'eux  en 
soit  un. 

'  Faisons  en  conséquence  /w*-f-n*=/?%  m* — n*=y%  nous  aurons.., 
n*  -f-  9*  =  /w%  et  2n*  -f-  y*  =/?*.  Donc  «  si  l'aire  d'un  triangle  rectangle 
»  est  un  quarré,  on  pourra  trouver  deux  quarrés  ^y*,  /i*,  tels  que  cha- 
»  cune  des  deux  quantités  9*  +  /*%  y*+2/i*  soit  égale,  à  un  quarré  (i). 

(i)  Voici  le  passage  de  Fermât  que  nous  suivons  assez  strictement^  en  ajoutant 
seulement  les  déyeloppemens  nécessaires  pour  rendre  la  démonstration  plus  claire  et 
plus  complète  : 

a  Si  area  trianguli  esset  quadratus  darentur  quadrato-quadrati  quorum  diiFerentia 
n  esset  quadratus  :  Ùnde  sequitur-dari  duo  quadrata  quorum  et  summa  et  diiferentia  esset 
D  quadratus.  Datur  itaque  numerus  compositus  ex  quadrato  et  duplo  quadrati  squalis 

V  quadrato ,  eâ  conditione  ut  quadrati  eum  componentes  faciant  quadratum.  Sed  si  nu^ 
If)  merus  quadratus  componitur  ex  quadrato  et  duplo  alterius  quadrati  >  ejus  latns  simi- 

V  liter  componitur  ex  quadrato  et  duplo  quadrati ,  ut  facillimè  possumus  demonstrare. 
9)  Unde  conclnditur  latus  illud  esse  summam  laterum   circa  rectum  trianguli  rec-' 

T)  tanguli  et  unum  ex  qnadratis  illud  componentibus  eiEcere  basem  et  duplum  q&a* 
7)  dratum  œquari  perpendiculo. 

7)  Illud  itaque  triangulum  rectangulum  conEcietur  à  duobus  quadratis  quorum 
n  summa  et  diiferentia  erunt  quadrati.  At  isti  duo  quadrati  minores  probabuntur  prî- 
39  mis  quadratis  suppositis  quorum  tàm  summa  quàm  diiferentia  faciunt  quadratum.- 
3  Ergo  si  dentur^uo  quadrata  quorum  summa  et  diiferentia  faciunt  quadratum^  dabîr 
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Puisqu'on  a  ;>*=^* -f- an%  il  fiiut  (n*  141)  que  p  soît  de  la  fbrme.;. 
J^^2g*  :  or  on  satisfait  k  F^quation  ^*  -f-  :tn*  =s=  (/*  +  a^)*  en  Êisant 
y-j-ny^— .2=:(^|^^— 3)%  ce  qui  donne 

et  cette  solution  est  d'ailleurs  aussi  complète  q«*on  peut  le  désirer , 
comme  on  peut  s'en  assurer  par  les  formules  du  n"*  17.  Il  reste  donc  & 
satisfaire  à  l'équation  ^"^  -f-  /i*  =  m\  dans  laquelle  substituant  les  valeurs 

.trouvées  pour  17  et  /z,  on  aura  y*  +  4ê^  = ''**• 

Cette  dernière  équation,  qui  doit  être  possible  si  Taire  A  est  vm 
quarré ,  présente  un  nouveau  triangle  rectangle  formé  avec  l'hypodié- 
nuse  m  et  les  deux  côtés  y  %  2g*  :  or  Faire  de  ce  triangle  étant  y*y,  et 
par  conséquent  égale  à  un  quarré ,  il  s'ensuit  que  si  Faire  Jl  du  triangle 
rectangle  proposé  est  égale  à  un  quarré ,  on  pourra,  par  le  moyen  de  ce 
triangle 9  en  découvrir  un  beaucoi^  plus  petit,  mais  non  pas  nul,  dont 
Faire  sera  pareillement  égale  à  un  quarré. 

m 

(325)  Pour  juger  de  la  petitesse  de  ce  second  triangle  rectangle  en 
comparaison  du  premier,  il  faut  exprimer  la  valeur  de  ^  en  y*  et  g^ 
or  on  trouve 

D'aflleursy^  —  2g*  ne  peut  être  moindre  que  1,  et  on  a   toujours ... 

(/"+^0">¥'ê^%/^+4§^>4/y;  àoj;^  l'wre  J  est  plus  grande 
que  i2Bf^g^ }  doncy^^%  qui  est  Faire  du  second  triangle,  étant  nommée 

jtfy  on  aura  ^'<  i/j^. 

De  là  on  voit  que  s'il  existe  m  triangle  rectangle  en  nombres  en« 
tiers ,  dont  Faire  A  soit  égale  à  on  quarré ,  il  existera  en  même  temps 

un  triangle  rectangle  dont  Faire  A\  plus  petite  que  t/— ?^  ^em  en- 

core  égale  à  un  quarré,  et  cependant  ne  sera  pas  nuUe^  car  Ftm  des 
nombres^  et  g  ne  peut  être  nul  sans  rendre  A^=.o. 


t^mi^Êmmm 


^  tur  in  integris  sumiua  duorum  quadratorum  ejufldem  natnra  priare  aiinor.  £oâeni 
ti  ratrocîiBO  dabitur  et  «inor  iita  iaveata  per  TÎani  prions  «t  semper  in  ihfinitiiin  nii- 
D  ncr»  iinrenkiibir  munerî  in  integns  idem  pnwtantM:  qnod  nnposnbile  est,  quïa 
t)  -dato  mmaro  •qnovîs  iatagno  «on  pmannt  dari  iafimti  in  integris  illonûnorcs.  ti  Ed. 
OL  delHaph.  pag.  SSg. 
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MaU  par  la  même  raison ,  du  triangle  rectangle  dont  Tairt  Jl  est  égale 
a  nn  quarré^  on  pourra  déduire  un  troisième  triangle  doBt  Taire  ^% 

plus  petite  que    1/ — g,  sera  égale  à  un  .quarré,  et  ainsi  à  Tinfîni.  Or 

il  implique  contradiction  qu'une  suite  de  nombres  entiers  A  y  A\  A'^  etc., 
qjoand  même  ils  ne  seraient  pas  quarrës^  soit  décroissante  et  prolongée 
à  l'infini.  Donc  il  n'existé  aucun  triangle  rectangle  dont  l'aire  soit  égale 
i  un  quarré. 

Corollaire.  La  niéme  démonstration  prouve  que  la  formule  né  —  n* 
ne  peut  être  un  quarré,  non  plus  que  la  formule  f^  +45^>  excepté  seu- 
lement dans  les  cas  évidens,  Tun  de  m  =  /2,  ou  7i  =  o;  l'autre  de 
/  ou  g  =  o. 

On  peut  aussi  en  conclure  que  l'équation  x^  +J^  =  y*  est  voor 
possible,  hors  le  cas  dear=^;  car  de  cette  équation  on  tirerait ... 

pi — ar^=/^^^^^  j  ;  or  on  vient  de  voir  que  le  premier  membre  ne 

peut  être  un  quarré. 

(5:i4)  Theoreue  IL  «  La  somme  de  deuxJbiquarrés  ne  peut  être  égale 
»  à  un  quarré,  à  moins  que  l'un  d'eux  ne  soit  nul.  » 

Soit,  s'il  est  possible,  a^+^^=^*î  il  faudra  d'abord  qu'on  ait 
iï*=^*-— y%  i*=:2^y,  c=;?*-f-^*.  J'observe  ensuite  que  a  eX  b  pou-^ 
vaut  être  supposés  premiers  entre  eux  y  p  et  q  seront  pareillement  pre- 
miers entre  eux ,  et  même  ils  ne  pourront  être  tous  deux  impairs  ;  car 
s'ils  l'étaient,  aei  b  seraient  tous  deux  pairs.  On  ne  pourra  non  plus 
supposer/?  pair  et  if  impair,  parce  qu'alors  /?*— 7*  serait  de  la  forme 
4^— •!  ,  laquelle  ne  peut  convenir  au  quarré  a*.  Donc  il  faudra  que  p 
soit  impair  et  q  pair ,  et  ainsi ,  pour  satisfaire  à  l'équation  b""  =  2pç ,  on 
prendra  p^=im^y  ^=z2/i%  valeurs  qui  étant  substituées  dans  l'autre  équa« 
tion  c^zzzp^ — q^y  donneront  ir^ — 4^^= a*. 

Cette  dernière  équation  exprimant  que  le  quarré  m^  est  égal  à  la  somme 
de  deux  autres  quarrés  fyi^^  a^y  le  seul  moyen  d'y  satisfaire  est  de  prendre 

w^==/'+5%  ^^^=^fgy  ^=/'— ^'-  Or  l'équation  n^^fgy  oh  f  et  g 
doivent  être  premiers  entre  eux,  donne  y=  a',  gzrzÇ*^  et  par  ces  va* 
leurs,  l'équation  w*==/*-}-g*  devient  a*+Ç^=:/w*. 

D'où  Ton  voit  que  s'il  existe  deux  biquarrés  ^,  b^  dont  la  somme  soit 
égale  à  un  quarré  c*,  il  existera  en  même  temps  deux  autres  biquarrés 
beaucoup  plus  petits  a^,  €^  dont  la  somme  sera  pareillement  égale  k 
un  quarré* 
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(3a5)  Et  pour  rendre  sensible  la  petitesse  de  ceux-ci  en  eomparaisov 
despremierb^  on  déduira  des  valeurs  précédentes^ 

a  =  a^  — C^ 
ce  qui  donne  «^-1-^^=  i/[ia'+|t/(a*+^)],  et  par  conséquent.. « 

4 

«♦+Ç^<V/(û^+*^)*  On  remarquera  d'ailleurs  que  a  ni  Ç  ne  peuvent 
être  zéro  9  parce  qu'il  s'ensuivrait  ^=o^  cas  exclu. 

S'il  existe  donc  un  quarré  c*  égal  à  la  somme  de  deux  biquarrés  ; 
on  connaîtra  par  son  moyen  un  second  quarré  c'^y  pareillement  égal  à 

la  somme  de  deux  biquarrés^  et  dont  le  côté  c'  sera  <iÇ^c,  sans- 
être  nul;  mais  par  la  même  raison^  le  quarré  c'*  en  fera  connaître  un 
.troisième  c'*  jouissant  de  la  même  propriété ,  et  dont  le  côté  c'  sera 

« 

><  Ç^c\  sans  êbre  nul  ;  ainsi  de  suite.  Or  il  implique  contradiction  qu'une 
suite  de  nombres  entiers  c  y  c\  Cy  etc.  dont  chacun  est  plus  petit  que 
la  racine  quatrième  du  précédent,  sans  être  nul,  puisse  être  prolongée 
à  l'infini.  Donc  il  est  impossible  qu'un  quarré  se  décompose  en  deux 
biquarrés. 

Corollaire.  •  La  même  démonstration  prouve  que  la  formule  m*— 4^- 
pe  peut  être  égale  à  un  quarré^  si  ce  n'est  lorsque  n=:o. 

(326)  Théorème  III.  wLa  formule  x^+y*  ne  peut  être  égale  à  un 
}}  quarré,  si  ce  n'est  lorsque ^  =  0.  » 

Car  si  l'on  fait  a:^-}-2^=js*,  il  faudra  d'abord  supposer  i5=/?*-f-2^% 
jc*=:^*—  2^*,  ^■=  2pq  i  ensuite  l'équation  x^  z=zp^  —  ay*  donnera. . . 
^=/w*  —  2/z*;  p:=zm^^2n^j   qtznamn.   Ces  valeurs  étant  substituées 

dans  l'équation  ^*  =  :2;?y ,  on  aura  ^*=4''''^  ('^'*+^'**)'  Pour  satisfaire 
à  cette  dernière  équation ,  j'observe  que  les  nombres  m  ei  n  sont  pre- 
miers entre  eux;  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur,  p  et  q  en 
Auraient  un  aussi,  et  par  suite  a:  et  ^,  ce  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 
Donc  si  /7i/ï(/»*-}-2/î*)  est  un  quarré,  il  faudra  que  ses  trois  Êicteurs  m, 
/^,  /»*  +  3;i*  soient  chacun  un  quarré.  Soit  donc  /»==/**,  /ïsssg'*,  et  il 
restera  à  faire  ensorte  quey^-f-a^  soit  égale  à  un  quarré. 

Cette  formule  est  semblable  à  la  proposée ,  et  il  est  yisible  qu'elle 
est  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits ,  car  on  a  ar*  r^-  2;^>^S 

et  par  conséquent  p  ou  y*  -f-  2g^  <  t/(jr*+ 2;^)  ;  d'ailleurs  les  nombres 
f  et  g  ne  sont  nuls ,  ni  l'un  ni  l'autre ,  puisque  s'ils  l'étaieiit^  ils  ren-» 
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draient  y  nul  ^  ce  qui  est  on  cas  dont  on  £sdt  abstraction.  De  là  il  suit 
que  si  on  a  un  quarré  A^  qui  soit  de  la  forme  ar^+  ^J^j  on  pourra  ea 
déduire  un  second  quarré  J^^  qui  sera  de  la  même  forme  ^  et  dont  le 

4 

c6té  jf  sera  <^yAi  mais  par  la  même  raison  le  quarré  A'^  en  fera 
connaître  un  troisième  A^^  de  même  forme  ^  et  ainsi  de  suite.  Or  il  est 
impossible  qu'une  suite  de  nombres  entiers  A  y  A^  A'j  etc.  soit  àé^ 
croissante  et  prolongée  à  Tinfini  ;  donc  il  est  impossible  que  la  formule 
ar^-f-2/*  soit  un  quarré ,  à  moins  qu'on  n'ait  j^=o. 

Corollaire.  Il  suit  de  cette  proposition ,  que  la  formule  a^  —  8;^  ne 
peut  non  plus  être  égale  à  un  quarré;  car  si  on  avait  a?*— 87^  =  2*,  il 
s'ensuivrait  que  z*-f-  a(ar;^)*  est  égale  au  quarré  (je^+8^)%  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  lorsque  ^=0. 

(327)  Théorème  IV.  «  Aucun  nombre  triangulaire^  excepté  l'unité , 
>i  n'est  égal  à  un  biquarré.  u 

Soit,  s'il  est  possible,  I  a?  (jc-(-i )==/*,  ou  or  (a;  + 1)  ==  2;^*;  si  l'on 
£dt^=i7m,  m  et  /»  étant  deux  indéterminées ,  cette  équation  ne  pourra 
se  décomposer  que  de  l'une  de  ces  deux  manières  : 

lesquelles  donnent,  soit  i  =  n^ — 2wi*,  soit  i  =  2m*— /i*. 

La  seconde  combinaison  donnerait  mf  —  n^=(/n^ — i)*,  équation 
impossible ,  parce  que  le  premier  membre  est  de  la  forme  p^^^q^^ 
laquelle  ne  peut  être  un  quarré,  que  dans  le  cas  évident  de  ;n=:i==a:. 

La  première  combinaison  donne  i  +  s/n^  ==  n^y  équation  également 
impossible,  parce  qu'en  vertu  du  théorème  précédent,  le  premier 
membre  ne  peut  être  un  quarré.  Donc  aucun  nombre  triangulaire ,  ex- 
cepté I ,  n*est  égal  à  un  biquarré. 

(5^8)  Theokèhie  y.  ce  La  sonmae  ou  la  différence  de  deux  cubes  ne 
M  peut  être  égale  à  un  cube.  » 

Soit,  s'il  est  possible,  a:' ±^=2',  on  pourra  supposera  l'ordinaire 
que  les  deux  nombres  a:  et  ^  sont  premiers  entre  eux ,  et  alors  ^  et  z 
seront  également  premiers  entre  eux ,  ainsi  que  x  et  z.  Cela  posé ,  des 
trois  nombres  x,^,j5,ilyen  aura  toujours  deux  impairs  et  un  pair; 
soient  xeXjr  les  deux  impairs,  qu'on  peut  toujours  placer  dans  un  mêitne 
membre;  si  l'on  £dt  x'às.yssmpy  xzjpjz^aq^  ou  bien  xzszp'-j^q ^ 
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5fey=a;>— ^,  Od  aura  par  la  substiluttOD  a/?(;^+5y*)sssj5*j  et  ôH 
observera  uUérieorenieiit ^  qne puisque  p^ç  etp^^ç  (doiyent  être  tm*- 
pairs^  il  faut  que  p  eiq  soient  l'un  pair^  Tautre  impair  ;  de  sorte  que 
»*-f-  3^*'sera  toujours  impair.  Mais  2»  (p^  +  5^*)  devant  être  u»  cube^ 


pair.  Maintenant  il  y  a  deux  cas  à 
divisible  par  5. 

(329)  Premier  cas.  Si  p  n'est  pas  divisible  par  3,  le»  Êictenrs  :y?  y 
p^'+^^(f'  seront  premiers  entre  eux  y  et  si  leur  produit  est  un  cube^  il 
faudra  que  chacun  d'eux  en  soit  un.  Soit  donc  p*4~3f*=='*^>  alors  r 
sera  de  la  forme  in*+  5/ï*,  et  on  pourra  Éûre /^-f-^  \/— 3=(ia-f-ii  y^— 5)% 
ce  qui  donnera 

q  =  3#»*/ï  —  3/1'. 

Ces  valeurs  satisfont  à  l'équation  ^*-f-3^*=sr^^  mois  df ailleurs  eQe» 
"^  ont  toute  la  généralité  nécessaire  y  ainsi  qu'oa  peut  s'en  assurer  par  la 

résolution  directe  de  cette  équation.  11  ne  reste  donc  plus  qu'à  £sûre 
.  ensorte  que  2p  ou  2m  {m  -f-  3«)  (rn  —  3/ï)  soit  un  cube.  Or  il  est  aisé 
de  voir  que  les  trois  facteurs  de  cette  quantité  sont  premiers  entre 
leux^  et  ainsi  chacun  d^eux  doit  être  un  cube;  soit  en  conséquence 
m -|- 3/^  =  a^,  w»— 5»=4^,  tjunzzzx^y  on  aura  u* -|-**  =s e*.  De  là  ow 
foit  qpe  si  l'équation  a^::t:y^z=z2?  est  possible  e»  uŒ^brea  entiers^  Té- 
qaation  a^^b^z=ic^y  semblaMè  à  la  première  et  exprimée  en  nombres 
beaucoup  plus  petits^  sera  également  possible. 

Soit  ^  =  jc^dbjr^  =:  2;>  (^^'-f-S^*),  et^  =  a?  -f-i^,  on  snsrapap  la  sub-- 
atitotîoa  des  valeurs  précédentes^ 

^^4%^  %  i^^y^y         et  à  cause  de  a* + i^ >  2a'i!^%  cette  formule  donnera  ^  >  (tf'Hr*')ii»*A,'*. 

^  mi  f         Mais  (excepté  dans  le  cas  de  a = &  =  1  qui  ne  peut  jamais  avaûr  lieu) 

•^     ^  on  a  toujours  aPb^  > j  donc  —  est  pms  grand  que  f  ■  ^     Y    ou 

—  \  ;  donc  —  ^V "^^  MsîÀ&  par  le  même  raisonnement  on  déduirait 

du  cube  A'  un  troisième  cube  A^  tel  que  \  A*  serait  <  1/5-^,  et  ainsi 
il  rinfini  :  or  il  est  impossible  qu^une  suite  dé  nombres  entiers  A  y  A^y 
jfy  etc.  soit  décroissante  et  prolongée  à  l'infinr;  donc  il  est  impossible 

+    fi  Luf^tUfALf-      L^C'uhii-  v-^vy^v/  Ui*^ 


*m    s         V 
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qae  la  formule  ^p(p^+5q^)  soît  un  cube^  au  moins  lorsque /i  uTest 
pas  divisible  par  5. 

(35o)  Second  cas.  Si  p  est  divisible  par  5^  on  fera  p=:^ry  et  la  for- 
mule 2/7  (/!• -f- 5^)  deviendra  i8r(y*  +  5r*).  Maintenant  comme  les  ifiic- 
teurs  i8r,  9*+ 5^  sont  premiers  entre  eux,  il  faudra  que  chacun  d'eux 
soit  nn  cube.  Faisant  donc  d'abord  9*4-5r*=C/*  +  %*)%  ^^  plutôt 
y  +  rj/— 5  =  (/'+g^y^ — 5)%  ce  qui  donnera 

il  restera  à  faire  ensorte  que  i8r  ou  37 .  ^g{f+g)  {f~'g)  soit  un  cube: 

De  là  on  déduira  comme  ci-dessus  y*-|-â'==*^>  / — 5"  =  ^%   ^  =  ^% 
et  par  conséquent  a^ — b^=zc^.  Or  on  fera  voir  de  même  que  le   cube 

c^  égal  à  a^ — b^y  est  beaucoup  plus  petit  que  le  cube  2'  égal  à  2p(p^^  5y*) 

9 
(car  on  aurait  c  <  ^/ 1»)  on  retombera  donc  encore  sur  une  suite  de  nombres 

entiers  qui  devrait  être  décroissante  et  prolongée  à  l'infini  ;  d'où  l'on  con-  • 

dura  que  Féquation  x^  zhjr^:=:  z^  est  impossible ,  à  moins  que  l'un  des 

termes  ne  soit  zéro. 


(33i)  Tuio&iMS  VI.  «  La  somme  ou  la  diffâence  de  deux  cubes  iné- 
>i  gaux  ne  peut  être  double  d'un  cube,  n 

Soit  y  s'il  est  possible  ^  x^  ^J^  =  ^^  les  nombres  x  eXy  qu'on  peut 
supposer  premiers  entre  eux  seront  tous  deux  impairs;  ainsi  on  pourra 
faire  a:  =.^-4- 9,  =bj-s=/>  — ^,  ce  qui  donnera  /? ( ;i' -f- 3^*)  =  a%  et 
il  faudra  distinguer  deux  cas^  selon  que  p  est  ou  n'est  pas  divisible 

par  5. 

X*.  Si/7  n'est  pas  divisible  par  3^  les  deux  (acteurs  p^  p^  +  5(f*  se- 
ront premiers  entre  eux^  ainsi  il  ûiudra  que  chacun  d'eux  soit  un  cube. 
Or  en  faisant /^•-+-59*5=<w»4-3»')%  ou  plutôt  p-{^\/ — 3==(/»-+-»i/— 5)% 
oxi'aura  coiiàne  ci-dessus,  /«s w^'-7-9w»*==iw(m+5«)(i»— -S»).  Donc 
puisque  ce  produit  est  un  cubej  et  que  ses^  trois  iacteurssont  premiers 
entre  eux,  il  faudra  faire  m -|- 3/i  =  a%  m  —  3/z=:A%  /w  =  c^,  ce  qui 
donnera  a' -f*  6^  ==  ac^,  équation  semblable  à  la  proposée,  mais  expri- 
mée en  nombres  beaucoup  plus  petitf. 

2**.  Si;?  est  divisible  par  3,  soit  /)=:5r,  on  aura  9^(3/**  + y')  =  z% 
de  sorte  que  gr  doit 
vient  un  cube  en  faisant 


lit  être  un  cube  aussi  bien  que  3r*  +  y*.  Celui-ci  de- 
dsant  ^H-ry^— 3  =  (/w4-'»V^ — 5)%   ce  qui  donne 


.'^ 


*• 


^  ^v 


9t..*       .T.'     . 


•\ 
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r=c5/»'/i— 5/1%  partant  gr =è: 37^ (m  +  »)  (m—»).  Cette  quantité  de- 
vant être  un  cube^  on  fera  comme  ci-dessus  m <-f-n  =  11%  m  —  nz=zl^^ 
n=ic^y  ce  qui  donnera  de  nouveau  a^  —  i^  =  ac^,  équation  encore  sem- 
blable à  la  proposée,  mais  exprimée  en  nombres  beaucoup  plus  petits. . 
De  là  on  conclura ,  comme  dans .  les  théorèmes  précédens ,  que 
l'équation  proposée  a:^:àzjr^  z=z  2Z^  est  impossible^  à  moins  que  x  ne 
soit  égal  ajr. 

(552)  Theokeme  Vn.  r<  Aucun  nombre  triangulaire^  excepté  i,  n'est 

T  9^  ^        ^      .  Q^Y   supposons  pour    un  moment  qu^on   ait-|jc(jc4-i)=j^,    00 

jmi^ t^  W5 )  X (xH-  i)=:a;^;  si  on  fait  yznmn^  met  n  étant  deux  indéterminées^ 

nj^h^^^^y  cette  équation  ne  pourra  se  décomposer  que  de  L'une  de  ces  deusc: 


manières  : 


lesquelles  donnent  n^dbi:sz  2ni?.  Mais  suivant  le  théorème  précédent  y 
cette  équation  ne  peut  avoir  lieu,  à  moins  qu'on  n'ait  n=i,  donc^ 
excepté  les  cas  de  x=:=o  et  a;=:i,  il  ne  peut  y  avoir  aucun  nombre 
triangulaire  égal  à  un  cube. 

Corollaire.  L'équation  |  x{x^  i)  =7^9  peut  être  mise  sous  la  forme 
8^  -f- 1  =  z'  ;  donc  celle-ci  n'est  possâile  que  pour  les  seuls  cas  de 
j-  =  o  et  7=1. 

Remanfue.  Nous  avons  démontré  dans  ce  paragraphe,  que  Féquatioii 
x^:izjr^=zz^  est  impossible,  ainsi  que  l'équation  ar^dbj^sssjs*,  et  à  plus 
forte  raison  x^  :izjr^  z=.  z^ .  Fermât  a  assuré,  de  plus  (Ed.  cit.  de  Dioph. 
pag.  61),  que  l'équation  or* 4*^"  =  ^%  ^^^  généralement  impossible^ 
lorsque  n  surpasse  :r;  mais  cette  proposition,  passé  le  cas  de  ^=4^  ^^^ 
dn  nombre  de  celles  qui-  restent  à  démontrer ,  et  pour  lesquelles .  les 
méthodes  que  nous  venons  d'exposer  paraissent  insuffisantes.  An  reste, 
il  est  aisé  de  voir  que  la  proposition  serait  déniontrée  en  général^  et  elle 


l'était  pour  le  cas  où  n  est  un  nombre  premier; 

^,Jha.  «r,r...  y-^^-i^^-  ^'f*^^  --'"-^/•"•'-/ 


\ 
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• 


§  II.  Théorèmes  concernant  la  résolution  en  nombres  entiers 

de  V équation  x°  -^  b  =  ay . 

(533)  i9i  Ton  satisfait  à  rëquation  proposée  en  disant  xs=8^  ou  y 
satisfera  plus  géuëralement,  eu  £dsant  a:  =s  0  +  oz^  js  étant  un  nombre 
indéterminé.  Or  dans  la  suite,  formée  d'après  le  terme  général  ^^àz^ 
il  y  aura  toujours  un  terme  compris  ^entre  — ^0  et  |0;  on  peut  donc 
regarder  ce  terme  comme  une  solution  ou  racine  de  Féquation  propd-' 
ëée;  et  la  question  est  de  trouver  toutes  les  solutions  ou  racines  de 
cette  sorte  dont  Féquation  proposée  est  susceptible.  Voici  différens 
théorèmes  qui  remplissent  cet  objet,  dans  le  cas  où  a  est  un  nombre 
premier;  nous  considérerons  ensuite  le  cas  où  a  est  un  nombre  composé. 

(354)  TnioRÎME  L  «L'équation  a^-^bz=iotC(a)  (i),  dans  laquelle  a 
n  est  un  nombre  premier,  et  i^  un  nombre  non-divisÔile  par  ^,  ne  sera 

9i  possible  qu'autant  qu'on  aura  Â  •"  —  i  zszdCÇa)  ,  »  étant  le  commun 
»  diviseur  de  n  et  de  a— i.  Si  cette  condition  est  remplie,  Féquation 
»  proposée  aura  un  nombre  »  de  solutions  qui  seront  comprises   dans 

»  Féquation  a:  —  i  =zctC(à)y  où  -?r  est  le  moindre  entier  positif  qui 
»  satisfidt  à  Féquation  "TT/i*— tp (a-— i)  =:<»•» 

Si  Féquation  proposée  est  résoluble  ,  on  aura ,  en  rejetant  les  mul-» 
tiples  ^e  a,  ^=  Â;  on  a  en  même  temps,  par  le  théorème  de  Fermât 
(n*  1 29) ,  ce*"*  =  1 .  Les  deux  nombres  n  et  a  —  i  ayant  pour  com- 
mun diviseur  û»,  si  Fou  £ut  n  =  n^â»,  a— i=â'é»,  il  sera  £eu:ile  de 
trouver  deux  autres  nombres  positifs  ^  et  ^  tels  qu'on  ait 

•  ■ 
Maintenant  des  équations  x     zszb,  x     =  i ,  on  tire.  •  • •••.•• 


ù  SX       =x^  sssx  ,  donc  a:  =6  ,  ou 


0»       «^ 


X  —  4    9sotC(a); 


(1)  L  ezprèwioii  a&régée  ctC(a)  déiigpie-.  un  multiplt  de  a. 
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d'où  Fou  voit  que  l'équation  proposée  ne  pourra  avoir  qu'un  nombre 
»  de  solutions  (n*  i5a);  et  pour  qu'elle  ait  effectivement  ces  solutions , 


nfeà        «         </a» 


il  £siudra  que  les  deux  équations  x     z=sb^  x     =  i  puissent  s'accor-^ 

der  entre  elles.  Or  ces  dernières  donnent  x      ^zsz  b  y  x      ^:=z  i    =  i  ; 
donc  il  faudra  qu'on  ait  6*^  =  i  ^   ou 

Cette  condition  est  la  seule  nécessaire^  et  toutes  les  fois  qu  elle  sera 
remplie  y  l'équation  proposée  aura  un  nombre  é  de  solutions  contenues 

dans  Féquation  a:  —  i  =o^(a).  Or  on  s'assure  que  celles-ci  a  effecti- 

vement  un  nombre  a>  de  solutions^   en  observant  que  x  -^b  est  ho 

teur  de  jc  ^  — i    ^  qui  revient  h  x*"*-^  i  -f-aA. 


Remarquez  que  si  dans  l'équa^on  proposée  n  est  plus  grand  que 
on  peut  ôter  de  cet  exposant  les  multiples  de  a  — i ,'  et  ne  conserver 
que  le  reste  positif.  En  effet  x*""*  divisé  par  a,  laisse  le  reste  i  ;  donc 
^(a— o«-«-»  divisé  par  a,  laissera  le  même  reste  que  or". 

(355)  Il  suit  du  théorème  précédent,  que  l'équation  af — bz=::oiC(a) 
aura  toujours  une  solution ,  quel  que  soit  by  lorsqi^e  /»  et  a  —  i  seront 
ppemiers  entre  eux  ;  soit  alors  ^  le  plus  petit  pombre  positif  qui  satis^ 

fait  à  l'équation  ^/i  —  Ç)(/i— •i)  =  i,  cette  solution  sera je=i^. 

En  général,  ce  théorème  a  l'avantage  d'indiquer  tout^à-la-fqis  si 
l'équation  proposée  est  résoluble ,  combien  elle  a  de  solutions,  et  quelle 
est  l'équation  la  plus  sin^ple  qui  contient  toutes  ces  solutions.  j)^ni^  Vér- 
quation  réduite ,  l'exposant  de  x  se;ra  toujours  diviseur  de  a  *— *  i  ;  ainsi 
il  ne  s'agît  plus  que  de  trouver  les  solutions  de  l'équation  or"  ^  i.  QiC(a\^ 
dans  la  supposition  que  ^  soit  diviseur  de  a-— i.  Or  il  est  £siçil#  de  voir 
que  si  on  connaît  une  des  valeurs  de  a:,  on  les  aura  toutes  en  multi- 
pliant la  valeur  connue  par  les  différentes  racines  de  l'équation ..... 
jc"— I  =ccit(à);  il  convient  donc  avai^t  tout,  de  s'QCCupçi:  <lç  U  wao» 
lution  de  cette  dernière  équation. 

(536)  Théorému  II.  «  Et^nt  •  proposée  l'équation  jc" — iz=:zotC(a)y 
»  dajas.  kqueUe.  a.  esjt  un.  nombre  premier,  el  a  ua  dlvÂseiu^  de  4 —  f  , 
>•  ensorte  qu'on  ait  a — i^=a'ia[^ 
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D  1*.  On  awa  J^aaâf'i  u  étant  un  nMnbre  qtielcéiMpiè  àen-KU^nSrte 
»  par  a. 

»  2*.  Si  6  esL  une  Valeur  de  .r  ^  6^  en  iera  une  aussi ,  quel  cpie  soit 
Jt  rcfx^osant  m. 

n 

w  3*.  Si  le  nombre  fl  est  tel  que  fl* — i  ne  soit  pas  divisible  par  a, 
»  ¥  étant  un  diyiseuF  premier  de  n^  la  fotmule  ^tsâ""  contiendra 
»  toutes  les  solutions  de  Téquation  proposée ,  lesquelles  seront  i , 
»  6,  fl*.  •  •  6"""*,  ou  les  restes  de  ces  quantités  divisées- par  a. 

»  4^/  Nou'-seulement  il  y  a  plusieurs  nombres  6  qui  jouissent  de  cëtto 

»  propriété,  mais  le  nombre  en  est  ii/i***-^^^!-*--*/^^»-*^^^ 

»  y,  v%  f'y  etc.  étant  les  différens  nombres  premiers  qui  peuvent  di- 
»  viser  n.  n 

Car  1*.  si  l'on  j&it  x^su*^,  on  aun  a;"— -i  :=»ii^"  — i  ssbm*""^  — i  , 
quantité  toujours  divisible  par  a. 

2^.  Si  ar;=3fl,  on  aura,  en\ rejetant  Tes  multiples  de  a,  fl"=  i  :  fai- 
sant donc  ar=:0^,  on  aura  pareillement  a:"3abfl^"^=:  i,  q^l  cfae  sait  tn. 

•5*.  L'équation  proposée  devant  avoir  n  solutforts,  fa  /ormu:fe  4^i=t"* 
les  donnera  toutes,  si  dans  la  suite  i  ,  fl^  d*j  fl'. .  .6'*'"*,  il  n'y  a  pas  deux 
termes  égaux  (en  rejetant  toujours  les  multiples  de  a.  )  Or  supposons 

fl^s=fl^,  il  eu  résultera 0  =i,  o*  étant  fi  —  X^u  X — ft,  et  par  con- 
séquent moindre  qué  n.  Mais  comme  on  a  déjà  0"z=i,  si  on  appctle 
c  le  commun  diviseur  de  ^  et  de  /i ,  et  qu'on  résolve   Téquation .... 

71^— 'ajssE,  on  aura  8*'^  ==6         ;  le  premier  membre,,  à  cause  de 

6"=i,  se  réduit  à  i;  le  second,  à  cause  de  8  =  i,   se  réduit  à  0^; 

ainsi  on  aurait  8  =i.  Soit  n:s=:vi\  et  n'^ssm'vy  v   étant   un  nombre 


n 


premier  ;  puisqu'on  a  8  =1 ,  on  aura  aussi  9    ==:  i ,  ou  6*  =  i  ;  équa- 
tion impossible,  puisqu'on  a  supposé  dans  l'énoncé  du  tbéorème ,  que 

la  quantité  8*— **i  ne  peut  être  divisible  par  a  ;  donc  la  formule  J5s=9^ 
renfermera  implicitement  toutes  les  solutions  de  Féquatioa  proposée. 

4"*.  Soit  V  l'un  des  diviseurs  premiers  de  n;  de  même  qu'il  n'y  a  que 
n  valeurs  de  x  qui   satisfont    à  l'équation    a:"— i  =:o^(fl),  il  n'y   a 

n 

aussi  que  -  valeurs  de  8  qui  donnent  8*  ==  i  •  Donc  sur  n  valeurs  que  doit 


% 
t 


• 


«»•*     r.»vV:..*       .       ;..* 
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« 

avoir  6  dans  l'équation  9"  =  x  ^  il  y  en  a  n— *  qui  ne  donnent  pas  0'ssi> 

Raisonnant  de  même  à  Tégard  des  autres  £icteurs  premiers  dont  n 
peut  être  composé  ^   on  conclura  qu'il  y  a  im   nombre ! 

»  Ti  ■— -j  Cl  ^^/JyJ'^^y  ^^'  d®  valeurs  de  fl,  telles  qu'aucune  des 

1  't  %  O 

quantités  0'— i,  fi"  —  !,  fl"  — i,  etc.,  n'est  divisible  par  a. 

(537)  Donc  si  n  est  un  nombre  premier^  il  suffira  d'avoir  une  va- 
leur de  X  autre  que  l'unité,  et  cette  valeur  étant  nomucnée  0,  la  formule 
jp  =  0"  contiendra  toutes  les  valeurs  de  x. 

Si  n  est  une  puissance  d'un  nombre  premier  v^  pour  que  la  valeur 
a:  =  8  qui  satisfait^à  l'équation  0:"=  i,  en  donne  la  solution  complète^ 

n 

il  feiudra  que  0*  ne  soit  pas  égale  à  -{-  <9  et  alors  on  aura  a:=±:0". 
Enfin  si  n  est  de  la  forme  y  /  v'^j  etc. ,  comme  on  peut  toujours 

le  supposer,  je  fais  v^'ss^yi,^  y  =/a^  •'*''=/*'%  eic.y  et  je  résous  sé- 
parément les  équations  ^       * 

a:'*— I  s=  olf (a)  ,       jf   —  i=olC(a),       Jc'*  — •  i=;o^(«). 

Soient  ar=X"*,  xssX'"*,  a:=X**,  etc.  les  solutions  complètes  de  ces 
équations ,  je  dis  qu'en  prenant  0 = A>/A%  etc. ,  la  formule  x  =  8". 
sera  la  solution  complète  de  l'équation  proposée.  C'est  un  moyen  qu'on 
pourra  mettre  en  usage  ,  lorsqu'on  n'aura  pas  rencontré  tout  d'un  coup, 
par  la  formule  x=:i^,  le  nombre  0  propre  à  donner  toutes  les  so«* 
lulions.  • 

£XXHPK.X      h 

(338)  On  demande  les  sept  valeurs  que  doit  avoir  x  dans  l'équation 
X'' -^  i  =  ciC(5jg)? 

Puisque  379 —  i  =7.54,  on  aura  a:=tt**,  u  étant  un  nombre  quel* 
conque  non-divisible  par  379.  Soit  11=: 3,  on  aura,  en  rejetant  suc- 
cessivement les  multiples  de  379,  «^=64,  a»*  = — 75,  !<•♦=:  a3, 
i#*'=i5o,  tt'*  =  i25.  Donc  a:=i25,  et  comme  l'exposant  7  est  un 
nombre  premier,  toutes  les  valeurs  de  x  seront  comprises  dans  la  for- 
mule 07=  ij5%  laquelle  donne  les  sept  nombres  suivans  i,  ia5,  86, 
i38,  — 184>  xi9>  94*  La  moindre  valeur  de  x  étant  86,  on  voit  qu'il 


^ 

^ 


QUATRIÈME  PARTIE.  '  5S5 

atiraît  i^té  fort  long  de  chercher  les  valeurs  de  x  par  le  tâtonnement^ 
en  fusant  successivement  or = ±  i  ^  =^^>  ^^>  ^^^' 

ExempleII. 

(559)  Étant  proposée  l'équation  x^^  —  i  =  0^^(579)  y  ^^  peut,  d'aptes 
le  n**  337,  résoudre  les  équations  x^ — 1=  0^1^(379),  x"^ — 1=0^(579). 
Celles-ci  ayant  pour  solutions  complètes  \r=  180"*,  a:=i25"*,  on  en 
conclura  celle  de  la  proposée  a:  =  (180 •  135)"*==  139'";  et  comme  le 
qvarré  de  139,  divisé  par  379,  laisse  le  reste  — 8,  on  a  plus  simple- 
ment X  =  ( —  8)". 

La  même  équation  aurait  donné  immédiatement,  par  la  première 
partie  du  théorème  II,  x:=u^*  Soit  w=2,  on  aura  a:  =  64;  et  comme 
les  diviseurs  premiers  de  72=63  sont  3  et  7,  il  faut  voir  si  64**  et  64^ 
ne  donneront  pas  le  reste  +1 .  Or  on  trouve  que  ces  puissances  ne  donnent 
pas  le  reste  +1  ;  donc  64*"  eut  été  encore  la  solution  complète  de  la 

niême  équation. 

• 

(340)  Théorème  III.  «  Étant  proposée  l'équation  jc*"  H- 1  =  oiC(a)  , 
»  dans  laquelle  a  est  premier  et  4^  diviseur  de  a — ri ,  on  résoudra  Té-* 
».  quation  jc^"— I  =o^(a)  qui  sera  toujours  possible.  Soit  a:  =  fl"«  la 
»  solution  complète  de  celle-ci,  je  dis  que  la  solution  complète  de  la 
»  proposée  sera  a:=fl'"'*"*,  i  étant   un  nombre  quelconque.  » 

Car  fr"  étant  une  valeur  quelconque  de  x  dans  Féquation  Jt^"— i=o^(a), 
fl*"*  sera  aussi  une  valeur  quelconque  de  jc  dans  l'équation  a:*''—i=c^ (a). 
Restent  donc  les  puissances  impaires  de  8  pour  résoudre  l'équation 
jr:*"-f-i  =o^(«). 

.   .  Exemple. 

(341)  Soit  proposée  l'équation  or'^-f-i  =:c^(433),  qui  est  résoluble, 
parce  que  453— i  divisé  par  56,  donne  le  nombre  pair  12. 

Je  me  servirai  pour  cela  de  l'équation  x^* —  1  =o^(433),  qui  donne 
jc=tt^.  Soit  M  =  5  ,  on  aura  m*  ou  x=  37.  Cette  valeur  étant  nommée  9, 
on  a  8^^=:  —  I  ,  8**=:  198;  donc  suivant  les  parties  s'"*'  et  3*'"*  du  théo- 
rème II,  8"  est  la  solution  complète  de  l'équation  jc^*  —  i  =  c^(433)  y 
et  par  conséquent  8*^*  est  celle  de  la  proposée  a:^^-{-i  =o^i(433).  Voici 
les  trentersix  solutions  qui  en  résultent. 


X  =  37**'*""  =  db  37  ±  8  =fc  i27±2o3±79d=99db2±  i4odb  iSg 

±ia8±i33=fc2i6±55±i48±52±75±54±n7. 


45 


5c  ^^   i-  A/^^MÎÎU  ^*  U^^/^ 


r 
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Les  mêmes  valeurs  seraient  renfermées  plus  simplement  çUoift  lit  forindk 


Jt=:2 


sJ-M 


(542)  Theorîme  IV.  «  Étant  proposée  l'équation  x" — i=:o^(a),  dans 
n  laquelle  i^=:îdbi,  m  étant  diviseur  de  fULi ^ 


»  i"".  Si  m  et /B.  sont  premiers  entre  eux^  et  qu'on  cherche  les  nombres 
n  positifs  'TT  et  ^  tels  que  -TT/^  — ^wi=:i,  je  dis  qu'on  aura  x=ib  jr^ 
y}  jr  étant  une  racine  quelconque  de  Téquation^ — (=fci)  c=:c^(a); 
.  n.  a**.  Si  I»  et  II  ont  un  commun  diviseur  cù;  soit  n=n'cê  et  'tT/ï'— :p/7i=i, 
»  ônaurao:  =i^,  ou  x  —  b  jr:=oit(à)y  j  étant  une  racine  quel- 
))  conque  de  l'équation^"' — (±  i)^=:<>AJ(a).  » 

Car  en   faisant   dans   le   second   cas  x  zz::  b  jr^  on  b,  x        ou ...  • 

X  =  b  ^ j^  =  b  "^^^(±1)  =i.  Le  premier  cas  est  d'ailleurs  une 
suite  du  second* 

Ce  théorème  offre  déjà  un  grand  nombre  de  cas  oià  Ton  peut  rap- 
peler immédiatement  Téquation  jc"  —  i=o#(û)  à  la  forme  a:"dbi=o^(fl). 

Vt  indique  en  même  temps  une  infinité  d'autres  cas  où  l'équation 

a:"  —  bz=zc4C{a)  se   décompose  d'elle-même  en  un  nombre  n'  d'équa-^ 

tions  de  degré  inférieur  x  --^b  j:=z  cM{a)ï 

Exemple    L 

j 
(S45)  Soit  l'équation  x^+^g=:cH{2:àZ)y  qui  est  résoluble  (Th.  I}, 

parce  qu'on  a  ( — 49)'^=^'  Les  nombres  3  et  74  étant  premiers  entre 
eux,  on  aura,  suivant  le  théorème  précédent,  a: = ( — 49)*V^= — ^^Ti 
j  étant  une  racine  de  l'équation  ^^ — i  =0^(225). 

Remarquez  que  si  on  eut  proposé  l'équation  a:^+7=clC(2!i5),  îl  eût 
été  facile  de  voir  qu'une  de  ses  racines  est  x'^^G.  Or  il  suit  de  là  que 
dans  l'équation  a:'-f-49  =  ^(223) ,  on  a  ^= — 56.  En  effet,  les  trois 
mcines  de  cette  dernière  sont   a:  =  —  56,  —-66,  102. 

En  général,  si  a  est  une  solution  de  l'équation  a^ -— bzszotC (a) ^  a*  en 
sera  une  de  l'équation  a;"— i*=cA((a); 


QtTATRIÊME  partie;  ^- 

• 

ExemplkII. 

(544)  Étant  proposée  réquation  j:^  +  20= o^  (61) ,  où  l'on  a  J===-^'!K>,' 
3  &ut  d'abord,  pour  que  celte  équation  sort  possible  (n*  554) ,  qu'on 
ait,  en  négligeant  les  multipies  de  61,  i\*=  i.  Or  on  trouve  i^=:— i,- 
et  par  conséquent  i"  =  i  j  donc  l'équation  est  possible.  Ensuite,  puisque 
les  exposans  6  et  5  sont  premiers  entre  eux,  on  aura,  suivant  le  ihéo-^ 
lème^  a:=  — aqjr,  et  ^* -+-1  =  0^ (61).  Or  l'équation^'*— 'i=;:c^(6ii 
a  pour  solution  complète  j^=  29*  ;  donc  a:= —  ao. 29*'"*"*=3o.  i3'.  L6% 
nombres  qui  en  résultent  sont  =b  7,  rfc  24,  db  5o. 


Exemple     III. 

•  ■  ■  * 

.  (345)  Soit  l'équation  jc'* — 5=0^(601),  ou  trouve  i^=: — i;  mais 
comme  ip  et  6  ont  pour  commun  diviseur  2^  on  fera,  suivant  la  se-^ 
coude  partie  du  théorème,  ar*=A^  et  j-^-—i=c4^(6oi).  Celle-ci  donne 
j^c=?  (—  i6q)*  ;  ainsi  l'équaticm  proposée  peut  se  décomposer  eu  cia^ 
autres  du  second  degré^  qui  sont  : 

or' — i20  =  c^(6oi)^  jc* — i54  =  0^(601),  a:**f- i83:=ol^(6oi),fc 
jc*  —  276  =  0^(601) ,      a:'  : —  234  =  0^^(601). 

Slais  cette  décomposition  est  peu  avarïtageuse ,  car  il  suffit  d'avoir  une 
v^eur4e  aE:quV>nmukîpliera  parles  racines  de  réqtfatîon^"—*- 1:2=0^(601)} 
on  peut  donc  n'employer  qu'une  de  ces  équations ,  et  la  troisième,  qui 
est  la  même  qtie  x*-f-28''=  0^(601),  est  celle  d'où  l'on  tireia  le  plus 
aisément  une  valeur  de  x  (n""  i85).    ^ 


{546)  THÉOKèMÊ  V..  «  Soit  Téquation  à  résoudre  a:" — b:=:cit(a)y  dans 
»  laquelle  6  =1,  û>  étant  diviseur  de  ""  ;  soit  0:5=  fl"  la  solutîoisi 
»  complète  d,e  féquatioti  x  -— ii=p<^(rt)}  h  devant  être  un  des  nombres 
»  ô  ,  fl^'*,  fl  '*. . .  ô  y  ]^  suppose  i=ô^   :  cela  posé,  je  dis  que  la 

:>)  solutioti  complète  de  la  proposée  sériai  x^=sl^'^^^.  » 

En  effet  Cette  valeur  de  x  donne  afz=zby  ({uelie  que  soit  m;  il  suffit 
donc  de  faire  voir  que  b  se  trouvera  toujours  parmi  les  nombres  8% 
j&*%  etc.  Or  puisque  4"*  est  k  solution  complète   de  i'équation  •  • .  «  « , 


0 
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X    —  I  =  cJ!iL{a)  y  on  aura  6       pour  celle  de  Féquation  or^—  i  =o<^(a)  ; 

et  puisque  i  =  i ,  il  est  clair  que  b  doit  être  un  des  nombres  repré- 
sentes par  fl*"". 

Cette  méthode  pour  résoudre  l'équation  a:"— *6=:o^  (a),  n*est  sujette 
à  aucune  exception;  mais  il  peut  être  plus  ou  moins  long  de  ch^r-^ 
cher  b  dans  la  suite  6",  6*%  etc.,  et  pour  qu'elle  réussisse  complète- 
ment,  il  faut  que  le  nombre  cù  ne  soit  pas  bien  grand.  Si  l'équation 

h  :=z\  résultait  de  l'équation  6*  ;=— -i,  il  ne  £siudrait  chercher  b  que 
dans  la  suite  ô%  fl^%  6^"   elc. 


£    X    E    M    P    L 


£. 


(547)  Soit  l'équation  x'*  — 5=o^(6oi),  déjà  traitée  (545),  mais  qui 
n^a  pu  se  décomposer  qu'en  facteurs  du  second  degré.  On  aura^  en  re- 
jetant les  multiples  de  601 ,  é= 5,  i*= — i^  i'*=:i,  et  ainsi  0^=1:2. 
Maintenant  la  solution  complète  de  Féquation  x"**  —  i=c^(6oi),  trou- 
vée par  le  théorème  II,  est  x=(— •140)";  et  par  conséquent  celle  de 

l'équation   or**— r  1=0^  (601)    est  ar=:(— -140)^°^  ou  1 20^ ;  donc  i  doit 

être  compris  dans  la  formule  1 20  ,  en  prenant  pour  /x  un  nombre .  im- 
pair :  or  on  trouve  qu'il  faut  pour  cela  faire  fjLzm^S.  Donc  la  solution 
complète  de  l'équation  proposée  seraa:=( — i4o)*^"'"ou.jk=±2i4«(i69)". 
Les  valeurs  qui  en  résultent  sont  =l::2i4>  'àz  106,  zb  1 16,  ±229,  ±237. 

.  (348)  Ayant  trouvé  un  nombre  0  tel  que  6"— A  est  divisible  par  le 
nombre  premier  ^z ,  il  est  facile  de  trouver  une  valeur  de  x  telle  que  ap*— * 

soit  divisible  par  une  puissance  quelconque  a  de  ce  nombre  premier. 
Pour  cela,  soit  fl"  —  b-^zMa^  si  l'on  fait  i*.  j:=9--|-.^tf  ,  et  qu'on  déter-- 
mine  A  eX  M  par  l'équation  M^n^'^^A  z=.aM\  il  est  clair  que  a^~^ 
sera  divisible  par  a*. 

Si  on  fait  2^  fl'  =  ô+^£ï,  a:  =  fl'--|-^V,  et  qu'on  détermine  -^' 
et  Af  '  par  l'équation  M'+n^'^'A'z=:a*M\\^  quantité  a:"  —  ï  sera  di- 
visible par  a^.  •     ' 

Si  on  fait  3^  ô^=fl'H-y4fV,  jc=fl'+-^V,  et  qu'on  détermine  A'  et 
Jlf*  par  l'équation  il/''+/î^''-*^'==a*il/*,  le  binôme  a^  —  b  sera  divi- 
sible par  a*. 

.  Qn  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que  j^— -  A  soit  divisible  par  a  ;  et  si 
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a  n'était  pas  un  terme  de  la  suite  n^  4^  ^9  ^^9  ^^^*  on  voit  aisëment 
quel  chatngeraent  il  faudrait  apporter  à  la  dernière  des  équations  indé- 
terminées. Ainsi  si  on  avait  az=zj  y  au  lieu  de  la  troisième  équation 
AT  4.  „6'«-^'=:  a*il/%  on  prendrait  M' +  râ'''-' A' =^  am' y  et  la  va- 
leur jc=:6^-f-^*a*  rendrait  or" — b  -divisible  par  a\ 

Nota.  Si  l'exposant  n  était  divisible  par  ^ ,  il  pourrait  arriver  que  quel- 
qu'une des  équations  qui  servent  à  déterminer  A  y  A' y  A' y  etc.,  fut  im- 
possible; mais,  alors  on  aurait  acquis  la  preuve  que  x"'— *&  ne  peut  être 

divisiDle  par  a  . 


(549)  Maintenant  si  l'on  veut  que  otf — B  soit  divisible  par  un  nombre 

composé  quelconque  Az=La^b  c  ,  etc.  dont  a^y  b  ,  c  ,  etc.  sont  les  fac- 
teurs premiers^  élevés  à  des  puissances  quelconques;  il  faudra,  %  par  ce 
qui  précède,  déterminer  les  nombres  A^  fc,  y,  etc.,  tels  que  les 
quantités  .  . . 

— ••         ^-—5 — «         — : — «     etc. 


soient  des  entiers.  Ensuite  on  combinera  ensemble  les  équations 


X 


X-f-a  2=:/x-(«^  :^z=zf^c^z* :=.  etc. 


'» 


Et  on  obtiendra  de  cette  manière  toutes  les  valeurs  de  x  moindres  qiié 
^Ay  qui  rendent',*' —r.-B  diviable.patr  A  y  ou  qui.  satisfont  en  générât 
à  l'équation  or" — BzzzAjr. 

Si  on  avait  à  résoudre  l'équadon  Cr*  —  B'=zAjy  on  pourra  sup- 
poser que  C  et  A  n'ont  point  de  commun  diviseur;  (car  s'ils  en  avaient 
un,  on  le  ferait  disparaître  par  la  division).  Soit  donc  <7/t — Av s=:  i  , 
si  l'on  hii y  z=:fjL^ — yx^y  l'équation  à  résoudre  deviendra  jc" — BfÂz^zAy, 
et  ainsi  sera  ramenée  au  cas  déjà  traité. 


r 


S58  THÉORIE  DBS  If OMBRBS. 


§  III.  Résolution  de  V équation  x*  -H  a  =  2"y. 

(55o)  il  ou  s  avons  déjà  Ta  (u*  189)  qu'en  écartant  les  cas  les  plus 
simples  dans  lesquels  m  ne  surpasse  pas  a  y  cette  équation  est  résoluble 
pour  toute  valeur  de  m ,  a  étant  de  la  forme  • —  i  d=8a.  Voici  alors 
comment  on  peut  trouver  la  solution  générale  4e  cette  équation.     , 

Considérons  d'abord  la  suite  connue 

et  observons  que  ses  coefEciens^  réduits  à  leur  plus  simple  expression^^ 

sont  :  Hi  • 

1       1        I        5       7       21       3o  ^ 

'>i>   ^>  ^>    ^^   i;5>   5^>   ^»>    etc.; 

*  * .  • 

de  sorte  que  leurs  dénominateurs  ne  sont  autre  chose  que  des  puis- 
sances de  a  dont  les  exposans  croiasent  6uivaiàt  une  certaine  loi.  Pour 
rendre  raison  de  cette  propriété,  on  peut  faire  .   , 

(t4.2)î=:i^-^2+^Bz*+<^2^4-etc.j  . 

puis  quarrant  les  deux  membres  y  on  aura  pour  déterminer  les  çoefli- 
ciens  J^  JB,  C^  etc.,   les  équations: 

nA  =1 

etc. 

D'où  Ton  voit  que  chaque  coefficient  se  détermine  à  Taide  des  précé- 
dens,   sans   introduire  aucun   dénominateur   autre    que   a.    Donc  tout 

coefficient  réduit  doit  être  de  la  forme  ^,  M  étant  un  entier. 
(55 1)  Mais  pour  appercevoir  encore  mieux  la  loi  de  ces  cocfficiens 


•t  dëtermhièfr  en  même  temps  l'exposant  de  la  paissance  de  i  qui  leur 
sert  de  dénoimnàteur^  prenons  Fexpression  générale  du  coefficient  de  a^^ 
laquelle  est 

2 . 4  •  6*  •  8  • . . .      2n 

Tous  les  termes  du  dénominateur  de  cette  quantité  étant  pairs ^  si  on 
multiplie  de  pari  et  d'autre  par  2%  on  aura 


a-N^ 


1  .i.3.5,  ..•(an  —  5) 


1  .a. 3. 4*  •  •  •       f^ 

Multipliant  encore  les  deux  membres  par  2 . 4. 6 . .  •  {pn  —  4)>    le  pro-  ' 

duit  sera 

■  717/      ta  j\        1  .a.3. . . .  (a/i— 3) 

'         :»-iV^(a.4.6».-3»~4)==,.a.5....      n— ♦ 

n^st  visible  que  le  second  membre  se  réduit  à  n-|^  i  .n-f-a.  •  .s/s^--*  3^ 
et    le  premier  à  a*""*i>^(i  .2.3. . .  .jT — 2);  donc   on  a 

^»ii-«A7- n+i.Ti  +  a   ..fln— 3 

1  .a.O.  .  .  .  •    71  «-A 

Multipliant   successivement   les  deux  membres  par  n  et  par  2/2  —  2^ 

on  aura 

•_.    717       71.71+ 1 .71-+- a. .  .an— 3 


2"-*(2/l 2)iVi 


1   .2.3..  .71- a 
n+i  .7i+a. .  .a/1 — a 


1    .  a..,7t*»-a 

Or  ces  deux  quantités  doivent  être  des  nombres  entiers,  puisqu'on  sait 
en  général^  par  la  formule  du  binôme,  que  la  quantité 

C.C  +  1  .c  +  a. .  .c  +  Tw— 1 
1    .  a   .  3. . . .        771 

'est  un  nombre  entier.  Donc  faisant  2*"T*/^i\r=  J?  et  (aw — 2)2*"~*iV==jB', 
oh  aura 

d'où  l'on  voit  que  le  coefficient  N  du  terme  iVis"  ne  peut  avoir  pour 

dcnominateui^  que  la  puissanpe  2"'^'  ou  une  puissance  inférieure  de  2, 

lorsque  E  sera  pair.  '  '  *    - 

Pour  déterminer  dans  loïï&'tes  cas  ce  dénominateur,  il  fgiut  recourir 

à  là  première  formule, 

7\7_  1 . 1 .3.5. .  .(71— 3) 
a. 4-6. 8. . .      a/i      ^ 
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.  et  on  Toit  que  dans  la  valeur  réduite  de  JV  le  dénominateur  ne  sera 
autre  chose  que  la  plus  grande  puissance  de  2  qui  diyise  le  produit 
3.4.^- .  •3/^,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  produit  i.2.5. .  .2/1.  Or 
on  a  donné  ci-dessus,  (  Introd.  n**  XYIII)  l'expression  générale  de  cette 

puissance,  laquelle  est  :i    ""*  ,    y   étant   le   nombre    des  termes  . . . .' 

3*  4-  2  H-  3''  +  etc.   dont  la  somme  forme  le  nombre  2n. 

(552)  Pour  revenir  à  la  résolution  de  l'équation  jc*+fl=2*^,  lors- 
qu'on fait  rt=:  —  iqpSflt,  supposons  qu'on  développe  {/(idz8et)  en 
série,  de  la  même  manière  que    V^(i'-f-^)j  ce   qui  donnera 

t/fi  db8ût)  =  I  =fc  i  2»ct  —  i^  ^'**  =*=  TTT  2'«'  —  ^4^  ^"'«*  =t  etc. 
^  ^  ^  2  2.4  2.4.6  2.4.0.0 

• 

Un  terme  quelconque  de  cette  suite  peut  être  représenté  par  jy.a^% 
et  comme  N  est  une  fraction  qui  a  pour  dénominateur  2  élevé  à  là 
puissance  2/2—1  au  plus,  il  est  clair  que  tous  les  termes  de  cette  suite 
se  réduiront  à  des  entiers  divisibles  par  des  puissances  de  2  de  plus 
en  plus  élevées. 

Imaginons  maintenant  qu'on  ne  prolonge  cette  suite  que  jusqu'aux 
termes  exclusivement  qui  sont  divisibles  par  2'*'~'>  et  dans  cette  hj" 
potlièse  faisons 

Ô= ,  ±  i.  2«« — i:,.  2«**  ±  iii^- ^'*' —  rr^ 

2  2,4  2.4*0  2.4-0.O 

La  quantité  fl*+«  ou  fl* — (i±8a)  ne  pourra  être  composée  que  de 
termes  divisibles  par  2";  donc  en  Êdsant  a:=â,  on  satisfera  àl'équa* 
tion  jc*+a=2'y.   Donc  la  solution  générale  de  cette  équation  est 

X  =  2"— 'x'it  ô.  ^ 

Par  exemple,  pour  résoudre  l'équation  x*+i5=2'y ,  on  fera  =ba=:l, 
c'est-à-dire  que  prenant  le  signe  inférieur  on  fera  a=2,  et  prolongeant 
la  suite  jusqu'aux  termes  divisibles  par  2^  exclusivement,  on  aura 

1^       1^  fl=i— .i.2<— 1.2»  — i.2'*=i  — 2»  — 2'— 12». 


on  a  fl  =  i— 8  —  52-f-256=2i7s  et  en  général  x    5: 
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§  IV.  Méthode  pour  trouver  le  diviseur  quadratique  quîrenferme 
le  produit  deplusieurs  diviseurs  quadratiques  donnés. 

(353)  Problème  I.  c<  JIitant  donnés  deux  diviseurs  quadratiques  Â^  ti\ 
»  d'upç  même  fonhule  t^^au^y  trouver  le  diviseur  quadratique  qui 
u  renferme  leur  produit  A  A',  ». 

Nous  distinguerons  deux  cas  ^  selon  ^que  les  diviseurs  proposés  sont 
de  la  forme  ordinaire  ^' -|- a^z + rs*  ou  de  la  forme  /y^*  +  27'2+r8% 
dont  les  coofficiens  sont  impairs. 

Premier  cas.  Soit  A  =/j7^*+3^zH-r3*  et  A'=^y ' -|- 3yyj&' -|- /jal'% 
nous  supposerons  que  les  coefficiens  p  et  p'  sont  premiers  entre  eux  ^ 
ou  que  du  moins  ils  ont  été  rendus  tels  par  une  préparation  conve- 
nable. Cela  posé* ,  si  Ton  fidt  'py  -4-^i8=  x^  p'f  -4*  ^^i = ^y  on  aura 
^A  =a:*  -H  «5%  p'ti'z=,af^  +^«%  donc 

pp^/dA^  =  (xx^dzazsf)^  +  a  (xz'  zpx^zy. 

Mais  puisqu'on  veut  que  lé  produit  A  A'  soit  contenu  dans  un  diviseur 
quadratique  de  la  formule  t*^au*}  puisque  d'ailleurs  ce  produit, 
considéré  en  général ,  doit  contenir  le  produit. particulier ;e?^^^  on  pourra 
supposer  ;  A  A'  ==  ;?/>' JT*  +  a^  JTZ  +  4^*   et  pp'^^  —  ^' = «  i    ce   qui 


pp'aù:  ==  (pp'V^  ^zy+ «z*. 

Comparant  cette  valeur. a  la  précédente^  on  aura 


*,/ 


Zzszxz'  zpafz. 


Mettant  au  lieu  de  tf  sa  valeur  pp^']^''^^*^  la  premik^  de  ces  deux  ^qna-* 
txonjs  donnera  * 

Bp'K==(xdb^«)(x'  —  çz')d::pp'''\fZz'; 

•  et  en  aobstitoant  de  i  nouveau  k  la  .place  ude  x  et  x^   leurs  valeurs 
i/jy'  +  yz  et  pY+^^s  on  aura,  après  avoir  divisé  par  pp^, 

46 


\ 


56a  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

Cette  quantité  doit  être  ua  nombre  entier  ;  indépendamment  de  toutes 

videurs  de  z  et  de  z\  il  faut  donc  que  2 — ^  et  ^  T  soient  des  entiers* 
Soit  en  conséquence 

(p==;?/i=py=//i'-|-/f  (a) 

•        ■  '  • 

on  pourra  toujours  déterminer  n  et  /i'  par  l'équation  ^/j=py=:;>V+^, 
puisque  ^  et  /?^  sont  premiers  entre  eux;  on  aura  ainsi  la  valeur  de  ^^ 

laquelle  doHnera  un  nombre  entier  pour  ^sc^^l^^  Car  ayant.  .^^ 

^  z=z pnziç,  q  y  et  9*+/i=;9r,  il  s'ensuit  que  ^•-j-a  est  dSyîsîMc  par^s?; 
ayant  de  même  (^z^p'ri  +  q'  et  /»-|-^=;9V,  il  sl'emstiît  que  ^+a  est 
divisible  par//;  donc  puisque  ;9  et  y^'  sont  premieips  eotre  eux,  ilÊiui-' 
dra  que  ^•^-^  soit  divisible  par  pp\ 

Les  nombres  n^/ri^  ^,  \  étant  détemainés  eonim.e  on  vient  de  fe 
dire,  si  Ton  £iit 

on  aura  le  produit  cherché 

AA'  «/^/r*  -H  af  rZH-  +Z*; 

,4iS  sorte  que  ce  produîJt  aéra  contenu  dans  ua  oonveau  diviseur  fu^ 
draûque  de  la  naènte  foasnule  ^  -H/>^- 

X^^4)  Q*^  ^1^  Mmanguer^  à  ]Caus^  de  ISan^guité  cb  d|^e  ^  dans 
l'équation  (a),  que  le  problème  considéré  en  général  a  deux  soiolîoaBr 
Mais  il  ne  peut  en  aveir  plus  4e  deux*  En  ^fM ,  .on  peut  supposer  les 
nombres  p  et  p'  premiers  l'un  et  l'autre;  et  Je  diviseur  quadratique  ^ 

quel  qu'il  soit ,  qui  renferme  AA',  sera  toujours   de  la  forme 

VP'j*^  +  2^a  -H-4/a%  on  Ton  a  ^^a^aczpp'^.  JUais  lorsque  les  nombres 
-p  et  //  sont  premiers, -il  b^  a  qne  deux  valeurs  de  ^  moindres  que 
|/V^«  i{ui  rendeot  ift-^a  divisible  ^9xpp\  Donc  jl  .«'y  a  ai^  pins  jqpe 
deux  diviseurs  quadratiques  différens  qui  renferment  le  pimJUut  4A'*  ilà 
dis  au  plus ,  parce  que  danSv  quelques  Qas  jparticoliers ,  les  deux  divi- 
seurs quadratiques  réduits  a  l'expression  la  plus  simple ,  pourront  coïn« 
«der  en  um  seul,  lequel  contModrait  Aûb'  dans  dMix  rnihinisinns  <Kf* 
férentes.  Cda  dsit  «river  ,  aÂnii  tyii^oa  oa:  ymv^  JOfk .  ^mtifïfèe,  i^OTsqii^ 
la  formule  ^  4*  au^  ne  contient  qu'un  se«l  «diviseur  quadratique  cor- 
respondant aux  formes  linéaires  dans  lescp^elles  p/f  est  compris. 
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(355)  Second  cas.  Si  le  nombre  a  est  de  forme  8n-)-  5  j  et  <{u'en  coib- 
séqaence  le  diviseur  quadraticpie  A,  qu'on  supposera  impair^  soit  de  la 
fonae  pj* ^ qjrz  ^ n^ j  dans  laquelle  lesf  cdefflciens  py  y,  r  sont  im- 
pairs^ et  où  Ton  a  4/^r^— y^stSAs,  on  pounfa  wiCore  faire  usage  de  l'a- 
nalyse précédente ,  pour  avoir  le  produit  A  A'.  En  eflfet ,  comme  on  a 
2 A  =  :tpjr^  -t-  nqjrz  -|-  rirsî,  2 A'  =  2p'y^ + ^^'j'^'  H"  ^^z'*,  îl  suffira  de 
mettre  dans  les  fbritndes  trouvée^  tkp  et  itrkhi  place  de  p  et  r.  On 
aura  donc^  pour  détenniner  n  et  n\  l'équation 


PP 


pn^f/n'^KYdtzq)}  (bj 

d'où  on  déduira  les  valeta*9r  de ^  et  4^,  savoir  f:s  2pn:3pqy  n|/  := 
Faisant   ensuite    I^  ===  (7- rfc ng) (y -»- i/s^)=fc 4^>   Z^(^*¥9^)^ 

4AA' a»4^;i'r»H*^af  rz + 4ZV 


Or  on  voit  que  Z  étant  toujours  pair  ^  on  peut  itiettre  :iZ  k  la  place 
de  Z  ^  et  alors  si  l'on  fait  de  nouveau 

r=(j=fc:/ia)(/— »V)=fc4aa' 
Z  ^s^pjrsf^sppyz-h  i  (y  =F  9O  »*J 

le  produit  chercbé  sera    . 

Au'  ^pp'y^  ^^YZ^  4^\ 

•  •  (356)  SoiJant  pra]^ftées  les  deux  fornmles  A  sa  i4j''+io;'if+^i2% 
A'iagj^*  -f'^^+S<'^%  lescpteUes  représentent  deux  diviseurs  <pia^ 
dràfiques  de  lu  Icmnule  t  *^  ^6gi^.  Pour  avoir  le  produk  A  A'  exprimé 
ptf  ïme  Ibrtnttie  de  même  nature^  j'obserte  que  les  coeffîciens  14  ^t 
9  étant  premiers  entre  eux  ^  on  peut  ^  sans  aucune  préparation  y  appli- 
quer à  cet  exemple  les  formules,  du  n*  353.  Fakant  donc  ;?  =  i4>  7=5, 
p'zszgy  (^=  I  y  on  aura  l'équation  i4n  =)C 5  =sai g/ir'  -f* I  ^  laquelle  donne 
deux  résultats  differens^  selem  qa*on  preml  le  si^fne  supérieur  ou  l'in- 
férieur. 

I*.  Avec  le  signe  supérieur,  on  aura  ii=5,  «'=4^  ^=^7,  •vJ.siiS^ 
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de  sorte  qa*en  faisant 

^  =^  H- 5z/ — 4/»' 4- «^ 
Z  =  i4ja' — 9/«  4- 4&S', 

le  produit  cherché  sera 

AA' =  laôr* -H  74rZ  4- i5Z». 

a*.  Avec  l'autre  signe,  on  trouve  /»=i,  /i'=3,   ^£±19;  «v|/=:5f 

donc  en  faisant 

Y7=zjy  —  zf — 2)^2^  —  Sas' 

Z  =  147Z -+- 93/ -+-6j&«% 
le  même  produit  sera  de  nouveau 

AA' = 126  r»+ 58  rz  H-  5Z*. 

Maintenant,  pour  réduire  ces  produits  à  l'expression  la  plus  simple,  il 
faut  faire,  dans  le  premier  cas,  Z:=.U — ^aK,  et  dans  le  second, 
Z;=:27—- 4K,  ce  qui  donnera  finalement  ces  deux  résultats  : 

U  =:•  nj/  -\-Ggr:^ —Zj:^  -^6zsi 
(i)  {     r=zjy -{-Z/z-^^jT^ +zz' 

(2)  ^     Y^=>jf  — fz  —  ayz'  —  Szi" 

AA'=:5£^— :^crr+54r\ 

£XSMFI«£      II» 


VOICI  : 


proposes  les  diviffeurs   a  =^'H-^a»t*4i»  , .... 

-41^%  tous  deux  appartenans  à  la  formule  ^  +  i< 

r  produit  exprimé  d'une  manière  semblable,  oni^ 

H*  355 ,  lesquelles  donneront  les.  deux  rësultats 

■jf — 4»*"' 
r'+rz-{-  4tZ\ 
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Dâtis  les  deux  cas,  le  produit  est  de  même  forme  que  les  àéùx  facteurs; 
et  en  effet  il  ne  peut  être  de  forme  dîflFérente ,  puisque  la  formule 
^•-f-i63tt*  n'est  susceptible  que  d'un  setd  diviseur  quadratique. 

(358)  Problème  H.  w  Trouver  le  produit  de  deux  diviseurs  quadra- 
n  tiques  Semblables  A=:;9^*4-^î;^^+^%  A'=;9/*  +  3^j5'+r5'*.  »  . 

On  pourrait,  par  une  transformation,  réduire  ce  problème  au  pré- 
cédent; mais  il  est  plus  simple  de  procéder  à  la  résolution  directe  de 
la  manière  suivante  : 

Soit  pj'\^qzz=LX^py  ^q^ ^=Lx\  on  aura 

Si  dans  les  aignes  ambigus  du  second  membre  on  prend  le  signe  infé* 
rieur,  et  qu'on  remette  les  valeurs  de  a:  et  o:^  ainsi  que  celle  de  ^^ 
on  aura  xx'-\'<izz'z=spyy'\^pq(jrz^-\^£y\^prz:^ ^  et  xz''-^x' z=zp(jrz' — yz)  ; 
d^où  l'on  tire ,  après  avoir  divisé  par  /^% 

AA' = {pxy + «r»'  +  9/2 + rzzy  +  a{jrz' ---yzy. 

C'est  la  première  valeur  du  produit  A  A' laquelle  est  de  la  forme^*-f*^*« 

Pour  avoir  une  seconde  valeur  de   ce  produit^  supposons. ...  ..* 

A  A'  =  p^  F*  -|-  3(p  YZ  +  >|/Z%  et  à  l'ordinaire  p^-^  —  ^»  =  a  ;  nous  au- 
rons ,AA'/?*  =  (;k?*K+^Z)*  +  aZ*;  de  sorte  qu'en  comparant  cette  va- 
leur à  la  nremière,  on  aura 

Z  =  orz^  =p  x^z 
p*Y'\'^Z  =  xx'dtz  az:^j 

substituant  dans  la  dernière  équation  la  valeur  de  a,  ainsi  que  celles^ 
de  Xy  oiy  et  Z,  on  en  tire 

Donc  pour  que  Y  soit  entier,  indépendamment  de  toute  valeur  partie 

culiëre  de  z  et  i^,  il  feut  que  2 — î  et  2JZ-f  soient  Sit^  entiers  ;  de  là 

On  voit  que  dans  les  signes  ambigus  on  doit  prendre  seulement  le  signe 
.  inférieur;    c'est  pourquoi  faisant  ^z=,q'^pnj  on  aura 

r=(^~«z)(y— «a;')— ^28* 

Z  z=^p  {jrz'  ^yz)  -|-  !iqzz\ 
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Mais  il  reste  à  déterminer  n  de  manière  qae  >(/  soit  un  entier  :  or  on  a 

+  =  ""^^ ^ — —  == — r^ "^^  •  ^^"^^  **  ^^  chercbe  les 

plus  petites  yaleors  de  m  et  i  qui  satisfont  à  réqoation 

tontes  les  conditions  seront  remplies;  on  anra  ^=^-|-^n^  4^=^^H*^% 
et  le  produit  demande  sera  daAS  sa  seconde  forme^ 

(359)  L'équation  r^^pm^^^qrty  dans  laquelle  m  et  n  sont  des  in« 
déterminées  y  sera  toujours  résoluble  tant  que  p  et  2q  seront  premiers 
entre  eux;  elle  le  serait  encore^  si  p  et  nq  ayant  un  commun  diviseur  d, 
r  était  aussi  divisible  par  8.  Ce  cas  cependant  importe  peu  à  considérer^ 
ou  même  doit  être  entièrement  écarté^  parce  qu'alors  la  formule 
pj^  +  ^HX^  +  ^*  ^^  pourrait  représenter  que  des  nombres  divisibles 
par  8. 

Enfin  i|  peut  arriver  que  p  t\  q  aient  un  commun  dpriseur  8 ,  lequel 
ne  soit  pas  commun  avec  r^  alors  l'équation  r^=Lpm — :kqn  serait  impos- 
sible. C'est  ce  qui  aura  lieu  dans  les  deux  cas  ci-après. 

i*.  Si  a  est  divisible  par  8  et  non  par  6*^  cat  alors  p  divise  bien  î^-f^'^% 
mais  p^  ne  peut  diviser  cette  formule  qu'en  supposant  que  t  et  u  ne 
sont  pas  premiers  entre  eux. 

a"".  Si  6  étant  diviseur  commim  de  /^  et  ^^  les  nombres  p  et  a  sont 
divisibles  par  8*;  car  alors  Téquation  pr-^q^zsza  pourrait  avoir  lieu  ^ 
sans  que  r  fat  divisible  par  8.  Dans  ce  cati  une  simple  transformation 
du  diviseur  pj^  +  ^qjrz^rz^  préviendrait  la  difficulté;  ou  bien^  comme 
ce  diviseur  est  alors  de  la  forme  p'By^+  ^^^^rz^^  tandis  que  la  for- 
mule qu'il  divise  est  <^4-^8^<<%  on  peut  mettre  /  à  la  place  de  8;^^  et 
tt  à  la  place  de  8« ,  et  on  aura  p'jr^-i-^ifjzr^^n^  pour  diviseur  de  t^^^u*. 
Or  dans  cette  dernière  forme  ^  il  n'y  a  plus  lieu  k  difficulté. 

(360)  Si  le  nombre  a  est  de  forme  8/ï  +  3  ^  et  qu'en  conséquence  les 

diviseurs   quadratiques  proposés  soient  A  =  pj^  -f-  ^qjrz  ^rz^  y • 

ùkz=zpy^^  qf^^tii^y  on  trouvera  par  une  analyse sembidite  à  la  pré- 
cédente y  deux  formes  du  produit  A A^  La  première  qui  se  présente  im** 
médiatement  est 
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Pov  avoir  Ja  s^^son^ft  £mtxie«  il  Àut  «bciKfctf  |e#  nowdws  yUau»  4e 

on  aura 

(56 1)  il  est  manifeste  que  le  problème  générai  cp/o*  vient  et  ré- 
soudre comprend  ,  comme  cas  particidier  ^  celui  qù  il  i^agit  de  trouver 
le  quarré  d'un  diviseur  quadratique  dopn^.  Mats  alo]rs  le  prodiât  Vest 
susceptible  que  d'une  seide  forme  ;  car  ayant  ^j^ — yz  =  q  ,  la  premiii4 
valeur  de  AA^  iil'est  pas  de  la  forme  d^un  dîviseyr  quadra^que. 

En  générad  /^isqu*on  peut  exprimer  le  produit  de  deux  diviseurs 
quadrati^es  donnés ,  égaux  ou  inégaux^  par  une  formule  de  la  même 
esp^e  9  laquelle  est  aussi  un  diviseur  quadratique  y  il  ^ensuit  qi/on  pourra 
toujours  trouver  un  diviseur  quadratique  égal  au  produit  de  plusieurs 
diviseurs^  quadratiques  donnés. 

Et  si  on  s'occupe  seidement  de  la  formé  des  produits  y  sans  s^nquié- 
ter  de  la  valeur  des  indéterminées  qui  y  sont  contenues,  te  problème 
^eVteirt  beaucoup  plus  simple ,  puisqu'fl  suffit  d'opérer  sur  les  coeft^ 
ciens,  lesquels  n'oflrent  qu'un  nombre  de  combinaisons  limité. 

Aytait  dene  désigné,  par  exemple^  par  ^iy  By  Cy  Dy  etc.,  les 
différens  diviseurs  quadratiques  qui  conviennent  à-une  formulé  domiëe 
£* + ^^^  j  OQ  cherchera ,  par  les  principes  précédeus ,  quelles  dpiyent 
être  les  formes  des  différens  produits  deux  à  deux  AAy  ABy  ACy  BBy  etc. 
Si  l'on  trouve  que  le  produit  AB  peut  être  à-*la-fois  de  la  forme  C  et 

^,  et  ainsi  dés  autres.  Or  on  con- 
çoit que  les  produits  deux  It  deux  étant  trouvés,  on  en  déduira  aisé- 
^OQuent  lies  produits  trois  à  trois,  qwtre  à  ^i^ttre,  etc.;  de  $orte  qu'09 
connaîtra  en  général  les  diverses  formes  du  produit  qui  ré^yù^ià  de  tant 
de  diviseurs  quadratiques  qu'on  voudra. 
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■  •  » 

Dans  cette  not£^ion  ^  il  convient  de  distinguer  BB  de  B*^  ;  Texpres- 
sipn  BB  désigne  le  produit  de  deux  diviseurs  quadratiques  semblables 
k  Bj  mais  dont  les  indéterminées  sont  différentes;  l'expression  B^  dé- 
signe  le  quarré  du  diviseur  B^ei  suppose  par  conséquent  que  les  deux 
facteurs  B  et  ^*  sont  identiques^'  tant  dans  les  coefficiens  que  dans  les 
indéterminées;  cette  circonstance  apporte  une  modification  au  résul- 
tat j  car  nous  venons  de  voir  que  B*  n'est  susceptible  que  d'une  forme  ^ 
tandis  que  BB  en  a  toujours  deux.  Une  pareille  différence  se  fera  sentir 
dans*  les  expressions  BBB^  B^By  B\  et  autres  semblables  :  il  est  donc  né- 
cessaire de  chercher  à  quelle  fornie  doit  répondre  une  puissance  quel^ 
conque  d'un  diviseur  quadratique  donné.  Geix  l'objet  du  problème 
suivant. 

(36a)  Problème  III.  «  Etant  donné  un  diviseur  quadratique  A  de  la 
»  formule  i^+au*,  trouver  le  diviseur  quadratique  de  la  même  for- 
.M  mule  y  par  lequel  la  puissance  A*  puisse  être  exprimée.  >i 

Premier  cas.  Soit  le  diviseur  donné  A=^*  +  2^a-f-r»*,  et  sup- 
^pOSOQSy  pour  éviter  toute  difficulté ,  que  ce  diviseur  a  été  préparé  de 
manière  que  le  coefficient  p  est  un  nombre  premier  non  diviseur  de  a. 

On  peut  d'abord  démontrer  qu'il  n'existe  qu'un  seul  diviseur  qua- 
dratique dans  lequel  A*  puisse  être  contenu.  En  effets  quel  que  soit  le 
diviseur  quadratique  qui  contient  A%  il  devra  contenir  p^.  Or  on  a  déjà 
prouvé  (n**  aSa)  que  p  étant  un  nombre  premier,  la  puissance  /y*  ne 
peut  appiirtenir  qu'à  un  seul  diviseur  quadratique.  Qonc  il  n'y  a  aussji 
qu'un  seul  diviseur  quadratique  qui  puisse  contenir  A". 

Gela  posé ^   puisqu'on  a  ^r=^*-[-â,  si  l'on   fût  en  général ••..• 

^q^\/Zra)''=zF+G)/^a,  (9— ./~«)-=i^— G  V^^I^,  on  aur» 
(^»-j-ii)«  ou  p'r^  z=:  F^ '{■' aG\  Or  je  dis  que  G  et  p  sont  premier^ 
^ei^tre  eux,  car  si  G  était  divisible  par  p,  F  le  serait  aussi  d'après  la  dernière 
équation.  Mais  on  a 

i^=^— j^r-«+ — TOI — •^-^«'-cte., 

et  si  on  néglige  les  multiples  de  p  y  on  aura 

«=-9«,  et  i'=r{'-h-r:^-\ n^l -hetc.)=2-Y. 

Donc  9  9  €t  par  conséquent  a^  serait  divisible  par  p,  ce  qui  est  contre 
la  supposition. 


\ 
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Pois  donc  que  G  et  p  sont  premiers  entre  euic  ^  on  pourra  faire  •  • . 
F:=s:^G^p'H y  (p  et  H  étant  des  indéterminées^  et  en  substituant 
cette  •  valeur  dans  l'équation  ^V=:  jP*-+-/ïG*  ,  on  en  conclura  que  ç*-H» 
est  divisible  par  /i%  et  qu'ainsi  on  peut  fiiire  (?*+«  =  ;?"'>[/. 

Ayant  déterminé  de  cette  manière  les  quantités  ^  et  %[/ ,    on  aura  le 
diviseur  quadratique  ;?"K*  +  2çKZ4-%(/Z*,  lequel  appartient  à  la  for- 
mule t^  +  au^y  puisqu'on  a  ^'•%|/— ^*  5=  a.  Ce  diviseur  est  celui  qui  con-^ 
tient  généralement  la  puissance  A%  puisqu'il  contient  le   nombre  p""  ; . 
mais  il  faut  voir  comment  on  déterminera  JT  et  Z  en  fonctions  de^  et  z. 

Soit  donc  A-=;?»r»+2(prZ^-^|/Z%  ou  A7?"  =  (/?»rH-(pZ)*H-flZ*  : 
on  a  d'ailleurs .Apz=:(pr'+' qzy 4- oz*;  donc  si  l'on  £adt  pj''+'^z:=x, 
/?"KH-^Z  =  ^,  on  aura  X*+/ïZ*  =(ar*+^i55*)".  Or  on  satisfait  géné- 
ralement à  cette  équation^  en  prenant  X+Zj/î — a=(x+;5v/— ^ï)% 
d'où  l'on  tire 


n.Ti— 1     .   .    /i./i— i.n  — 2.JI  — 3 


Jl^x" — x^T^az^  ^  ^  a^^^a^z^'^  etc. 

i.a.  '  i.a.0.4 


Z__-         n.n— i.ii— -a ,     .   ,    n.n— i  ./i— a./i*— 3.ii— 4    ...k  • 

i.a.3  '  i.a.3.4*^ 

La  valeur  de  Z  est  déjà  exprimée  par  une   fonction  entière  de  x  et 

de  z,  ou  par  une  de  ^  et  de  z;  quant  à  V,  on  a  K= — —:  or 

jr*— (p*Z»  =  jr*+«Z»— ;?»4Z»=/?»(A»— 4^*),  donc  il  faut  que... 
X*  —  ^*Z*  soit  divisible  par  /?".  Mais  on  voit  par  l'équation  ^"4/— ^^=fli 
que  f  ne  peut  être  divisible  par  p  y  ptiisqu'alors  a  serait  divisible  aussi 
par  p  y  contre  la  supposition.  On  ne  peut  supposer  non  plus  que  Z 
soit  divisible  indéfiniment  par  py  car  alors  X  serait  aussi  divisible  par/?, 
ainsi*  que  x'-f-^^*;  donc  en  omettant  les  multiples  àe  py  on  aurait 
4(js*=— -o:*^  valeur  qui  étant  substituée  dans  celle  de  Xy  donne 

t 

donc  il  faudrait  que  p  divisât  Xy  et  par  suite  2,  ce  qui  ne  peut  avoir 
lieu  y  puisque  J  ^  z  sont  des  indéterminées  à  volonté. 

Puisque  la  quantité  JT*— ^"Z*  est  divisible  par  p^y  et  que  ses  deux 
facteurs  JT+tpZ,  X— »tçZ,  ne  peuvent  avoir/?  pour  commun  diviseur^ 
il  s'ensuit  que  l'un  de  ses  facteurs  est  divisible  par  /?".  Et  comme  le 
signe  de  ç  est  arbitraire,  on  pourra  supposer  que X—«^Z  représente  celui 
des  deux  facteiurs  qui  est  divisible  par  p"".  Donc  la  valeur  de  Y  dévelop*. 

47 
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-pie  en  fonction  de  x  et  z  ,  sera  un  nombre  entier ,  quels  que  soient  jr 
et  a.  Donc  le  diviseur  quadratique  p^K*--!- a^KZ  +  '^^Z*  ainsi  déter- 
miné^ sera  égal  à  la  puissance  n  du  diviseur  proposé /j;^+327>-|-r2'. 

(563)  Second  cas.  Soit  la  formule  donnée  A  =^*+  ^j^z  +rs%  ou 
Ton  suppose /7,  9,  rin^airs  et  ^r^^q*:=:a. 

On  préparera  encore,  sll  est  nécessaire,  cette  formule  de  manière 
que  le  coefficient  p  soit  un  nombre  premier,  et  on  démontrerait  d'ail- 
leurs ,^  comme  ci-dessus ,  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  diviseur  quadratique 
qui  puisse  contenir  la  puissance  demandée  A". 

Représentons  ce  diviseur  parla  formule  ;?"jr*-f-^KZ-f- >|/Z%  il  fau- 
dra qu'on  ait  ^"-^z^^^-^a.  Or  comme  on  a  déjà  4/^r=^*-f-^i,  si  l'on 
fait  Ci^+lV^ — «)*=T^-f-i  ^V/ — «>  les  nombres  F  et  G  seront  tou- 
jours entiers  (n*  5j)  ,  parce  que  a  étant  de  la  forme  8»  +  3  ,  — a  est  de  la 
forme  4'^-f-i  :  on  aura  en  même  temps  (f  y — 1\/ — ay=zlF — {  G  j/— a^ 

et  par  conséquent  (^  T^J   ou  ;?V=^(i^*-f-aG*).  Or  on  prouverait, 

comme  ci-dessus ,  que  F  et  G  sont  premiers  entre  eux ,  ou  qu'ils  ont 
seulement  a  pour  commun  diviseur;  donc  on  pourra  Êdre  F=z^G^2p^Ify 
c'est-à-dire  qu'on  pourra  toujours  déterminer  le  nombre  impair  ç  <Cp*. 

tel   que  ~—  soit  un  entier.  Cette  valeur  de  F  étant  substituée  dans 

réquation  4p"r"=i^*4-aG*,  on  en  conclura  qne^  ,  °  doit  être  um 
entier;  et  comme  9*  +  ^  est  de  la  forme  8ii-f-4>  on  aura  en  ni^nse 
temps  —^r  ^8^  ^  '^^  entier.  Soit  donc  ç^-j-ûzss/^-nJ/,  et  il  est  clair 

que  par  le  moyen  de  ^  et  >[/ ,  on  aura  entièrement  déterminé  le  ^dir» 
viseur  quadratique  qui  contient  /?",  lequel  sera/?"I^*-|-Ç)KZ+4'Z*.: 

Maintenant,  je  dis  que  ce  diviseur  contient  en  général  A",  ensorte 

qu'on  peut  supposer  /?"J^*4-^FZ-f-4^'  =  ^"=(/y^*'+î?^+ '^*)'; 
c'est  ce  qui  sera  évident,  si  de  cette  équation  on  peut  tirer  des  valeurs 
entières  de  V  et  Z,  quelles  que  soient  les  indétemûnéas^  et^de  fai 
formule  proposée. 

Or  de  l'équation  précédente  on  tire 


Soit  pour  un  moment  2/7"K-f-(pZ=X,  2pj-|-ya=ar,  on  aura  ^équl^• 
tion  Jr*-|-«2*=4(?'^H-  4^^*)*  ^  laquelle  on  satisfait  gâiéralement 
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a»  prenant 

et. on  sait  que  les  nombres  X  et  Z  tirés  de  celle-ci  seront  toujours  en- 
tiers ;  '  il  reste  donc  à  démontrer  que  Y  est  aussi  un  entier.  Ot  oa  a 
ap^'Yzzz:  X —  ^Z  et  ur*-4-  oZ*  =4^77*  ;  substituant  dans  la  seconde,  4ia^ 
lieu  de  11^  sa  valeur  4^^J/— ^%  on  aura  -X"*— ^*Z*=4^"(ù" — >|/Z*).  On 
prouvera  d'ailleurs  y  comme  ci-^Ussus^  que  les  facteurs  X — ^Z^  X-f-^^. 
n'ont  point  de  commun  diviseur  autre  que  2;  donc  puisque  -ST* — ^^*Z'' 
est  divisible  par;^",  il  âiut  que  l'un  des  £M:teurs  X — f)Z,  X+^Z^ 
soit  divisible  par  p^;  et  comme  on  peut  prendre  à  volonté  le  signç  dd> 
f  9  0|i  pourra  représenter  par  jIT-**^  celui  des  deux  facteurs  qui  est 
divisible  par /y";  il  le  sera  en  même  temps  par  :^'',  parce  que  <p  est  inn 

pair;  donc  la  quantité  jr= ;p- sera  toujours   un   nombre   entier, 

ou  plutôt  sera  une  fonction  entière  des  indéterminées  jr  et  z.  Donc  la 
formule  p''Y*^(pYZ+'\^Z^  représentera  en  générai  la  puilsance  ti  de 
la  formule  proposée  fj^^  +  î^'z+z^*- 

Remarque.  Si  Ton  veut  simplement  savoir  à  qudUe  forme  des  diviseurs 
quadratiques  appartient  la  puissance  n  d'un  diviseur  quadratique  doua- 
ne A  ;,  l'opâralion  se  réduit  À  déterminer  les  coefficiêns  9  et  4^ ,  comme 
on  l'a  explique  dans  les  deux  cas  ;  ensiûte  on  ramènera  à  l'expression 
la  plus  simple  la  formule  ;^*-+-a^7'»+4'«%  ou  la  formule  >^y*-l-^/H*4** 
(^  n  est  de  la  forme  Sn-^*  3)^  qui.  contient  la  puissance  déi$ignée. 

U  est  focile  maintenant  d'évalaw  dans  les  produits  des  quantités  ^^B, 

Cy  etc.    (n"*  56i)  les  termes    qui  contiennent  des  puissances   de  ces 

quantités. 

Exemple    I. 

(364)  Soit-  la  formule  ^4-41^*  dont  les  cinq  diviseurs  quadratiques 
sont  : 

-^  =^  +  a^-»  +  4225*  Z):=5^  +  y3  4*  i4^* 

JB  =  2j*  +  ajr;5-f-3i2*        J^  =  ^* -1- y  «  +  7^*- 

Si  on  multîi^  entre  isux  deux  diviseurs,  tek  que  C  et  D  (en  dis^n-' 
guant  par  des  accens  les  indéterminées  de  l'un  des  deux),  on  trou- 
vera (n**  353)  que  le  produit  CD  y  réduit  à  l'expression  lapins  simple, 

eat  ife^it^^fois  de  la  forme  i?  et  de  la  forme  E.  On  trouvera  semblable-* 
ment  les  autres  résultats  suivans  qui  renferment  les  formes  des  produits 

de  deux  diviseurs  semblables  ou  dissemblables,  dans  toutes  les  combinai- 
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aons  possibles  :    on  y  a  joint  les  quarrés  de  ces  mêxnes  diyisents  trour^' 
vés  par  les  formules  du  n*  358 ,  ou  par  celles  du  n'  562  : 


^»: 

=c^ 

ÂJ  = 

=  A 

BB  = 

=  A 

B'z 

=  ^ 

ÂB:z 

=  B 

BC  = 

=  C 

Ci 

z^B 

AC- 

=  C 

BD  = 

=E 

/>•: 

=  C 

AD^ 

=D 

BE= 

=  D 

£•: 

=  C 

AE^ 

=E 

\ 


ce 


CD=: 


CE 


li  "'>-{ 


{2 


DE 


{ 


A 
C 
B 
C 


EE 


{ 


A 

ë 

C 


De  là  on  déduira  la  forme  du  produit  de  tant  de  diviseurs  qu'on  voudra^ 
où  Ton  pourra  faire  entrer  des  puissances  supérieures  à  la  seconde , 
en  cherchant  leur  valeur  par  les  formules  du  n"*  36a.  Par  exemple  ^  les 
produits  des  trois  diviseurs  semblables  seront: 


BBB=:ABzs:B 


^^^={c2 


ccc 


{ 


AC 
BC 


{ 


C 
C 


EEE 


cfoù  Ton  voit  que  le  produit  BBB  se  réduit  à  la  seule  forme  B;  que 
le  produit  CCC  se  réduit  de  deux  manières  différentes  à  la  '  forme  Çy 
que  te  produit  DDD  se  réduit  de  deux  manières  à  la  forme  jD,  et  d'ime 
manière  à  {ta  forme  E\f  etc.  Dans  le  cas  où  les  trois  facteurs  seraient 
^atix ,  les  produits  se  réduiraient  à  une  seule  forme , .  .et  on .  aurait 
Ch'  56a) 

A^=:A,    B^z=B,    C»  =  C,    D»  =  E,    E»=:D. 

ExkmpleII. 

(365)  Considérons  encore  la  formule  t*  +  89^*  qui  a  sept  diviàeturs: 
quadratiques^   savoir  : 


A  =/*  +  y^z  +  90Z* 

B  =  37^  4-  ^/^  +  45^* 
C  =  gjr^'i-'  yrz  +  iojs* 


F  =2  5j»  +  2JZ  -f-  5a5» 
G=:  6y*  H-  yrz^  i&V 
Z?  =  18^»  H- 2755  +  52* 

Les  combinaisons  de  ces  diviseurs  mfultiplies  deux  à  deux ,  dcfiment 
les  résultats  suivans ,  auxquels  on  a  joint  les  quarrés  de  ces  mêmes 
diviseurs  : 
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F» 
G» 


B 
C 
C 


A  A 
AB 
AC. 
AD 
AE 
AF 
AG 


A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 


BB 
BC 
BD 
BE 
BF 
BG 


A 
D 
C 
E 
G 
F 


ce 


CD 


{i 
[ 


CE 


CF 


={ 


E 
C 
F 
G 
E 
F 
E 
G 


De  \k  on  déduira  aisément  les  formes  des  produits  de  tant  de  divi- 
seurs qu'on  voudra ,   ayant   soin   de  prendre  pour  les  puissances  su-  ' 
périeures  à  la  seconde  les  fomjes  déterminées  n**  563.   Par  exemple , 
si  on  veut  avoir  toutes  les  formes  des  produits  A^By  B^C^  <>/>,  etc. 
on  trouvera 


DD 


DE 


-{ 


E 
G 
E 
F 


EE 


EF. 


373 

A 
B 


{ 
{S 


EG 


FF 


FG 


GG 


A\ 

A*B=^ 

A*C=C 

A'^D=D 

A*E=JE 

A*F=zF 

A'^GssiG 


B» 

B^B 

B'C 

B*D 

B* 

B* 

B'G 


-.C 
■.D 


C'A: 
C'B. 

OC: 
CD: 

CE: 
OF: 

CG 


D 

c 

B 
C 


{ 


i 
={ 


E 
G 
E 
F 


D'A: 
D'B: 

D'C: 

D' 

D'E: 

D'Fz 


;  D 
:  c 

F 
G 
E 
G 
E 
F 


{ 
i 
{ 


E* 

E' 

E'C 

E'D 

E'E 

E'F=G 

E'Gs=F 


■.D 
-.C 
E 


F'A 
F'B 

F^C 
F'D. 

F'E: 

F*F 


{ 
{ 

={ 


c 

D 


B 
C 
F 
G 
E 
F 
E 
G 


G»5=  D 

«"^[^ 

B 
C 

^F 
{G 

H? 


G'E: 


G 


G*G. 


{ 


E 
G 


Au  moyen  de  ces  développemens^  on  peut  voir  tout  d'un  coup  quelles 
sont  les  combinaisons  qui  peuvent  produire  une  forme  déterminée. 
Ainsi  on  voit  que  A  résulte  également  des  sept  combinaisons  A* A , 
B^Ay  C^A,  D*D,  E*B,  F^C,  G^C;  de  sorte  que  si  on  avait  à  ré- 
soudre réquation  f^^Sgu^^a^afy  cette  équation  aurait  sept  solutions. 
De  même  ayant  trouvé  A^:=:Ay  B^7=:By  (?=LCy  D^=iAy  E^=JS, 
F^z=zE  y  G^z=:E  y  on  en  conclura  que  Féquation^+Sga^ss:  a:*  a  deux 
solutions ,  que  l'équation  7^  +  Gyz  +  i4a*  ==  ^  en  a  trois  ^  que  Féqua* 
tien  i8;^-f-:y^«-4^5js*=ar'  n'en  a  aucune^  et  ainsi  des  autres. 
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§  V.  Résolution  en  nombres    entiers  de  Véquatum 

Ly*-|-Myz-t-Nz*=bn,  lî  étant  leproduu  de  plusieurs  in-* 
déterminées  ou  de  leurs  puissances. 

(566)  Soit  LN—\M^=za^  si  M  est  pair,  ou  ^N'^M^=a^  si 
M  est  impair;  il  est  aisé  de  voir  que  le  premier  membre  de  Tëqua^ 
tioù  proposée  sera  un  diyiseur  quadratique  de  la  formule  <*-f-aii*^  et 
cette  équation  elle-même  étant  multipliée  par  Z  ou  Z|X  ^  deviendra  de 
la  forme  ^^au^^^cU^  c  étant  Lb  ou  4^*  De  là  il  suit  que  tout  fac- 
teur de  n  doit  diviser  la  formule  /^-f-oa*,  et  par  conséquent  pourra 
être  représenté  par  un  diviseur  quadratique  de^  cette  formule.  C'est  de 
ce  principe^  et  de  la  théorie  exposée  dans  le  §  précédent^  que  nous 
déduirons  la  solution  générale  de  l'équation  dont  il  s'agit;  mais  d^abord 
il  convient  de  débarrasser  le  second  membre  du  &cteur  Gonstant  c. 

Si  dans  l'équation  t^^au^^=:icTly  on  suppose  t  eK  u  premiers  entre 
«ox^  il  £Biuara  que  ii  et  c  le  soient  aussi^  et  alors  on  pourra  faire.  • . . 
1  =  /itt-4*  co:^  ce  qui  donnera^  après  avoir  substitué  et  divisé  par  c^ 


Or  a  et  d  sont  premiers  entre  eux^  donc  il  faut  que  n**f-a  soit  divi- 
sible par  c^  et  en  faisant  /i*+a  =  i7ic^  on  aura 

nw^  -|-  2nux  +  ^x*  =  FI , 

équation  dont  le  second  membre  est  dégagé  du  £icteur  constant  Cy  et 
dofit  le  premier  est  encore  un  diviseur  quadratique  de  la  formule  t^+au*^ 
puisqu'on  a  me— ii*=^. 

On  aura  donc  autant  de  ces  équations  à  résoudre^  qu'il  y  aura  de 
valeurs  de  »>  moindres  que  ^c^  telles  que  i»*-|-a  soit  divisible  par  c. 

&^\^*\^2gjrz^hz\=^li  l'équation  ou  l'une  des  équations  qui  restent 
à  résoudre.  Le  premier  membre  étant  un  diviseur  quadratique  de  la 
fonnale  t  «4*  ^f  ^  ûiudra  d'abord  chercher  tous  les  dtviseùrv  quadra- 
tiques de  cette  formule ^  que  l'on  désignera  parles  lettres  J ,  B^  C, 
D,  etc.  Ensuite  comme  FI  est  supposé  le  produit  de  plusieurs  iodé  ter- 
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minées,  im  dierchcra,  par  les  méthodes prëcëdant6fl>  toutes  les  fonnes 
auxquelles  se  réduit  le  produit  II  ^  en  supposant  que  les  indéterminées 
sont  représentées  par  les. lettres  jéy  B,  C^  Dy  etc.,  suivant  toutes  les 
combinaisons  passibles^  et  en  obserranl  que  différentes  indéterminées, 
peuvent  être  désignées  par  la  même  lettre.  Cela  posé,  parmi, toutes  ces 
formes  on  distinguera  celles  qui  donnent  pour  résultat  la  lettre  corres- 
pondante au  diviseur  quadratique  du  premier  membre  j5^*-f-  ^gy^  +  ^"  ; 
et  il  est  dair  qu'autant  on  trouvera  de  ces  formes^  autant  il  y  aura 
de  solutions  de  Féquation  j^-(-:i^2-{-Ajs*  =  n.  Il  faudra  ensuite^ 
pour  obtenir  réellement  les  solutions^  faire  le  développement  succes- 
sif des  produits  suivant  les  règles  que  nous  avons  doxmées  dans  le  ^ 
précédent ,  et  alors  les  indéterminées  ^  et  2  s'exprimeront  finalement 
en  fonctions. des  indéterminées  anak>gues  qui  entrent  dans  les  différens 
facteurs  du  produit  n.  Tout  cela  s'éckorcira  suffisamomeat  par  des 
exemples. 

Exemple    I. 

(367)  Soit  proposée  l'équation  t^-^^iuftszw'^^yy^  développe  d'abord 
tous  les  diviseurs  quadratiques  de  t*-{-4i^^j  lesquels,  comme  on  l'a 
déjà  vu  (n^  364),  sont 


u^  == j* -f.  a^-js -H 42s"  Z7  =  3;^ -f- :i^ -f- 14^ 

J5  =  2;^  -H  2JZ  -f-  mz^         E  =  fy*  +  :rjrz  +  7a*. 
C  =  5^*  +  6yj5  +  loz* 

Parmi  ces  diviseurs,  3  n'y  a  que  A,  B^  C  qui  comprennent  les 
nombres  4'*+i>  ^^  ^^^^^  lesquels  on  pourra  trouver  11 3.  Ùr  si  le  di- 
viseur A  contenait  11 3,  il  faudrait  que  ii3  fut  de  la  formule  /*+4iw% 
ce  qui  n'a  pas  lieu ,  comme  on  Je  vok  au  premier  coup-d'œil  ;  pareille- 
ment si  le  diviseur  B  contenait  iî3,  il  faudrait  que  2Xii3  ou  326 
f&t  de  la  forme  l*-f^4i^^^  c'est  encore  ce  qui  n'«  pas  lieu.  Gomme 
Cependant  on  peut  iroir,  par  le  carjBCtère  (1^)  ^=^1  y  que  ii3  est  di- 
viseur de  <*+4it^>  il  s'ensuit  que  ii3  est  nécessairement  compris  dans 
le  diviseur  quadratique  C;  et  en  effet  on  a  5. 11 3=565  =2=  14* -f- 41 .3*. 
Ptiisque  i4*  +  4ï  -5*  est  divi$ible  par  n3,  si  l'on  fait  i4=3/2 — 'ii3/?j, 
il  faudra  que /î*-f-4i  soit  divisible  par  1 1 3.  Or  la  valeur  de /z  tirée  de 
cette  équation  est  /r=—  33.  On  connaît  iont  ainsi,  d'une  manière 
directe  et  presque  sans  tâtonnement,  la  valeur  de  n  qui  rend  »**f*4i 
divisible  par  11 3.  Cette  méthode,  que  nous  venons  d'exposer  avec 
quelque  détail,  est  un  développement  de  celle  du  n"  186. 
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Cela  pdsé>  soit  tz=z  55u-f-ii3/^  on  aura^  après  avoir  substitué  et  dî-^  * 
visé  par  11 5, 

Pour  réduire  le  premier  membre  à  une  expression  plus  simple ,  soit 
u=:u'—5tfy  on  aura 

Le  premier  membre  étant  de  la  forme  C,  H  faut  chercher  parmi  les 
valeurs  de  y/%  i9*,  etc.  celles  qui  peuvent  être  dé  la  forme  C  ;  or  on 
trouve  (n*  564)  V^^  ^  ^*  •^*  ^^^^  ^^  cette  forme;  donc  l'équation 
proposée  est  susceptible  de  deux  solutions^  selon  que  l'on  supposera 
ar  =  Z?  ou  x:=zE. 

Soit  I*.  a: =5/* +27^^34- 14^%  on  trouvera  parles  formules  du  n*  562,' 
J:^=5F»^-6rZ+IoZ%  les  valeurs  de  Y  et  Z  étant  r=z-^^J^4jz+6z% 
Z=/*  +  27-j5  — 4z*,  de  sorte  qu'on  aura  en  même  temps  fssJT^ 
U—Z. 

Soit   2*.  a:  ::?=  fy* -f- 2j^3  +  72%  le  résultat  de   cette  seconde    valeur 
pourra  se  déduire  facilement  du  précédent  (en  mettant  2;^  à  la  place 
de^,  et  divisant  par  2  tant  la  valeur  de  x  que  celles  de  JT  et  Z);  on 
aura   ainsi  x*  =  5K»  +  6rZ+ ioZ%    r=— 2j-» +  47-2  +  5;5»>  ..  t  • 
Z  =  2jr*  +  2/55  —  2j5*,  et  on  fera  de  nouveau   ^=  K,  i/  =  Z. 

Il  reste  à  substituer  les  valeurs  de  f  et  t/  dans  celles  de  t  et  u;  ce 
qui  donnera  les  deux  solutions  suivantes  de  l'équation  proposée 

ar=5;^*-|-2/z-|-i45%  te=i9/*+i22/j5 — 4^^%  icsz^jr'^^-^iojz — 22a' 

Exemple    II. 

(568)  Proposons-nous  maintenant  l'équation  t*'-\'l^iu*:s:iiZx^.  L'opé- 
ration préliminaire  pour  diviser  chaque  membre  par  11 5,  étant  £BÏite 
comme  dans  l'exemple  précédent,  on  aura  ^=;55u'*|-'i4<',  iis=ii'— 5^^, 
et  la  transformée  sera 

5^^4.6^1/4. 101/1/  =x\  ' 

U  faudra  donc  chercher  les  différentes  formes  des  'quantités  A^y  B^y 
Oy  etc. ,  et  voir  si  la  forme  C  y  est  comprise.  Or  on  trouve  (n*  364) 
que  la  forme  C  ne  peut  résulter  que  de  C  ;  ainsi  l'équation  proposée 
n'est  susceptible  que  d'une  solution. 
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Maintenant  sî  on  fait  a:=  Cz=i5j^  +fy^  +  ï05%  on  tronvera^  d'après 
les  formules  du  n^  562,  (p=±47, 4=18  et  0:^=1  îi5F*±94FZ4-i8Z\ 
Quant  aux  valeurs  de  K  et  Z ,  elles  doivent  être  déduites  des  équa- 
tions ia5F±47Z=^ — 125x5%  Z=5a:'s — 4^^%  où  l'on  a  jc=5/-f-3si 
or  pour  que  K  soit  une  fonction  entière ,  on  trouve  qu'il  faut  dans  left 
signes  ambigus  prendre  l'inférieur ,  et  alors  on  a 

y  =:jr^  +  io/^Z  H-  5o/Z* 8;5' 

Z  =j5jr*z+gojrz^ — 145^ 
œ':=  i25r*— 94rZ+  i8Z\ 

La  valeur  de  x^  se  réduit  à  l'expression  la  plus  simple  5/^^-1-6^1*'+ lOttV 

en  Élisant  Z  =  5jr — -i/,   puis  K=i/'-f-2tt',  de  sorte  qu'on  aura 

1/  =  5r— Z=  5;^-|- i57»z—  ioz\  f'=  2Z— 5r=  ^5j^+5ojz*+i2z\ 
Donc  enfin  la  solution  de  l'équation  proposée  est  comprbe  dans  lea 

formules 

jc  =  57^*  +  6;^2  +  i  oz*    ~ 

t  =  397^  +  495;*a+ 420J2»—  1622*  ^ 

u  =  18;^*  -f-  i5;^*z  —  9q7"3*  —  4^*'* 

■ 

i|^  Exemple    III. 

(569)  Si  on  propose  en  général  l'équation  /•  +  2w'  =  1 1 3a:*,  la  ma- 
nière la  plus  simple  de  la  résoudre ,  est  de  faire  a:  =  ^*  -|-  22* , 
ii5=:9*  +  ^*4*;  c*  ^^  *^™  ^*-f- 2w'=  (9*4-2.4*)  (/*+ 22')"".  Or  on 
satis£ût  généralement  à  cette  équation  y  en  prenant 

Soit   donc   (/-+«V^ — 3)"'=  JT-f-Zj/ — 2  ,  .on  aura  t -{^ u^-^ 2zsz 
(9db4v/— 3)(F-f-Zv/— -2),  partant 

/=9rqp8Z 
M  =  9Z±4r. 

'   C^est  la  seule  solution  dont  l'équation  proposée  est  susceptible ,  parce 
que  Xy  comme  diviseur  de  /*-f-2tt*,  ne  peut  avoir  que  la  seule  forme 

/*  +  2Z\ 

Exemple     IV. 

(570)  L'équation  <* -|- 89a*  =  jc^^  doit  avoir  deux  solutions^  ainsi  que 
nous  l'avons  déjà  remarqué  à  la  fin  du  n**  565.  L'une  des  solutions  où 
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Ton  aura  »  s=s^  +  892*,  se  trouve  immédiatement  par  Téqtiatîôn 

l*  +  89tt*  ==  (j^'\'^^*y  y  à  laquelle  on  satisfit  en  Élisant 

i^u{/ — 89  =  (/+;bv/— 89)' ;.  et  ainsi  on  aura  i:=j^ — 2677a*, 
ii=5/*j3— 893*.  La  seconde  solution,  fondée  sur  ce  que  D'rs-^,  se 
trouvera  comme  il  suit. 

Ayant  fait  a:=Z?=5/*+  2jrz  +  iSz^;  si  l'on  applique  k  ce  cas  par- 
ticulier les  formules  du  n**  36a,  on  aura  ;?=5,  f=i>  r=i8,  ^=6, 
%}/  =  !,  ce  qui  donnera 

a:3=3i-i5Jr*4-i2KZ4.Z' 
V  =jr^  —  5/*5  —  1 2JZ*  +  as^ 
Z  =c  757*2  +  Soy-s*— 862^ 

Or  on  peut  mettre  la  valeur  dex^  sous  la  forme  jr*=(Z-f-6y)*  4-89^*, 

laquelle  étant  comparée  à  l'équation  proposée,  donnera  tzziZ+GV , 

uz=:  y;    donc  enfin  la  seconde  solution  de  cette  équation  sera  donnée 

par  les  formules 

X  ==  5;^*  +  2jrz  +  18:5* 

t  =  673  +  577*2  —  427**  —  745^ 

Exemple    V. 

(571)  On  a  déjà  remarqué  (n*  565)  que  l'équation  <*  +  89a*=s j:*a;^ 
doit  avoir  sept  solutions,  attendu  que  la  forme  A  résulte  des  sept  com- 
binaisons A'A.B^A^  OD^  I>D,  E^B,  JF^C,  G^.  Pour  développer 
une  de  ces  solutions ,  prenons  la  combinaison  C^D ,  €;t  faisons  en  con- 
séquence a:=97*-f-  272  +  102*,  a:'  =5/^'*  -+-  2/2'  -|-  182'%  on  trouvera 
d'abord  par  les  formules  du  n"*  358 ,  ou  par  ceUes  du  n""  562 , 

/^=  2jr^  +  2jrz  —  22*. 

Si  ensuite  on  multiplie  la  valeur  de  x*  par  celle  de  x^  on  trouvera  par 
la  première  des  deux  formules  du  n**  358 , 

x»x'  =  (57>'  H-  7^2'  +  ^  +  i8f^2')*  +  89(7^2'—  F/y. 

Comparant  ce  i*ésultat  avec  Féquation  proposée  t^  -f»  891**  :=  x^x',  on 
aura 
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d'où  Fou  voit  que  les  quatre  indéterminées  tj  Uy  Xy  sf  sont  exprimées 
en  fonctions  de  quatre  autres  indéterminées  indépendantes^,  ^yj^f  ^ 
ce  qui  constituera  la  première  solution.  On  trouvera  par  des  calculs 
semblables  les  six  autres  solutions  dont  l'équation  proposée  est  sus-* 
ceptible. 

Remarque.  Pour  peu  qu'on  y  fasse  attention,  on  verra  que  cette 
théorie  s'étendrait  Êicilement  au  cas  oii  le  premier  membre  de  l'équa^ 
tion  proposée  serait  un  diviseur  de  la  formule  t* — au^.  On  pourrait 
aussi  résoudre ,  par  les  mêmes  principes,  les  cas  où  les  indéterminées 
du  premier  membre  seraient  supposées  avoir  un  diviseur  commun; 
mais  nous  n'avons  pas  cru  devoir  entrer  dans  tous  ces  détails  ^  qui 
n^o£&ent  maintenant  aucune  difficulté. 
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§  V I.  Démonstration  â^une  propriété  relative  aux  cUçiseurs 
quadratiques  de  lajbrmule  t^-|-au^,  a  étant  un  nombre 

premier  8n+  i. 

» 

(572)  vJn  a  déjà  remarqué,  n*  21 5,  que  sî  dans  la  formule  ^-f-aw*, 
fl  est  un  nombre  de  forme  8/1+5,  deux  diviseurs  conjugués  de  celte 
formule,  tels  que  pjr^  +  ^(fjz -+> nmz^ y  ^pj^+nqjz-^mz^y  appartien- 
dront toujours  l'un  à  la  forme  4^^+  i  ,  l'autre  à  la  forme  4'ï+5;  de 
sorte  qu'alors  il  y  a  autant  de  diviseurs  quadratiques  4^  +  1  que  de 
diviseurs  4^-4-5,  et  ce  résidtat  a  lieu  quel  que  soit  le  nombre  a, 
pourvu  qu'il  ne  sorte  pas  de  la  forme  8/i+5. 

Au  contraire,  lorsque  a  est  de  la  forme  8/i-{-  i,  les  deux  diviseurs 
conjugués  dont  il  s'agit  sont  tous  deux  de  la  forme  4^-|~  ^  9  ^^  ^^^^ 
deux  de  la  forme  4'^+5,  de  sorte  qu'on  ne  peut  plus  rien  conclure 
sur  le  nombre  relatif  des  uns  et  des  autres,  et  en  effet  l'inspection  de 
la  Table  IV  fait  voir  qu'il  y  a  à  cet  égard  une  grande  irrégularité. 
Mais  lorsque  a  est  un  nombre  premier,  on  remarque  dans  cette  même* 
Table  que  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4^-t-  i  surpasse  cons- 
tamment d'une  unité  le  nombre  des  diviseurs  4^-f-3.  Ainsi  on  voit  que 
la  formule  /*+4^"*  ^  ^^^^  diviseurs  quadratiques  4^^+ 1  ^  et  seulement 
deux  4^^+^?  ^^  ^^  formule  i^-\-^^*  a  quatre  diviseurs  quadratiques 
4/^+I,    et  seulement  trois  4^^+ 5  ,   etc. 

On  s'assurera  aisément  de  cette  propriété  dans  beaucoup  d'autres  cas 
particuliers;  mais  il  n'est  pas  aussi  facile  de  l'établir  d'une  manière  gé- 
nérale et  rigoureuse.  Voici  la  série  de  propositions  que  cette  démons- 
tration semble  exiger  :  elles  offriront  en  même  temps  divers  résultats 
remarquables  qui  contribueront  à  étendre  et  perfectionner  les  théories 
précédentes. 


(SyS)  Proposition  I.  u  Soït  a  un  nombre  premier  l^n^iy  et 
»  PX^  +  o^qf^^^rnz^  l'un  des  diviseurs  quadratiques  4^+i  de  la  fbri 


soit 

"  rj     •-*/-• 1 -i r-  I formule 

»  ^■  +  flii*,  je  disque  l'équation  U*';=^pj^'^iiqjrz'h2mssf^  sera  toujours 

>)  résoluble,  n 
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Car  si  Ton  multiplie,  cette  équation  par /r,  et  qu'on  &Mejfy^{^s=:x, 
on  aura  ;?Ï7*= ac*  +^w*>  équation  toujours  possible  (Voyez n"*  ^j  et  196). 

Il  est  inutile  d'observer  que  si  ^* -|- ay^a  +  amz*  était  un  diviseur 
4/j-f-  5,  l'équation  i7*  ;=;j;^?  +  a^z  -|-  a/nz*  serait  impossible^  puis-* 
qu'aucun  quarré  ne  peut  être  de  la  forme  4^-f-5. 

(57^)  Proi^ositioiv  n.  ce  â  étant  un  nombre  premier  8/»+i ,  la  for- 
»  mule  <* -f- ^u^*  aura  toujours  un  diviseur  quadratique  de  la  forme 

Car  on  peut  toujours  (n*  147)  satisfisdre  à  l'équation  isr=2/**— g^, 
laquelle  étant  posée ,  il  s'ensuit  quej5^*+  2gjrz'{'2fz*y  ou  l'expression 
la  plus  simple  de  cette  formule ,  est  un  diviseur  quadratique  de  la 
formule  t*+au*. 

Remarquez  que  le  diviseur  j^*  +  ^gj^  +  ^*  ^^  diffère  pas  de  son 
conjugué;  dans  ce  cas,  par  conséquent^  les  deux  diviseurs  conjugués 
ise  réduisent  à  un  seul  qu'on   peut  appeler  ditnseur  singulier. 

(575)  Proposition  111.  «a  étant  un  nombre  premier  8/»+i,  il  y 
»  a  toujours  une  infinité  de  valeurs  de  y*  et  de  g  qui  satisfont  àl'équa- 
D  tion  af^ — g^z=:ay  néanmoins  il  n'en  peut  résidter  qu'un  seul  divi- 
»  seur  quadratique  de.  la  formule  t^-^au*.  » 

Car  on  trouvera  aisément  (n*  58)  que  la  série  des  valeurs  àefel  g  qui 
satisfont  à  l'équation  2/** — g;*=a,  est  telle  que  si  y^  et  ^  suivent 
immédiatement.^* ,  et  ^^  on  a 

De  ces  nouvelles  valeurs  résulte  le  diviseur  quadratique  singulier 

Or  si  dans  ce  diviseur  on  fait  ^=*2z'— ^^  2=J(^ — z\  (ce  qui  ne 
restreint  pas  la  généralité  des  variables^  et  z),  on  aura  pour  trans- 
formée yp*+  ^ig;^^H-  2/z'*;  d'où  l'on  voit  qu'en  effet  le  diviseur  qua- 
dratîcpie jTy*  +  2g^i+  afz*  n'est  pas  différent  dej5^*+2g^z-f-3^*. 

Corollaire.  De  là  il  suit  que  a  étant  un  nombre  premier  8/2-f-iy  léis 
diviseurs  quadratiques  de  la  formule  t*  -f-  au^  seront  composés  de  plu-« 
sieurs  couples  de  diviseurs  conjugués  et  d'un  diviseur  singulier.  Le 
nombre  total  de  ces  diviseurs  sera  donc  toujours  impair^  et  ainsi  il  est 
impossible  que  le  nombre  des  diviseiu*s.4/i  + 1  soit  égal  au  tiombre  des 
diviseurs  4^^5.   ^ 


u 


w 
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(576)  Propositiow  IV.  «  Le  quatre  d'un  diviseur  quadratique 
»  pjr^  +  2çjrz+2Xi*y  et  celui  de  son  conjugué  !^*'^2qjrz^^z^y  sont 
»  compris  dans  un  même  diviseur  quadratique  py*'^2<pjz^'^2^.  d 

Car  suivant  la  métibode  du  12?  558 ,   si  Ton  détermine  /et  et  i>  par 
réqualion   ^::=zpfjL — qv  ^  qu'ensuite  on  fasse  ^=:y-f-F;>,  n|/=>**f-^i^^ 
V^=:j'*  —  npjrz  —  2jDt3",  Z  =  22  (  /y^  +  (fz)  ,  On  aura 

Dans  cette  équation,  qui  doit  être  identique^  mettons  9^  &  la  place 
dfe^,  et  comme  alors  JT  devient  pair  ainsi  que  Z,  faisons  Ks^aF", 
Z  =  aZ',  ce  qui  donnera  Jr'=  2;  *  —  v>.9rz  —  fiz^y  Z'=  2  (2^+^)  j 
nous  aurons  par  la  substitution ,  et  après  avoir  divisé  par  4  > 

Donc  le  même  diviseur  quadratique  ^y*  +  2^j5-^-^[/j8%  qui  contient 
le  quarré  du  diviseur  ptj^  -}-  2y^j5  -}-  2'3rs*,  contient  aussi  le  quarré  de 
son  conjugué  2/?;^*  +  2^z -}- tTjs*. 

Corollaire.  Étant  proposée  Féquation  Cr«  =  i>r*+2QFZ4.1îZ%  si 
on  en  connaît  une  solution  comprise  dans  la  formule  D^pj^-^iqjrst^^i^z^ 
il  y  aura  toujours  une  autre  solution  donnée  par  la  forme  conjuguée 
77 = 2/jy-*  +  2^2  +  7f a*.  Ces  deux  solutions  se  confondent  en  une 
seule^  si  la  valeur  de  U  est  égale  au  diviseur  quadratique  ^ngulier , 
c'est-à-dire  si  Ton  a  f7;==j^''^2g/^5-f-?/^*  i  "^^^  alors  le  second  membre 

de  réquation  proposée  serait  de  la  forme  2K*+  2FZ'^f^        jZ*, 
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(377)  Proposition  V-  «p  étant  un  nombre  premier,  ainsi  que  n, 
»  si  Ton  a  ^*  =  AT* -4- «iV%  je  dis  que  p  ou  2p  sera  nécessairement  de 
>i  la  même  forme  t*+aM%  de  sorte  que  p  appartiendra  soit  au  diviseur 
>)  quadratique  ^'-j- 27^  + (a  H- ï)z*,  soit  à  son  conjugué 

En  ^fiet,  l'équation  supposée  p^^szM^-j^  aN%  donne  p*^^if*=:aN*; 
donc  puisque  a  est  un  nombre  premier,  il  £iut  que  l'un  des  acteurs 
p  ^  M  j  p^-^M  soit  divisible  par  a,  et  comme  le  signe  de  Jf  peut 
être  pris  à  volonté,  on  pourra  £Eiire;i+Afs=:«/','  p^^MszzQ^  ce  qm 
fkknnera  PQ  =  N*.  Or  on  si^s£ût  généralement  à  cette  dernière  ^qua« 
tion,  en  fidsant,  avec  de  nouvelles  indétermimesy  Pzss^^M,  N=i^^R, 
Q  =  cê^R.  On  aura  donc  2/? = flP  +  Q  =  jR  (û»*  +  an^) ,  d'où  l'on  voit 


*         • 
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que  R  ne  peut  être  que  i  on  2:  si  iî=2,  on  aura  p  =:a»*  -}-«7i*;  si 
jR=i,  on  aura  2/?  =  (»*  +  a7f*.  Donc /?  ou  3/?  est  néceSsaSteïnent  de 
la   forme  t^-j^au^.  Mais  si  p  est  de  la  forme  ^-f-oii*,  il  est  contenu 

dans  le  divisenr  quadratique  ^  +  «3*,  qui   est  le  même   que ||| 

jr*-f-3jz -f-(^H-i)«*,  et  il  ne  peut  par  conséquent  appartenir  qu'à  ce 
seul  diviseur.  De  même  si  2p  est  dé  la  forme  t^  +  ow*,  /?  appartieiùira 

au  diviseur  quadratique  2j*^  ^jz^  f  ^  jg%  et  il  ne  pourra  appar- 
tenir qu'à  ce  seul  diviseur.  Donc  si  on  a  p^  z=:  M^-^  aN^  y  il  faudra 
que /^  appartienne  à  l'un  des  diviseurs  conjugués ^*+^/^+(^+0^% 

B 

(578)  Proposition  VI.  a  ^  étant  un  nom^e  premier  quelconque  ^ 
«  et  a  un  nombre  premier  8/2+  i ,  si  Ton  a  /?^==:2ilf*+2i>/iV+r^^^ jiV*, 

»  c'est-a-dire  si  2/?*  est  de  la  forme  JP*-f-«iV^',  je  dis  fjaep  appartien- 
»  dra  nécessairement  au  diviseur  quadratique  singulierj^*-f-2g;^a-f-2/i% 
M  ensorte  qu'on  aura /?==/)M.*+2g'fty-}-2/i*.  » 

Car  a  étant  un  nombre  premier  8/i-|-i  ,  on  peut  feiîre  az^if^ — g^*, 
et  cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  2;?*  =  P* + /iiV%  il  en 
résultera  P^  —  2^*  =  (^* — 2f^)N^.  Les  nombres  P  et  p  étant  premiers 
entre  eux,  on  voit  que  Ny  diviseur  de  jP* —  2/?%  doit  être  de  la  forme 
a* — 2€*;  donc  on  aura  P*  —  2/>*=(g^'* — 2/'*)((X*  —  2^*)%  équation  à 
laquelle  on  satisfait  généralement  en  faisant  P-^p\/2  =  (g^fy/2) 
(flt-f-Cv/îi)*;  de  là  résnlte  pz=zLfcC^  -f-  2^a€  +  2/€*;  donc  p  est  compris 
dans  le  diviseur  singulier  jj^  +  ^gj^  +  V^** 

(579)  Proposition  VII.  w  Je  dis  maintenant  que  les  deux  diviseurs 

n  conjugués  qui  y  pris  pour  Uy  satisfont  à  Téquation   proposée 

»  U^  z=^  PY^ -^  2QYZ '\' BZ"" y  sont  les  seules  solutions  dont  celte 
»  équation  est  susceptible.  » 

Pour  démontrer  cette  proposition ,  cherchons  en  général  les  con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  deux  valeurs  différentes  de  U^ 

savoir  : 

U-=^pj^  ^2qjz  +27rz* 

satisfasseilt  également  à  Téquation  proposée  i7*=LPF*+2QKZ-J-JÎ2r^, 
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où  y  et  Z  sont  des  indétermiaées  qui  doivent  être  ^fonctions  des  indé-" 
terminées  ^  et  js. 

Nous  supposerons  que  les  deux  valeurs  de  ÎT'sont  préparées  de  ma-» 

f^ère  que  p  et  p^  soient  des  nombres  premiers;  cela  posé,  on  trouvera 
'abord  que  les  quarrés  de  ces  valeurs  sont  compris   dans  deux  for* 
mules  de  cette  sorte  : 

py^ + 2fjz + -Yz^ 

f 

lesquelles  doivent  se  réduire ,  Tune  et  l'autre ,  à  la  forme  donnée  •  • . 
Pj""  +  ^Qjz  +  Rz^.  De  là  on  voit  que  p^  doit  être  compris  dans  la 
formule  )^'^*+ 3^^2+4''^%  c*  réciproquement  p'*  dans  la  formula 
py*  -{-  2^jrz  H-  %|/2*.  On  peut  donc  faire  tout-à-la-fois 

p^  =  ^' V  +  3^V€'  +  ^'ff'* 
Soit  ;?»* -I- ^Ç  =  J' ,  on  aura  py'^z=iy^+aQ^ y  ou 

Puisque  a  est  un  nombre  premier,  et  qu'on  peut  prendre  &  volonté 
le  signe  de  j^ ,  on  pourra  supposer  pp^  +  y  divisible  par  a ,  fai- 
sant   donc   €  =  ABC  y   l'équation  précédente    se    partagera  en  ce^ 

deux-ci  : 

PP^  +  5^  =  aAB^  y 

d'où  résulte  pp'  z=i^A  (€*-+- aB^).  Maintenant,  pullque  p  et  ^'^nt 
premiers ,  les  seules  valeurs  qu'on  peut  donner  à  A  sont  i ,  2y  p  oj^ p\ 
2p  ou  2p\ 

On  ne  peut  faire  A  =;>  ymA=r2p;  car  alors  €  étant  divisible  par  p, 
la  quantité  />'*  égale  à  p*cL*  «+-  2pa€  +  -^/f  *  serait  aussi  divisible  par  p , 
ce  qui  est  impossible  :  par  la  même  raison ,  on  ne  peut  avoir.  A  s=  p\ 
m  A  =  2p\ 

Si  l'on  faisait  ^  =  2 ,  on  aurait  pp'  =  C*  +  aS^  ;  pp'  serait  donc  de 
la  forme  ^•-Mz*,  et  alors  les  deux  nombreç  p  et  p*  appartiendraient  à  un 
même  diviseur  quadratique  de  la  formule  t^^av?  y  ce  qui  est  contre  la 
supposition. 

Il  reste  donc  à  faire  ^  =  i  ,  alors  on  aura  2pp'  =  C*  +  oB^  ;  donc 
les  nombres  p  et  2p'  appartiendront  à  un  même  diviseur  quadratique 
de  la  formule  V'  -(-  au*^  ;  mais  les  nombres  p'  et  ^/^'appartiennent  toujours 
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à  deux  diviseurs  conjugués  l'un  de  Fautre.  Donc  les  nombres  p  et  /?', 
qui  sont  supposés  n'être  pas  compris  dans  le  même  diviseur  quadra- 
tique^ appartiennent  nécessairement  à  deux  diviseurs  conjugués  :  ce 
<lilil  fallait  démontrer.  ' 

^80)  Proposition  VIII.  «  Le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
»  4^  -f"  I  de  la  formule  t*  +  au^ ,  où  a  est  un  nombre  premier  8/2  -{-  i , 
»  surpasse  toujours  d'une  unité  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques 
M  4^-4*3  de  la  même  formule.  » 

En  effet ,  soit  M  le  nombre  de  diviseurs  quadratiques  4^  +  i  ^  et 
iV^  le  nombre  des  diviseurs  quadratiques  4^^  +  ^  ;  si  on  désigne  par 
A^By  Cy  D ^  etc.  la  suite  des  diviseurs  quadratiques  4^+  i ,  les  équa- 
tions U^T=:Ay  U^z=zBy  U^:=:Cy  etc.  admettront  chacune  deux  solu- 
tions distinctes ,  à  l'exception  de  l'équation  27*  =  2  F»  +  2  FZ  +  ^-^  Z», 

qui  n'en  admettra  qu'une.  Donc  le  nombre  total  des  solutions  sera  olM —  i; 
Mais  ces  solutions  qui  doivent  être  toutes  différentes  les  unes  des  autres^ 
comprennent  nécessairement  tous  les  diviseurs  quadratiques  y  tant  /^n  *f- 1 
que  4^  +  3 ,  de  la  formule  /*-|-au*.  Donc  on  aura  2M—  i  =:  Af -{- N^ 
omMzszN^i  :  c'est  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 


,  c 


o;^  Lj.'«r  :>^i-U  >^  î-Sy*-^ 
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«   •"     4. 


*^  ♦  n  ^ 


S 


§  VIL  Démonstration  du  Théorème  contenant  la  loi  de 
réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quel-- 
conques  (n^  164). 


(58 1)  LemiMe.  m  J301T  p  un  nombre  premier  positif  C 2  excepté)  ,  ^  un 
»  entier  quelconque  non  divisible  par  p;  si  on  divise  par  p  leff  produit» 

n  successifs  k ^  ak^  5A: ^        A,  les  restes  de  ces  divisions  seront 

D  composés  en  partie  de  nombres  ci\  a%  cf .  .^  a  plus  petits  que  \p , 

j*  en  partie  de  nombres  h\  If^V...  h  plus  grands  que  \p.  Cela  posé^ 
»  fJL  désignant  le  nombre  de  ces  derniers  restes  ^  je  dis  qu'on  aura 

•r  en  général  (-\  =  ( —  i  )^;  savoir  T-j  =  +  i  si  /t  est  pair,  et 

(k\  ►  ..        .    ' 

-  j  =  —  I  si  ft  est  impair.  » 

Il  est  clair  d'abord  que  les  restes  h\  V\  A*,  etc.  sont  inégaux  entre 
eux.  Car  si  deux  de  ces  restes  ^  dus  aux  multiples  kA  ^  kA\  étaient 
égaux,  il  faudrait  que  la  diflTérence  k{j£ — A)  fut  divisible  par  ^; 
c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu ,  puisque  p  est  un  nombre  premier  qui  ne  divise 
ni' A:,  ni  ^'  — -  -^  j  car  d'ailleurs  A'  et  A  sont  inégaux  et  plus  petit^que 
\p.  On  prouvera  de  même  que  tous  les  restes  dy  J\  cT^  etc.  sont  iné- 
gaux entre  eux.  *-^ 

Il  suit  de  là  que  tous  les  nombres  p-^-^V ^  p^-^V^  ^  —  V^  etc.  sont 
inégaux  et  plus  petits  que  \p  \  ov  je  dis  qu'aucun  d'eux  ne  peut  être 
égal  à  Fun  des  nombres  ci\  a%  cT^  etc.  En  effet,  si  deux  restes  tels  que 
a^\h  sont  dus  aux  multiples  kA ^  kA' y  on  pourra  supposer  az=:kA — pXy 

b  =  kA'  — px'  ;  si  donc  on  avait  p  —  bz=za  y  il  en  résulterait 

/? (i  +  -3:  +  a:')  =  Â: (^  +  ^') l  donc  il  faudrait  que  k(^A -{-  A')  îùx  di- 
visible par  p;  OT  k  ne  Test  pas  non  plus  que  A -f-  A' y  puisque  A  et  A' 
sont  tous  deux  plus  petits  que  ^p^  donc  l'équation  précédente  est  im- 
possible. 

Maintenant ,  puisqiie  la  série  a' y  u'y  a^ . . .  a  y  el  la.  série  p —  V y  p  —  h" y 
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p^^V y  «..•*.':  p  —  b'^y  sont  l'une  et  l'autre  composées  de  nombres 
différens,  positifs  et  plus  petits  que  \p;  puisque  d'ailleurs  le  nombre 
total  X+jiA  des  termes  de  ces  deux  séries  est  égal  à  ^  (;>—  i)  nombre 

des  multiples  k  y  2k ,  5k. . .  ^ k,  d'où  ils  tirent  leur  origine,  il  s'en- 
suit que  le  produit  de  tous  ces  nombres  ne  peut  être  que  i.2.5.,.2— — , 
et  qu'ainsi  on  a  Tégalité 

cia'd!'...  ai^p  —  V){p  —  V)...  {p  —  i'*)=  i  .^.S. . .  \{p — i), 
dans  laquelle,  en  rejetant  les  multiples  de  /?,  on  obtient 

.da'a". .  .a'.VW. .  .b^  (—  if  =  i.2.Z...\{p^  i). 
Mais  d'un  autre  c6té^  en  rejetant  aussi  les  multiples  de  ^,  on  a 

k.2k.5k. . .  1  (^  —  I )  A:  =  dctif , . .  a    Wb^ . . .  i  , 

et  le  premier  membre  de  celle-ci  =  i.a.5...  iC/'—  i).A:*^''~*^' 
De  la  comparaison  de  ces  deux  équations  il   résulte 

Donc  on  a  i^^''-'^—  1)"=  i,  ou  it^^''-'^  =  (—  i)'".  Mais  JT^^^^^^ 

est,  en  rejetant  les  multiples  de  /^,  la  valeur  de  l'expression  T-V-  .donc 
enfin  on  a,  conformément  à  l'énoncé  du  lemme, 

(583)  Puisque  le  nombre  ft,  selon  qu'il  est  pair  ou  impair,  détermine 

la  valeur  de  l'expression  T  -  J ,  il  importe  d'avoir  une  valeur  analytique 

de  ce  nombre.  Pour  cela,  j'observe  que  U  désignant  l'un  des  nombres 

dyJ...  a  ,  et  Âi'un  des  nombres  Vy  V .. .  l^y  on  aura,  par  les  suppo- 
sitions déjà  faites,  ^a<^p  et  2b  > p. 

Représentons  à  l'ordinaire  par  E{x)  l'entier  le  plus  grand  contenu 
dans  une  quantité  quelconque  Xy  ensorte  que  x^-^E^x)  soit  toujours 
une  fraction  positive  plus  petite  que  l'unité. 

Si  on  considère  les  divers  multiples,  A,  aA.  • .  ^  ^-  A,  d'où  naissent 


(?)=(-)". 


I 
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les  restes  d^  h\  etc. ,  et  qu'on  désigne  particulièrement  par  Ak  le  mut* 
tiple  qui  donne  le  reste  ^^  et  par  Bk  celui  qui  donne  le  reste  £^  on  aura 

Ajoutant  ensemble  toutes  les  équations  qui  auront  lieu  semblablement 
pour  toutes  les  valeurs  de  A  ei  By  depuis  i  jusqu'à  îC/'  —  i)  >  il  est 
clair  que  le  second  membre  sera  composé  d'autant  d'unités  qu'il  y  a 
de  nombres  B;  et  ce  nombre  d'unités  ayant  déj[à  été  désigné  par  At, 
on  aura  doue 

D'ailleurs^  comme  on  n'a  besoin  de  la  yaleur  de  /i  que  pour  savoir  si 
elle  est  paire,  ou  impaire^  on  peut  dans  la  formule  précédente  omettre 
les  termes  divisibles  par  2  y  ce  qui  donnera  simplement 


9r 
P 


(585)  Cette  expression  est  susceptible  die  réduction  j   d'abord  si  Ton 
feit  kz:=:mp-^^y  ^  étant  positif  et  </?,   on  aura  \^-^—\k=k' 

=  jt_;«-r +2:::^^  donc  £(^2=i^)=:ît~/»-  I  i=;ît~i  -£(^); 

pareillement  on  aura  E  r^~^  —  j=:A-  —  i  — E(  — j ,  ainsi  des  autres. 

Il  faut  substituer  ces  valeurs  dans  la  formule^  et  pour  cela  distinguer 
deux  cas ,  selon  que  p  est  de  la  forme  4^  •+•  i  ou  4^* + 5^ 

Soit  !*•  ^9  =  4^+1,  le  nombre  des   termes  J?  f— Y,  JS^T— Vetc.. 
sera  7^211.  Les  n  premiers  forment  la  suite 

^(7)H-e(f) +^(t> 
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Les  n  antres,  écrits  dans  l'ordre  inverse,  forment  la  suite 

E(iE=p.!l)^E(^) +^(^22±2H), 

lesquels ,  suivant  la  transformation  précédente ,  deviennent 

Donc  on  aura 

;.==îO^,)(«-.)+£(^)+£(f) +£(^ 

Ajoutant  au  second  çiembre  le  non:ibre  pair 

ce  qui  est  permis  pour  notre  objets  on  aura  plus  simplement 
^^L(:f,-r)(k-.)+E(i)  +  E(f)+JE:{f)...+EQf). 

t^.  Si  Ton  a/3=:4w+5,  il  y  aura  3/1+  i  termes  dans  la  valeur  de  yx; 

les  n  premiers  seront  toujours  E  T— j  +i?  \~\-\^E  T— j . .  •+  £  T—  j  ; 
les  (/2+i)   autres  seront 

et  par  la  transformation  indiquée  ils  devieiment  r 

(»+-)(*-.)-^(^)-B(f)-£(f)....-£(î^i), 
de  sorte  qu'on  aura 

^=-;(H-.)(*-0+^(7)+^(f)-  .■+£(f ) 

-^  (D -^  ^)- • -^(^*)-^(^*)' 

ou  plus  simplement 

(5^4)  Comme  ^Ca'  — 0  dans  ïe  premier  cas,  et  |(/?  +  i)  dans  le 
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second^  sont  des  nombres  entiers;  lorsque  k  sera  impair^  les  deux 
formules  se  réduiront  généralement  à  une  seule  ^  savoir  : 

(385)  Lorsque  k  est  pair,  les  deux  formules  peuvent  ausâ  se  réduire 
à  une  seule  y  savoir  : 

pourvu  qu'on  détermine  le  signe  ambigu  de  manière  que  \  (pdzi)  soit 
un  entier,  et  alors  on  peut  même  réduire  ^(/?=ti)(ft — i)  k  ^(^rfci); 
€ar  il  n'est  toujours  question  que  de  savoir  si  fi  est  pair  ou  impair. 


et  on  aura  (  -  j  = —  i. 


(586)  Soit  ,  par  exemple ,  A:  =  a  ,   alors   tous   les   termes  E  ^-^ , 

E  (-\  ..E\^       J  sont  nuls,  et  on  a  simplement  /t=i:^  (;7±i). 
Donc  si  />  =  8/1+1  ou  8/1+7  ,  le  nombre  /t  sera  pair,  et  on  aura 

0)=+-  , 

Si ,   au  contraire ,  ^  =  8/z  +  3  ou  8/ï+  5,  le  nombre  yx  sera  impair, 

.0) 

On  parvient  ainsi  très-simplement  aux  théorèmes  connus  contenant 
la  relation  de  2  à  tous  les  autres  nomîbres  premiers  (n**  1 48) ,  théorèmes 
qui  étaient  regardés  comme  difficiles  à  démontrer ,  lorsque  la  science 
des  nombres  était  moins  avancée. 

(587)  Soient  maintenant  k  eip  deux  nombres  premiers  impairs  quel- 
conques; ayant  déjà  Êdt  r-j=:( — 1)^,    faisons  semblablement 

^tJ=( — ^)^i  nous  aurons,  suivant  la  formule  du  n*  584, 

k 
Supposons  k  <Cpy  et  faisons  -=:x ,  />=  ap'  + 1  ,  A:=2A'+  i ,   ce  qui 
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donne 

fjt,  +  fs=E(x)-\-È  (ax)  +  E  (Zx) .... .+  E(p'x) 
^E(V)^E(l)^E{l) +^Cj), 

je  dis  €[ue  le  second  membre  se  réduit  à  p'ïs^. 
inln  effet  ^  considérons  d'abord  la  suite 

Zz=zE(x)^E  (2x)  +E(5a:). . .  .^  E (p'x)  , 

et  observons  que  les  termes  de  cette  suite  croissent  par  degrés  y  depuis 
zéro ,  qui  est  la  valeur  de  EÇx),  puisque  a:  <  i ,  jusqu'à  k',  qui  est 

la  valeur  de  E{p'x)  ;  car  on  a  p^x  =s  2-  =  A'-j-  ^-^  =  A^+  ^-^^^^  ; 

»  '  # 

donc  E  (p^x)  =  k\  11  faut  maintenant    examiner  combien  dans   cette 

suite  il  y  a  de  teiînes  égaux,  à  i^  combien  d'égaux  à  s,  et  ainsi  d^ 

suite. 

Pour  cela  prenons  des  indéterminées  m^j  m^y  m^,.  .mj^^y  teQes  qu'on 
ait 

m^x  ;:=  I  y  TTi^iXs:  2^  myX ss  5^  ^a^  '^^^  4 *  *  *  *^  *Tni^x  s:  A^. 

Aucun  des  nombres  m^y  rn^y  etc.  ne  pourra  être  entier^  puisque  leur 
expression  générale  /i»^  =  -  =  S  ^  %  étant   <  ïc.  Soit  donc 

E(m^):szM^y  ensorte  que  m^  tombe  entre  les  entiers  consécutif  M^j 
JKf^+i;  il  suit  évidemment  de  ces  suppositions^ 

1*.  Que  les  prenaiers  termes  E(x)y  E  (ax)  ,. . .  jusqu'à  E(M^x)  sont 
xéro;  leur  nombre  z=zM^. 


2\  Que  les  termes  suîvans  ^(M^-f-ix),  E(M^'i'2x)y... .  jusqu'à 
E  (M.x)  inclusivement ,  ont  pour  valeur  i  ;  leur  nombre  s=  M^ — M^ . 


3*.  Que  les  termes  suivans  E(^M^^ix)  ^^rE  {M^"^2x)y. . .  jusqu'à 

E{Myx)  inclusivement^  ont  pour  valeur  2;  leur  nombre  =^1/3 — M^. 

Et  ainsi  de   suite  jusqu'aux  derniers  termes  dont  la  valeur  est   k   et 
dont  le  nombre  =/?' — M  y. 

Donc  en  réunissant  tous  les  tei^mes  qui  composent  Z  ^  on  aura 
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au  en  réduisant , 

Z  =  *y  —  Af,  ~  itf,  ~  Afj. .  • .  —  itf^^,— iïfj^,: 

Mais  en  général  M^zs:  E  (m^)  =:E{^J}  donc 

z=*','-£(i)-^(î)-^(|) -eQ. 

Substituant   celte  valeur  dans  celle  de  /tt^-  i^,  on  en  tire  cette  formule 
très^sîmple  /i+  v  zzzpk'y  ou 

(588)  De  cette  formule  se  déduit  inmiédiatement  le  diéorème  conte- 
nant la  loi  de  réciprocité  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quel- 
conques p  et  k.  Si  Fun  des  nombres  p  eik,  ou  tous  les  deux,  sont  de 
la  forme  4^+i>  la  quantité  ^(;>—  i)  (A: —  i)  sera  un  nombre  pair;  ainsi 
les   deux  nombres  fc  et  p  seront  tous  deux  pairs  ou  tous  deux  impairs^ 

ce  qui  donnera  (J^J  ç=z  (rj* 

Si  les  deux  nombres  premiers  ^  et  *  sont  tous  deux  de  la  forme 
4^+3,  la  quantité  K /'•"')(*"*"')  ^^^^  ^"^  nombre  impair;  donc  /a 
et  V  devront  toujours  être  Tun  pair^  Tautre  impair,  ce  qui   donnera 

D'ailleurs  la  formule  généi^e  qui  satisfait  à  taus  les  cas,  se  déduit 
des  expressions  ^-^=(—1)**,    (j)=( — ï/*  T^î  donnent,.  ..^, .; 

(h=:(0(-ir+'=rC-o'^'^'(9,  comme  au  n-  164. 
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Ainsi  86  trouve  démontré  généralement  un    théorème   qu'on  peut 
regarder  comme  le.  plus  important. de,J^,.tjbtçj2rlç,^dfi9.  SOmbx£&^  et  qoL 
a  ofiert  sous  diverses   formes   des  difficultés  presqu'insurmontables   à 
ceux  qui  ont  entrepris  de  le  démontrer  par  d'autres  voies. 

La*  démonstration  que  lious  venons*  de  dtfnner ,  d'après  Fréd.  Causs  ^  ' 
est  d'autant  plus  remarquaMe  qu'elle  repose,  sur  les  principes  les  plus 
élémentaires  y  et  qu'elle  n'exige  aucune  théorie  préliminaire.  Il  est  à 
croire  que  beaucoup  de  théorèmes,  réputés  très-difficiles  dans  la  science 
des  nombres,  sont  dittsle  métnè  cas;  et  il  y  a  toujours  lieu  d'espéirer' 
qu'on  i^ut  dém[dntre^  très-Annplem'ent  teax,  qui  Ue  l'ont  ejiicore  été  qqo 
par  ^s  méthodes  lioriguiéft  et  coUipliqaées. 


1     1 


t    • 


■.         >     :     .      ) 


•     .i« 


»;? 


-*  *  ^U\ 


•'.^i 


>«; 


Hr 


4«^    .> 


^Y\ 


X 


%è*^m 


i  ■ 


>  • 


i.  '.  j  '- 


tr*fi«^>^ 


V    .^    ,C-' 


< 


\    # 


^     ^.   V» 


f     « 


r  * 


I       < 


« 

r 

é 


■:« 
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■  \ 
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1»  »  »      J^^^^^^^^^^ 


T^ 


■PI 


,  ,.  ùKAkh 


.  \  1 


I       • 


des  nim^bre>ê  pnmién. 

(38^)  v^UQK^yE  la  suite,  des  nombre;»  igr%mim.  Mi^  QULlrèaimfitQK 
îrrégHlière.  >  on  peut,  cependant  troncvec  a^ec  U9«^|i[f^«M^m  tp^$j|$ii^. 
faisante,  combien  il  y  a  de  ces.  xioixAm?^  jdfypiM  ^i  JM^b^'à  UHe;  J|pmi^ 
donnée  x.  La  formule  qui  résout  cette  question  est 


X 


^       /og.  a:  — 1.08366' 

log.  X  étant  un  logarithme  hyperbolique.  En  effet  la  comparaison  de 
cette  formule  avec  Ténumération  immédiate  &ite  dans  les  Tables  les- 
plus  étendues^  telles  que  celles  de  Wega^  donne  les  résultats  suivans  ^ 


Limite  x 


lOOÔO 

noooo 
3oooo 
40000 
5oooo 
60000 
70000 
80000 
90000 


Nombre  j 


par  la  formule. 


i^So 
2268 

3252 

4^o5 
5i56 
6049 

6949 
7838 

8717 


par  les  Tables. 


I23o 

2263 

3246 

4204 
5i34 
6o58 
6936 
7837 
8715 


Limite  X 


I 00000 
i5oooo 
200000 
25oooo 
3ooooo 
55oooo 
400000 


Nombre  j 
par  la  formnle.  par  les  Tables. 


9588 
13844 
17982 
aaoSS 
26033 
29961 
33854 


i5849 
17984 
22045 
25998 

39977 
33861 


'•»^ 


3Wi3 


/  Où  Ù0  O 

(390)  Il  est  impossible  qu'une  formule  représente  plus  fidèlement  une 
série  de  nombres  d  une  aussi  gi^ande  étendue  et  sujette  nécessairement 
à  de  fréquentes  anomalies.  Pour  confirmer  encore  mieux  une  loi  aussi 
remarquable,  nous  ajouterons  qu'ayant  cherché,  d'après  un  procédé 
que  nous  exposerons  bientôt,  combien  il  y  a  de  nombres  premiers  de 
I  à  1 000000,  nous  avons  trouvé  qu^il  y  en  a  78527,  sauf  une  erreur  de 

yQoi,oo\  )ity^    \7IlCC        7'^^^ 
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'quel({ues  unitéis^  qui  peut  être  due  à  la  longaeiy .  dè.s  calculs.  Ojt 
«a  i^sànta^^=  1600000  la  formule  précédente  donne  ^9:78543*  & 
t^y  à  ïonc  ëùeùtt  dout^^  non-seulement  <[ue  la  loi  générale  est  re- 

présentée  par  une  fonctiop  de  la  forme  u^  .    .'d»  niais  que  les  çocf- 

ficiens  A  eX  B  ont  en  effet  les  valeurs  très  -approchées  -^=i ,... 
B=z — 11 .08366.    Il .  rç^tâ*ait  à  démoBtrér  c«tte  loi  Uxprietij  et  c'est 

une  recherche  intéressante  sur  laqueQe  nous  donnerons  ci-après  quelques 

•      ■  ••  - 

wDS^^R♦ 


r  ''('^)  ^  ^V^  ftpp^llB  àL  la  quffitité  4ont  il  &ut  que  a:  augmente  pour 
que  j  devienne  ^  + 1  ^  on  aura  pour  déterminer  cl  l'équation  suivante  ^ 
dafts  imquelle  on  a  £iit  pour  abréger  c:tti>o8366^ 

Di»  là  iMÉilte^  OA  supposant  que  oc  wt  iëb  nombre .  (res-grand^ 


ou  amij^eneolt  «ss  lDgJkr«— o«o8S€6;  car  cts  déterminations  ne  com^* 
portent  pas  une  précision  rigoureuse. 

-  Il  Suitcb'la  qiia  mesiuw  que  a:  augmente^  la  différence  entre  tdeuxnomi» 
bres  premiers  voisins  de  x  augmente  aussi  ^  et  peut  élre  Mpn^^ntée  ay^ 
beaucoup  d'approximation^  quant  àla valeur  moyenne,  par  logx — o.o8566; 
de  sorte  tpie  dans  un  intervalle  de  2m  termes  compris  depuis  ^  — •  m 
jusqu'à  œ'^m^  «n  derfrà  éoo^^r  atitaMde  no^nbres prtmiers qu'il  y 

a  d'unités  dans  , — ^ — ^ — ^§365  ^  P^^^nni  que  m  soit  assez  petit  par  rap- 
port à  X* 

•  C}e  iNfodiM  fl^fèorde  très^bien  d^edllears  avec  la  nature  des  nombres 
premiers  qui^  en  général  ^  doivent  être  phis  éloignés  les  uns  des  autres, 
à  t^^sjoTje  qu'ils  devienneait  plu^  grandb.  En  effet ,  la  probabilité  qu'un 
noxnbre  pris  au  hasard  est  un  noiûbre  premier ,  diminue  toujours  à  me^ 
sure  que  ce  nombre  augmente,  puisque  le  nombre  des  divisions  à 
essayer  pour  s'assw^  qu'il  est  premier,  devient  ide  plus  en  plus  grand. 

(Sgii)  D'après  le  résiilut  qu'on  vient  d^obtenir,  il  semble  que  le» 
suites  convei^ntes  qui  dépendent  de  la  loi  des  nonïbres  premiers,  peuvent 
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être  sommëes^  comme  si  cette  loi  était  régulière  et  telle  qu'on  terme 
fjc  quelconque  étant  V^  le  terme  suivant  fut  or+loga:—- c-f-i.  Voici  un 

essai  de  ces  sommations^  qui  d'ailleurs  seront  k  vérifier^  soit  par  le  cal- 
cul numérique^  soit  par  des  méthodes  plus  directes. 

"'  Proposons-nous  d^abbrd  d'évialuer  le  produit 

■        -('-0(-0(-0(-n>  ••••(-:).■ 

dans  lequel  les'  dénominateurs  sont  la  suite  des  nombres  premiers  de 
3  à   cù.  Si  on  appelle  z^  ce  que  devient  z  lorsque  c»  se  change  en... 

di0-f-loga  — c  +  i  ,  ou  â>  +  flt,  on  aura  2^  =  g  \       V^j*  Mais  parles 

formules  connues  on  a  «!'=«+ *^  +  i**T^+ etc.;  donc  en  re- 
gardant CL  comme  très-petit  par  rapport  à  oi,  ce  qui.  est  d'autant  plus 
exact  que  cà  est  plus  grand  y   on   aura  d'abord  à   très-peu   près 

"^  ^  ,  ce  qui  donnera  «==—=, Wi^a*    ^^    ayant 


«««***  a       logflH— o.o8366* 

égard  aux  termes   du   second  ordre ^  on  aurait  plus  exactement..  •• 

Z  = ^^ j  mais  la  première  valeur  est  suffisamment  ap- 

log  • — 0.  o8366  4- — 

prochée^  et  on  trouve  qu'en  Élisant  ^=  i.io4f  elle  représenté  très-^ 
bien  les  nombres  de  la  Table  IX. 


(393)  Soit  proposé  maintenant  de  sonuner  la  suite  de .  fraction» 

* 

dont  les  dénominateurs  sont  les  quarrés  des  nombres  premiers  suCcesfiKrr 
En   mettant  «»  +  «  au  lieu  de  o^.on  aura  z' — zsst — r-^«  ou»... 

»  ■     ■      .  ■  ■         • . 

La  constante  A  est  la  valeur  de  la  suite  prolongée  à  llnfini  :  Euler  Ta 
trouvée  =o»  202047*  (Introd.  in  Anal.j  n*  282.) 
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(S94}  Qnant;  k  la  somme  dç  la  série  récipronpu  simple.  , 

on  peut  la  déduîi^  des  deux  sottimes  dëjà  tronrées.  En  effet,  ptiisqa'oaa 

V  "^J  V  —s)-  •  •  •  •('  *"•)  ^log— ^o.o8366' 

si  on  prend  les  logarithmes  de:  chaque  membre,  on  anra  par  les  fer- 
ntnles  connues  :  "  '  '  '  '  .1.   »  : 

3*1-5+^  r . . .  .H- i     »  ïog<ï«>g<»— o.««566) 
+;(i+^?— +i)       -  log<i..o4) 

-f-  etc. 

Or  la  suite  ^  +  5; +^9  a  ponr  somme  0^202124? >  ^^  nëgligetnC 

les  termes  de  Tordre  — | ;  les  autres  sommes  se  réduisent  pareille- 
ment il .  des  constantes  dont  il  est  aise  de  trouver  des  valeurs  appro- 
chées :  on  aura  donc  la  somme  cherchée 

■    ,     ■      -        .■       ■       -    *'  .--     ■     . 

tt  =  )Qg(logâ»— -o.o8366)  — «o.a3i5*.  * 

(SgS)  La  propriété  dont  jouit  la  suite  précédente^  d'avoir  une 
somme  infinie  ,  peut  jeter  quelque  jour  sur  k  loi  générale  des  nombres 
premjpr».  ,     .  .  ,  »; 

En  :  effets  considérant  u  comme  une  fonction  de  €ê  qui  ^  $atis£sût  k 
l'-équatiim . j :      .  '>  •...:  l- 

si  m  devient  o^^a,  on  aura 

du    ,    A*    ddu    ,       .  i  I  «^     I      « 

«t  -T-  *n  ""  •  TT  *n  ^tc,  s=  -  ,     c=  -  **•  "^  *f"  etc. 

Et  en  supposant  m  très-grand  ou  a  très-^petit  par  rapport  à^^  cet 
suites  se  réduisent  à  leur  premier  terme  et  donnent  ^li  3=:  -  .  — . 


I 


L 
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Dans  la  même  hjpolbëse  tle  «  très-grand,-  on  pent  m{i{ioieir  ^e 
la  valeur  de  «,  déiwlpppée  suivant  les.  puissances  descendantes  det», 
est  a  =  y^cà" + •^<i<*  H-  etci  ^  'réxposànt  >»  ^tânt  plus  '  grand  que  les  sui^ 
yans.  En, ne  con^sid^rajot  ^ijiç  ,tpif^  Is ^ffiç^mer  tfçnne  ds,. cette,  »uU|P«  9» 

aurait  du=^.  ^, , ,  d'où  résulte  «  ==  C—  -^^      ^ 

Mais  si  m  était  une  qna&tîte  âme  positive  ^  lorsqû'oà  Eut  jf =00  ,  i«  se 
réduirait  .à  la  constate  C^w  qui  ne  peut  avoir.  Uem^  pti^u'oa  ^ajut 
que  u  est  alors  infini;  dun  autre  côte  ,  on  ne  peut  suppiîs^r.  ^^^Q^ 
parce  que  la  distance  entre  deux  nombres  premiers  consëcutife  Aurait 
pour  li^oiMi  \m9^  ^onMi^ilte  ^  ^-tondis  .ii^e.  p^v  ^  nature  de  ces  nombres 
elle  doit  augmenter  indéfiniment.  Donc  il  faut  que  m  soit  infiniment 
petit ,  et  alors  ^Àm'^^Mk'^^  etc.  prendra  la  fo^me  :^log  a^H-^;  fai- 
sant donc  a=^log^4-j&.  on  a  <2k=f- • —qcs-^. — K    d'où    résulte 

w=  -jlogaH-  C y  quantité  qui  devient  infinie^  comme  ellç  doitl'étré^ 
lorsque  a»  est  infinie. 


(I 


(996)  Ayant '«( 


::  A  log^  4-  B^  <M  «n  déduit  aiséioeirt  lac  fonction^  ^ 
auttfoyea  de  V^éqiAtiouy-*-^»::; ,  o^  ^^=^1»  laquelle.  4^<'^^='^7« 

et  en  integrant^^''=--+-j  — _--|-y  -^     --f  ^.  — 


•»• 


Aïos»+B—A^ 

ce  qui  s'accorde  avec  là  formule  généfate  donnée   ci-dessus^   en  pre- 
nant ^=1,  B=:  —  0.08366. 

n  est  remarquable  qu^oto  déduise  amsi  du  takml  intégral  uni^  pro- 
priété essentielle  des  nombres  premiets  ;  -  mats  toutes  les  rétfiés  mk^ 
thématiques  sont  liées  les  unes  aux  autres^  et  tous  les  moyen^  lié  le^' 
décoirmr  soqt  égalemetit  admissible^  C€at  ainsi  qu'on*  a  çn  dervair 
employer  la  considération  des  fonctions ,  pour  démontrer  div ws^  liiéo*-i 
rèmes  fondamentau:f^  de  Jk  (jréoméitriie  et  de  la  Mécanique. 


!• 


i 


i'    ■ 
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^i.'^  '::■*   o  ;i;  ■  .  -    .  ■■'■'■■  ■  ' 

———————  ,^,^,,,,^,tg^^gtÈ^tmm^m^mmià^ÊÊm^èàèêÊÊMÊ^ 

m 

•  .  *■        .  • 

.r  •  ■  r. .  ■     r-1  11;     **■      <ij     :  *'  ■  .<  ;    .  '1  ';'■'• 

§:  IX.  \DétMDraiM^èoM  do  dû/en  ikéistrètites  mr  i«ê  frû^miimv 


*  *  • 


■\  .-.-.-      r. 


):ro')  ^\\\\  î>l  cf   :''    .i"ff   iio-,  ^  î  -'*  '      1     ■  '  i-  'J      v.  ■••.        ...   '•:■■■  i 

"    ,  *  \       ,■     '    .      . 

èsim  ht^èïle  A  et  (7  ^t  d«s  noitttrfès  (fnèkonquês  jf^fémîeir^   entfè 
ëtiir;  Wft  fl^tth  litAnbre  ^mnler  npn-Avfcètir  4e  A;  kl i'ôo  diîtei'tnîfl^ 


turù^è^sicb  "àriihméttqurè 


•1 


A<^^Cy    ^(a+fl)_.C,    ^(a+aô)— C,  etc. 


est 


et '  tfa^iitei' W IF^Mréri  isMisé'dmiiJI,  ^lM  partout  ou  iW  -voudra  Jlài 
li  t»rtygiresjîrfn  j|J^y  îl'^^  eti  à'  .tôujôiii^  t|ii  diVÎsibïe  par"  ,iâl,  'lequeï  e 
ttïiy?'èrt  piiîl^W^'ttnrè  suite  d'dUfrés  léMiès  ég/siiemehi  £yis%Ies  j^r'è, 

^  ^Cj.(^p£>sç,  jisQU  ,9^.4^»(A^v*.-4/9  a,  nnesiMte  Je  nombre» i^ntie^ft^ 
Î!P^^î^9^,9îîf4»r4'"l*  i|«' or^  (|jaelcQm<|àç^.iViais  do<ii,9q«fi«iEies4ivi$e^i^t 
J!jrQ]ps,,àJ^oiîysrjçj|je):c]teç.^liestj^4^  prpgnwMpn  :(iiZ.)4  JkiîptwiigTttwl 
PQti^pe^ç  tmnjÈs^^fiiipséç^b^  :^i,  «entent  d^^^  q«élqn'iin!  de» 


fi»   -.1,    ;  ;in:,;  i.-JÎ>    i  ..''(.    ;■.  .•.•[         '•!:  :".'     .-  :    ".     >   ;,  V     •'•' 


■J(!.  ''   -:  li'i   .(x".  .L-    .. 


l'autre  par  A,  et  ces  termes  peuvent  être  désienés  par  (fl),  (X).  Le  terme 
a}ilé<fDi»i^>9Jeç»m'«lf^i)âiwt8fl^  ^4rjPcâi^l4dtêrfif)ïé'à''fëfc'^6^i^nt 
4fiUi«id[C(ÀaltkeniM»>  ili)fiMi4t^  <)u^*«ftt -d b=  7;  itiirib  ce  <tts  ■Àî-tx» 
«i»^  >^«t- 'n«Mi»'  ««<  c«nri«l^oïlê'  fl^M  Itt-  M}it«.(ay  t(tiië  d^  ttMbïIrés' pl^» 
»dw»tÉajtoftiÇiW  4ftv.&M«M£s<Mi^^  4)»2^t'Mé-^6r>p^«NB  ^WiMViA 
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être  divisible  par  X  et  encore  moms  par  fl;  donc  dans  ce  premier  caa 
Iç  nuiximum  cherché.  MjvwLlh**^-'-*^  ^  ^-r.-  —    Trîr^^^r-  •    r- 


r 

(399)  Soient  les  trois  nombres  premiers  9,  X,  /Dt;  on  pourra  conce- 
Toir  trois  termes  conséentifit  divisibles  par  ces  nombres  y  lesquels  seront 
(^)  M  (f^y  Pour  que  le  terme  qui  suit  (fi)  soit  divisible  par  0  ^  il  £aLut 
que  0  soit. S  et  pareillement  pour  que  le  terme  qui  précède  0  soit  di- 
visible par  A^y  il  ^^^  ^^  A^  ^^^^  ^'  -'^^^^  comme  les  nombres  premiers 
que  nous  considâroi|S;/M)6t::Vi^)>e^9airemen^^  entrp  €ux>,  il  n'y  « 
qu'une  de  ces  deux  suppositions  qui  puisse  avoir  lieu.  Dans  le  cas  donc 
deO  =  5>  on  pourrait  avoir  quatre  ténues  consééuH&  (5),  (X)7(At),  (5), 
divisibles  .cl)><?un  par  Tun  des.  np^res, premiers  .5|  A^  f&.  A. .la-  suite 
de  ces  .quatre  tçrmes  on  n'en  peut  pas  mettre  un  cinquième;  car  la 
moindre  valeur  que  puisse,  av/pir  (A)  éfant  5  ^  le  premier  terme  divi* 
sible  par  5 9  après  (A),fSerait  le  septième  et  non  le:  cinquième*  Donc 
dfus  le  cas  où  la  suite  (a)  est  composée  de  trois  nombres  premiers  j 
bna  au  piusiir=:4f  encore  faut-U  que  lua  de  ces  nombres  premiers 
soit  5. 

(400)  Supposons  maintenant  que  la  suite  (a)  soit, composée  de  quatre 
nomI)res  premiers  0,  X  y  fjL  y  f.  Si  Ton  considère  :  quatre  termes  consç* 
cutifs  divisibles  par  ces  nombres^  savoir:  (9),  (X)^  (;t)<^  (f);  pour -en 
ajouter  un  cinquième  ^  il  faudra  que  X  soit  3  ;  alors  on  aura  les  cinq 
termes  consécutifs  (0) ,  (3) ,  (ft) ,  (v) ,  (5).  Si  Ton  veut  ajouter  à  ceux-ci 
un  sixième  terme  y  cela  ne  se  pourra  que  lorsque  0  s=  5  ^  Car  alors  on 
aurait  les  six  termes  (5)^  (3),  (/x),  (r),  (3),  (5).  La  progression  ne 
peut  plus  être  continuée  ni  yers  là  droite^  ni  vers  la  gauche  ^  car  fi  et 
f  devant  être  plus  grands  que  9^'  les  termes  divisibles  par  ji  ou  par  9 
vont  beaucoup  au-delà.  Donc  dans  le  cas  où  la  suite  (a)'  est  ^composée 
de  quatre  termes  y  il  n'y  a  au  plus  que  six  termes  consécutif  de  la  pro- 
gression (Z)  qui  soient  divisibles  par  quelqu'un  des  termes  de  la 
suite  (a).  On  a  donc  alors  Mz=z6,  mais  ce  maximum  nstlieu^qjiÊfi  lors* 
que  deux  des  quatre  nombres  premiers  sont  3  et  5b 

■  '  Il 

(401)  On  conçoit  en  effet  que  les  nombres  premiers  les  pluri*  petits 
sont  les  plus  propres  à  donner  Itf  plus  grande  valeur  de  M  y  •  toutes 
choses  d'ailleurs  égales  y  puisque  de  plus  grands  nombres  .premiers 
rendent  plus  grands  les  intervalles  des  termes  ;dont  ils  isont  divîiseurs. 


QUATRIÈME  PARTIE.  4ôf 

'  En  Tefta  de  celte  observation^  on  peut  considéref  tout  d'un  coup 
la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  3,  5,  y...^/,  o^^enen  laissant 
seulement  deux  indëterminés,  tels  qu'ils  sont  restés  dans  les  cas  pré-* 
cédens  ;  et  le  maximum  trouvé  pour  cette  suite  aura  lieu  à  plus  forte 
raison   pour  la  suite  (a)^  composée  d'un  pareil   nombre    de  termes 

Soient  donc  les  cinq  nombres  premiers  S^5^79^|/^û»;ona  déjà 
trouvé  qu'avec  les  quatre  seuls  3,  5^  -4/,  »,  on  pouvait  former  les  six 
termes  consécutif  (5) ,  (5),  (4^),  (»),  (5),  (5).  Si  à  la  place  de  >|/  on 
m  on  prenait  7 ,  alors  on  ne  pourrait  former  au  plus  que  les  huit  termes 
(5),  (3),  (7),  («),  (5),  (5),  (4),  (5),  car  leur  continuation  à  droite 
exigerait  que  »  f&t  5,  et  à  gauche  que  4/  flit  7.  On  obtiendra  unré« 
sultat  plus  grand  en  laissant  (•4)  et  (») ,  comme  dans  le  premier  ar- 
rangement, et  en  ajoutant  (7)  d'un  côté,  ce  qui  permettra  de  l'ajouter 
en  même  temps  de  l'autre,  puisque  l'intervalle  des  deux  termes  (7)  et 
(7)  sera  de  sept  termes,  conune  il  doit  être  :  on  aura  ainsi  les  huit 
termes  consécutife  (7),  (5),  (5),  (>[/),  (a),  (3),  (5),  (7).  Mais  de  plus 
on  voit  que  (3)  peut  être  ajouté  de  chaque  côté,  à  cause  de  l'intervalle 
requis  entre  les  (  3  )  les  plus  proches  ;  et  de  cette  manière  on  aura 
une  combinaison  de  dix  termes,  savoir  :  (5) ,  (7),  (5),  (3),  (4),  (»), 

(?)  >  (5)  9  (7)  9  (')•  ^'^^  ^^  P^^*  ^^®  prolongée  ni  d'un  côté  ni  de 
l'autre ,  parce  qu'il  faudrait  pour  cela  que  où  ou  «vj/  fut  5 ,  ce  qui  n'a 
pas  lieu,  5  étant  déjà  employé.  Donc  dans  le  cas  où  la  suite  (a)  estcom-^ 
posée  de  cinq  termes,  le  /TioxiiTuint  cherché  est  ilf  =:  10. 

(402)  On  aurait  pu ,  par  une  simple  observation ,  arriver  immédiate- 
ment  à  ce  résultat.  Puisque  les  termes  divisibles  par  3  et  représentés 
par  (3)  se  succèdent  à  un  intervalle  de  trois  rangs ,  que  les  termes  di- 
visibles par  5 ,  se  succèdent  à  un  intervalle  de  cinq  rangs ,  et  ainsi  de  suite, 
la  série  des  termes  consécutifs  qu'on  veut  former  au  plus  grand  nombre 
possible ,  a  cette  propriété  commune  avec  la  série  des  nondires  impairs, 
commençant  à  un  terme  quelconque ,  puisque  dans  cette  dernière  les 
termes  divisibles  par  3,  par  5,  etc.  se  succèdeiit  pareillement  à  des  in- 
tervalles de  3  termes,  de  5  termes,  etc.  Mais  le  moyen  d'obtenir  le  plus 
grand  nombre  de  termes  consécutif  de  cette  suite ,  qui  soient  divi- 
sibles par  quelqu'un  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  11,  etc.,  est  de 
considérer  la  suite  des  nombres  impairs  dans  ses  moindres  termes, 
c'est-*à-dire  dès  l'origine  de  cette  suite.  Car  à  une  distance  plus  gmnde 

5î 
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on  ne  manquerait  pas  d'être  arrêté  pçir  d^^  ilQml>F€ls  premlçp$  plus  grands 

3^  ue  les  nombres  premiers  donnes ,  qt  qui  çmpêçbor^ieal  k  çouViauîtf 
es  termes  qu'on  veut  fbnner.  U  faut  donc  tout  sipRplemwt  ÇQtisidérw 
la,  s^rie  i,  5,  5,  7^  9,  ii,  etc.,  qu'où  peut  éj^alemout;  prolonger  dwf 
Tautre  sens,  ce  qi\î  donaera 


• . .  • 


—  9>  — 7>  —5,-3,  — Ti,  I,  5,  5,  7,  9:... 


ou  parce  que  les  signes  des  nombre^  sont  indifferens,  lorsiqu'oA  a  ^g9J^^ 

seulement   à  leui^  prqpri^é  ^çivQ  divisibles  ou  ^on-dÂvi^iblc^  p^T  W 

nombre  donn^^  on  ppurra  considérer  U  dQublc;  ^uitg. 

•  '  •  ■ 

"       ...i5,  i5,  113,  9,  7,  5,  3,  I,  I,  5,  5,  7,  9,  u,  i3,  i5...    '    ^ 

• 

^ns  laquelle  les  termes  divisibles  par  5,  5,  7,  etc.  se  auoc^depoul  (ou^ 
y^wa  â  des  intervalles  de  5,  5,  7,  etc.  termes ,  et  c^to  suite  aura  ravaii«^ 
tag^  4'é^^  composée  dea  moindres  nofibres  pesaibles.  De^igfnaat  comme 
Ctîrde^&us  chaque  terme  par  le  moindre  nombre  premier  qui  en  est  di-^ 
iviseur,  on  pourra  la  repréjseAter  ainsj  > 

,.(3i,  (.3),(u).(5),C7)>  (U  (5), (»).(*>,  (3), (5)  ,(7),  (5),(ii),(i5X  (J>^ 

# 
I  •  .1 

(4x)5)  Maintenant  si  les  nombres  preixuers  donnés  sont  5,  5,  7,  %[/^ 
â)^  OH  mettra  dans  la  suite  précédente  ^s  iudé(erminées.  (4),  (^),  à  la 
place  des  deux  termes  (i)  et  (i)  qni  occupent  le  milieu.,  et  on  prendra 
dans  les  termes  précède ns  et  suivans  tous  ceux  qui  n'excèdent  pas  (7). 
De  cette  manière,  on  a  immédiatement  pour  le  cas  dont  il  s'agit  la 
cuite 

(5),  (7)»  (5),  (3),  (4),  W*  (5)*  (5),  (7),  (5), 

qui  est  cQmj^Qséç  de,  di^.  termes  et  doxme  U  maximum  4f =9^  10,  comme 
on  Ta  déjà  trouyé* 

Rie«  de  plu^  fs^ile  eoç^ujite  que  de  généraliser  1^  résultat  poiw  tant 
4<  ^0]^]breii  premiers  qu'on  voudra.  $i  pa  a,  par  exc^plf^,  \»s  %\% 
jD^Qfubres  premiers  3,  5,  7,  1^1,.  4,  0y.or^  voit  queU  çi^mîbjf^isan  qui 
prçduit  le  plys  grand  i^oj|nJ>rQ  de  termes  consécutifs  di^i^iblQ^  p^K  quelr 
qu'un  de  ces  nombres^  premiers ,  ^^ 

(II),  (5),  (7),  (5),  (3),  {-W  («),  (5),  (5),  (7),  (5),  (m),. 
c«  qui  dqn^e  le  maot^Ummi  ^%TQ\é  iU^^^ia» 
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'  En  adittettant  «nçore  un  notnbre  premier  dé  plus;  cle  «ortè  qfue  la 
suite  (a)  f&t  composée  des  sept  termes  3,  5,  7,  ii,  i5,  4,  a^,  on  au- 
rait la  combinaison 

(5),  (i5), (II),  (5%  (7),  (5),  (5),  (4),  («),  (5),  (5),  (7),  (3),  (i 0,  (»5), (3), 

laquelle  est  composée  de  seize  termes  et  donne  il^=s=i6.  Elle  ne  peut 
être  prolongée  plus  ïcist,  parce  tfoe  le  terme  qui  viendrait  à  la  suite  p 
d'un  côté  otL  de  l'autre^  est  (17);  or  quand  même  4^  ou  a»  serait  égal 
à  17,  on  ne  peut  l'enoployer  pour  continuer  la  suite ,  |>uisqu'il  laisserait 
▼ers  le  milieu. une  place  vide» 


(4o4)  Maintenant  j!observe  que  le  nombre  16  qui  sàtîséat  à  la  ques- 
tion précédente  nVst  autre  chose  que  17  —  i  ,  17  étant  le  nombre  pre- 
mier qui  suit  immédiatement  i3  ;  et  il  est  aisé  de  Voir  que  ce  résultat^ 
ainsi  généralisé  ^  est  exact  ;  car  la  progression  dont  nous  venons  de  £siîre 
usage  n'est  autre  chose  que  la  progression  des  nombres  impairs  i^  5^  5, 
y,  g,  etc.  répétée  dans  dent  sens  différens  ^  et  dans  laquelle  on  a  dé- 
isigné  chaque  terme  par  le  plus  petit  nombre  premier  qui  en  est  divi- 
seur; de  sorte  qu'on  peut  établir  ainsi  la  correspondance  de  ces  deux 
progressions  :  . 

^i>^5,  i5,  ti,    g,  7,   5,  3,    ï,    1,   S,  5,  7,  ^,  ïr,  tS,  15,1*7 
(3),  (i  3),  (11),  (5),  (7),  (5),  (3),  (4),  («),  (5),(5),  (7),(5),(»),C,  3),(5>; 

or  par  cette  disposition  on  voit  évidemment  que  le  nombre  de  termes 
^omj^ris  intre  lès  deux  désignés  par  17,  17,  est  ij'*^i}  donc  on  a 

Il  n'est  pas  moins  &cile  de  voir  en  général ,  que  si  lia  suite  (a)  est 
c'ompôsée  de  k  nombres  premiers,  dont  deux,  ^z  ift  à» ,  sont  indétei^ 
KKiiilés^,  et  les  A— -a  autres  fofittent  la  smté  Uâfcrrette  5,  5,  7,  ir,  tï, 
17,  etc*.  jusqu'à  'TT^*"^*^;  le  maximum  cherché   sera 

^k-0  étant  le  terme  de  rang  A:  — «  ^  dans  la  smfe  des  nombres  pre- 
miers 5,  5,  7,  II,  etc. 

Cette  formule  s^accor46  avec  les  r&ultats  particutîersf  que  nous  avons 
trouvés,  et  il'  en  résulte  te  théorème  ge^nétaf  qui  suit  : 
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.  (4o5)  <«  Soit  donnée  une  progression  arithmétique  quelconque  ^—^^^f 
»  2 A — Cy  5A — C,  etc.,  dans  laquelle  A  ti  C  sont  premiers  entre  eux  j^ 
))  soit  donnée  aussi  une  suite  Q,A,;i...^|/,  â>,  composée  -de  k  nombres 
»  premiers  impairs,  pris  à  volonté  et  disposés  dans  un  ordre  quelconque; 
»  si  on  appelle  en  général  'tj^*^  le  2''"*'  terme  de  la  suite  naturelle  des 
n  nombres  premiers  5,  5,  7,  11,  etc.,  je  dis  que  sur  ^^*'"'^  termes 
H  consécutif  de  la  progression  proposée ,  il  y  en  aura  au  moins  un  qui 
^)  ne  sera  divisible  par  aucun  des  nombres  premiers  8,  X,  fi...*\ff  ^^^ 

En  effet ,  on  vient  de  prouver  que  dans  la  progression  dont  il  s'agit  ^ 
il  ne  peut  y  avoir  au  plus  que  'tt^*"'^ —  i  termes  consécutife  qui  soient 
divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  d,  X,  /Dt. .  •>(/,  â>.  Donie 
sur  71  ^*'"'^  termes  consécutifs,  il  y  en  aura  au  moins  un  qui  ne  sera  di- 
visible par  aucun  de  ces  nombres. 

Ce  théorème  très-remarquable  est  susceptible  de  plusieurs  belles  ap^ 
plications.  On  en  jugera  par  les  deux  conséquences  que  nous  allons 
en  tirer. 

1(406)  La  progression  A^^C^  nA^-^C^  5 A — C,  etc.  étant  conti- 
nuée jusqu'au  /i"^  terme  nA  —  C  y  soit  L  le  plus  grand  entier  compris 
dans  y^(nA — C)  ;  soit  en  même  temps  (ê  le  nombre  premier  immédiate-^' 
nient  au-dessous  de  £,  et  «vj/  le  nombre  premier  qui  précède  c»;  si  dani 
la  progression  A — C,  2 A —  C,  3-<^—  67,  etc.,  on  prend  partout  où  Ton 
.voudra  >{/  termes,  conséeutife,  il  faut,  en  vertu  du  théorème  précédent,^ 
que  sur  ces  4/  termes  il  y  en  ait  au  moins  un  qui  ne  soit  divisible  par 
auôun  des  nombres  premiers  3,  5,  7,  11..  ««^z,  ^,  et  qui  sera  par  con^ 
séquent  un  nombre  premier,  la  progression  étant  terminée  au  terme 
nA  —  C. 

Le  nombre  des  termes  de  la  progression ,  depuis  celai  qui  ap^ 
proche  le  plus  de  ^{jiA — C)  jusqu'au  dernier  terme  »^—C?,  est^à 

peu  près  n — V^f"j)î  C^^  ^^  suppose  C<-^,,et  on.  a  Af-^V^^ 
Donc  dans  les  n  termes  de  la  progression  dont  il  s!agit,  il  y.  a^ra  au 

moins  autant  de  nombres  premiers  qu'il  y  a  d'unités  dans — /  j    >  ^ 

à  peu  près  dans  ^  -^.  Ce  nombre  peut  être  aussi  grand    qu'on  veut  \ 

'        «  "...  .j/»».i       t     '"'■"'     ■'  "^  '  *■  » 

en  donnant  an  la  valeur  convenable.  Dionc  "Si 

H  Toute  progression  arithmétique  dont  le  premier  tèrfne^et  te  raison 

ji  sont  premiers  entre  eux  •  contient  une  infiiiité  |lo  nombres  premiers.  » 
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.'  Cett^propoéition^  qui  est  frès-iitile  dans  la  théorie  des/ nombres^ 
•avait  été  indiquée  dans  les  Mémoires  de  TAcad.  des  Sciences  ^  an  lySS; 
mais  jusqu'à  présent  sa  démonstration  n'était  point  encore  connue  et 
paraissait  offrir  de  grandes  difficultés. 

(407)  On  pourrait,  s'il  était  nécessaire,  resserrer  graduellement  les 
limites  entre  lesquelles  doit  se  trouver  un  nombre  premier;  car  le  nombre 
<9i^(A-0  qui  fixe  Tétendue'  de  ces  limites,  diminue  en  même  temps  que  n, 
,et  à  peu  près  en  raison  de  ^n;  donc  lorsque  n  est  moindre,  ou  que 
la  progression  est  moins  avancée ,  il  faut  un  moindre  nombre  de  termes 
consécutif  pour  trouver  parmi  e^x  un  nombre  premier,  que  lorsque 
la  progression  est  plus  avancée.  Par  cette  raison  on  trouverait  une  quanr 

tité  plus  grande  que  \/  ^  pour  le  nombre  des  termes  de  la  progression 

qui  sont  des  nombres  premiers;  ce  résultat  augmenterait  encore  enex^ 
cluant  les  nombres  premiers  impairs  qui  peuvent  diviser  A  ;  car  si  le 
nombre  de  ceux-ci  est  1,  alors  au  lieu  du  nombre  ^^^^'^  mentionné 
dans  'le. théorème  du  n**  4^5,  on  devrait  prendre  'TT^*""*""'^. Biais  ces  ob- 
servations'sont  peu  importantes,  et  il  suffît  d'avoir  démontré  générale*- 
ment  que  toute  progression  arithmétique,  dans  laquelle  Cet  A  sont 
premiers  entre  eux,  contient  une  infinité  de  nombres  premiers.  Quant 
k  la  multitude  des  nombres  premiers  contenus  dans  n  termes  de  la  pro« 
gression  arithmétique ,  elle  ne  peut  être  déterminée  que  par  d'autres 
considérations. 

(408)  Examinons  plus  particulièrement  la  progression  des  nombres 
impairs  i,  5,  5,  7,  9. . .  2/*— i ,  et  proposons-nous  de  trouver  combien 
de  termes  il  Êiut  ajouter  à  cette  progression ,  pour  que  parmi  ces  termes 
il  se  trouve  nécessairement  un  nombre  premier. 

Soit  ^|/  le  nombre  premier  qui  satis&it  à  la  question ,  et  ûi  le  nombre 
premier  qui  suit  immédiatement  4/;  il  £siudra,  suivant  notre  théorème, 
que  cû  soit  le  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  (/(â/z-f-:!^ — i); 
donc  »•  —  3>j/+  I  <<a/i.  Mais  cû  —  «si/  ne  saurait  être  moindre  que  3, 
on  aura  donc  «• — 2«-(-i«<2n — 4î  d'où  résulte  a>-^i<j/(3n — 4)f 
et  par  conséquent  4  <*^  ï4-V^(^*'""4)-  Cette  solution  générale  four- 
«  nit  le  théorème  suivant  : 

(c  Soit  4  le  plus  grand  nombre  premier  contenu  dans  ^{^n — ^4)"^^  ; 
»  je  dis  que  parmi  les  4  nombres  impairs  qui  suivent  immédiatement 
»  0/1  «^  I ,  il  y  aura  toujours  au  moins  un  nombre  premier,  n 
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(409)  Par  exemple,  8oit  ai}*-«i  =  ii3,  ou  nrssSjj  le  nemilMpre^ 

.... 

mîer  le  plus  grand  contenu  dans  yiiù —  i  est  7.  Donc  parmi  les  sept 
Nombres  impairs  qui  suivent    ii3  et   qui   sont:    11 5,  117,  ïtg,  lai^ 
la?,  125 y  i2j,  il  y  a  nécessairement  un  nombre  premier;  c'est  lâ^^ 
qui  est  précisément  le  septième. 

*  Ici  la  limite  fixée  à  7  ne  s'est  trouvée  que  de  la  grandeur  nécessaire  ; 
le  plus  souvent,  et  surtout  lorsque  n  est  très-grand,  elle  est  beaucoup 
trop  étendue;  on  l'agrandirait  encore,  mai^  on  simpliàerail  l'énoncé 
'du  tbéorème,  en  disant  que  de  Z  à  L^2^L  il  doit  nécessairement 
'^e  rencontrer  un  nombre  premier.  ," 

Ce  théorème  est  au  moins  un  premier  pas  vers  la  solution  du  problèipe 
regardé  comme  très-difficile ,  de  trouver  un  nombre  premier  plus  grand 
^qu'une  limite  donnée. 

'  Remarque.  Si  on  donnait  à  n  des  valeurs  trèss^petites^,  on  taronverait 
*qae  ce  théorème  est  sujet  à  quelques  exceptions  ;  mais  comme  on  a 
^-supposé  que  ^  est  un  terme  de  la  suite  3,  5,  7,  11,  etc»,  il  £rat 
-^e  (/(21Z— *4)~<  ^^^^  pl^^  grand  que  3,  ainsi  on  doit  fidre  n>ra', 
•t  alors  il  n'y  aura  aucune  exception. 
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§  X.  Où  Von  'prouve  que  tout  dwuevr  quadratique  de  la 
Jbrmule  t*-|-Nu*,  contient  au  moins  un  nombre  Z  plue 
petit  que  m  et  premier  àl^  ou  à  {^. 


f 
I 


C.  '     -..'.•..''■■  '  ' 

ETT«  proposition  est  nécessaire  pour  compléter  la  démons-^ 

tration  du  théorème  XII  de  la  troisième  partie  ;  elle  se  vérifie  immé-^ 

diatement  dans  tous  les  exemples  qu'on  peut  se  proposer  ^  et  même  on 

peut  donner  la  valeur  générale  de  Z  dans  un  grand  nombre  de  divi- 

setfrs  quadratiques  qui  contîemient  un  coefficient  indéterminé  et  s'étendent 

ainsi  à  une  infinité  de  valeurs  de  N.  Mais  nous  ne  donneroBA  de  ces 

èas  particuliers  que'  ceux  qui  sont  nécessaires  pour  conduire  à  la  .dë<* 

monstration  -générale.  .^ 

Cpmme  nous  avons  principalement  en  vue  les  formules  de  la 
Table  y  ni/  qui  font  le  sujet  du  théorème  cité  y   nous  ferons  usag^ 

des  mêmes   dénominatioiis.  Soit  donc  le   diviseur  quadratique «• 

T==:cjr* +  iiBjrz'i^az^ y  où  Ton  *a^c — i*=i\r,  a  et  c^2by  et 
c  <^:i\/^N ;  on  suppose  que  les  trois  nombres  a,  i,  <?  n'ont  pas  de 
commun  £vi$eur;  car  s'ils  en  avaient  un^  il  est  évident  que  là  propo- 
sition énoncée  ne  pourrait  avoir  lieu. 

« 

(4ii)  Cela  posé,  remarquons  d'abord  qii'ily  a  deux  cas  principaux 
où  on  obUent  immédfatement  la  valeur  de  Z. 

!"*•  Si  fun.  des  deux  nombres  a  et  c  n'a  point  de  diviseur  commua 
avec  N y  ou  sVL  n'a  que  2  de  commun  diviseur^  cfe  nombre  pourra  êtr« 
pris  pour  Z. 

â"*.  Si  le  diviseur  qjuadraisque  proposé  manque  de  second  terme  ^  de 
sorte  qu'on  ait  r=rc;^*4-a5*  et  N^s^-acy  il  est  visible  que  le  nombre 
c-^-Uy  compris  dans  V  y  est  plus  petit  ^ue  ac  et  n'a  aucun  £vis£ur 
commun  avec  ao;  donc  dansée  cas  on  a  généralement  Zzszçr^a». 

.  U  ne  s'agit  dque  plus  q«6  d'examioei!  ks  caS:  où  b  làléUol  paa  siéra^ 
les  coefficiens  a  ei  c  ont  chacun  un  diviseur  commun  avec  N. 

Dans  cette  doubkt  suppoaitioii^iiojae-seùltBnient  il  est  possible,  de  trou^ 
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ver  le  nombre  cherché  Z  dans  la  formule  proposée  cjr*  +  ^^«  +  M% 
mais  il  est  possible  de  le  trouyer  dans  la  formule  moîn^  générale.  ••« 
c^  +  2bjr  -f-  a.  Nous  allons  donc  faire  voir  qu'on  peut  toujours  satis- 
feire  à  l'équation  Z  =  c;^*-|- 2^+ a,  en  supposant  Z  moindre  que 
Jf  et  premier  k  JV  on  k  ^N. 

(413)  Soit  fl*X  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  N;  nous  repré- 
sentons ainsi  ce  diviseur  afin  d'exprimer  que  X  n'a  que  des  facteurs 
inégaux^  et  pour  pouvoir  conclure  de  l'équation.  ac^^b^zs=:N  que  flx 
est  le  plus  gr-'nd  commun  diviseur  de  c  et  de  b.  Soit  donc  r=;;:6*A£^^ 
i  =  flxi',  iVssô'AiV,  on  aura  iV'  =  flc'— X*'»,  et  le  diviseur  Z  dé- 
tiendra 

Z  s=  ^^Xcy*  4-  2^\by  +  a. 

J'observe  d'abord  que  Z  ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec 
OX;  car  si  un  même  nombre  premier  a»  divisait  Z  et  dx^  il  est  évident^ 
par  la  formule  précédente^  qu'il  diviserait  a;  donc  les  trois  coefficiens 
Bj  hy  c  seraient  divibles  par  un  même  nombre^  ce  qui  est  contre  là 
supposition. 

Mais  on  a  iV  =  0*XiV^^  ;  donc  s'il  y  a  un  commun  diviseur  entre  Z  et 
iV,  ce  même  diviseur  aura  lieu  entre  Z  et  iV';  et  réciproquement  si 
Z  et  i\r  sont  premiers  entre  eux^  Z  et  iV^  le  seront  aussi^  comme  la 
question  l'exige. 

Tout  se  réduit  donc  à  faire  ensorte  que  Z  et  iV  n'aient  point  entr^. 

eux  de  commun  diviseur.  Or  la  valeur  de  Z  étant  multipliée  par  c' 

donne 

c'Z  =  X(flc>-H-A7+iV, 

et  d'ailleurs  les  nombres  c*  et  N'  sont  premiers  entre  eux^  puisque  6*X 
est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  c  et  N.  Donc  on  sera  assuré  que 
Z  et  N  n'ont  point  de  commun  diviseur  impair^  si  on  £dt  ensorte  que 
^cy-'-^b'  et  iV^  soient  premiers  entre  eux. 

(41 5)  Appelons  a\  cl',  oT...  .cl^^  les  i  différens  nombres  premiers  im- 
pairs qui  peuvent  diviser  iV'  ;  si  on  désigne  par  ft^'"'^  le  terme  de  rang 
i— I  dans  la  suite  naturelle  des  nombres  premiers  S,  5,  7,  ii,  etc., 
et  que  d'après  le  terme  général  icy  ^  b',  o\x  6c'  et  b'  sont  premiers 
entre  eux,  on  forme  la  progression  arithmétique  indéfinie  dans  les  deux 
sens  : 

...  — aGc'  +  i',  — 9c'4-y,  b,  flc'  +  i',  aflc'4.4',   ••• 
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H  a  été  démontré  (n*  4^5)  que  sur  ft^*"*^  termes  consécutî^^  de  cette 
progression^  il  y  en  aura  au  moins  un  qui^  n'étant  divisible  par.  au- 
cun des  nombres  premiers  a',  a% . . . .  0^^ ,  sera  nécessairement  pre- 
mier à  N\ 

On  trouvera  donc  ainsi  tant  de  valeurs  de  Z  qu'on  voudra  ^  lesquelles 
n'auront  aucun  diviseur  commun  avec  N;  mais  il  resté  à  £dre  voir  que 
parmi  ces  valeurs  il  y  en  aura  toujours  au  moins  une  moindre  que  N. 

(4i4)  Observons  d'abord  que  pour  avoir  4es  limites  des  valeurs  àef 

qui  rendant  Z  moindre  que  N^   il  £siut  résoudre   l'équation 

iVsç^^  +  ^^-^a^  laquelle  donne  pour  ces  limites 


k' 


c 


y—  — ^+i/CciV— c)  yr 


Leur   différence  -  ^{cN^^  c)  est  à  très-peu  près  le  nombre  des  valeurs 

dej^  qui  rcfndeat^Z  <  iV;  car  au  moyen  des  valeurs  précédentes,  et 
en  observant  qu'on  a  b<dcj  on  trouve  aisément  que  le  nombre  de 

ees  Valeurs  est  égal  à  l'entier  compris  dans  -  {/(cN—  c),  ou  ne  peut 

surpasser  cet  entier  que  d'une   unité.  Appelant  donc  n^  ce  nombre, 

çn  aura  »'  =;  E^^^   ~^  y  >  ou  dans  certains  cas,  n'zzzi'^E^p^ ^j  ; 

mais  on  peut  s'en  tenir  généralement  à  la  première  valeur ,  et  le  calcul 
ne  sera  que  plus  concluant  eh  fitveur  de  notre  proposition. 

On  peut  donner  à  cette  valeur  une  forme  plus  commode.  Puisque 
a  et  c  ont  chacun  un  commun  diviseur  avec  iV^^  et  que  b  n'est  pas 
zéro ,  il  Êiut  que  b  soit  divisible  au  moins  par  deux  nombres  premiers 
impairs  différens  l'un  de  l'autre  ;  ainsi  b  ne  saurait  être  moindre  que 
3x5,  et  comme  on  a  c^  2b,  on  doit  donc  avoir  aussi  c^So. 

Le  même  nombre  c,  supposé  le  plus  petit  des  deux  a  et  Cj  est 
^a\/jN}  et  conufie  on  a  ciV^— c>(c— •i)iV^,  la  valeur  de  »'  peut 
être  mise  sous  la  forme 

V 

où  l'on  a  ^=^>g,  ^^>  1  j  ce  qui  doirn* 


/^  i83  *,„ 


U 
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n  faut  mbintetiànt  faire  toit*  que^  qtidl  l|ue  «èit  ië  tiDiillMre  i  èt$  hc^ 
tenrs  ptemieM    difilérehs   àbhl  ifT    «ft  tëûxfowéy   to   Mirâ  tM)o««i 

(41 5)  Reprenons  la  valfeur  N'  =iaé  —  Xi'»,  et  suppofisons  ipie  le  plus 
grand  conmiuli  diviseiàr  entre  a  et  N  soit  ^»y  ^  fb*  êtaàt  le  plus  grand 
qrtkrré  qui  en  est  fiicteta*  ;  il  £iudi^  que  i'  soit  diVisSble  par  fM  :  ainM 
en  faisant  a=iiii^9i^,  Vt=l  iMh%  on  aura  N'^=ii^v{cic' — AfA'»).  Le  fac- 
teur ;t»  pourrait  se  réduire, à  l'unité,  mais  y  est  un  facteur  impair  qui 
reste  nécessairement  ^  puisqu'on  raisonne  dans  l'hypothèse  que  a  et  N 
ont  un  commun  diviseur  autre  que  2.  Quant  à  l'autre  facteur  de — \vh  \ 
on  peut  faire  voir  qu'il  est  plus  grand  que  3Xvi''*;  car  a  et  c  étaiit  l'un 
et  l'autre  >  ai,  on  a  flc>4i*,  ce  qui  donne  dt!^'éÇK\V^.  Cela  posé, 
on  voit  que  N'  ne  peut  avoir  moins  de  deux  fatteurs  impair!^  différens  y 
ou  que  i  ne  peut  être  moindre  que.2i  Nous  allons  examiner  successive- 
ment les  différens  ca<s  qui  ont  lieu  selon  les  differeiites  Valeurs  de  L 
'  Supposons  i''.  que  1^'  n'a  tjpib  deu^  faétfeurt,  î^  lèt  ttj  îè  nteiftbire/l 
^nt  2,  on  aura  )BtS'-^>;i±=ja't=î:5,  ïmîîfi^e  5  ^t  lé  jH[*tfffe<^  tettiié  de  te 
tfmte  5  ^  5>  7  ^  11,  etc.  Il  £iàt  donc  proéret  <|ué  ri  est  plus  grsoid 
que  3. 

Ayant  d'une  part  iV^=i'ût,  et  de  l'autre  iV' >  5XF»2f*^,  on  a  k  plus 
ferré  raison  et  >  3Xf  ;  et  Cotttttté  tes  ïrtôftifdi*es  nombres  à  prerfdf^  po>Mf 
X  et  y  sont  $  et  5  ^  on  aiHra  ol  >  4^.  Ainsi  en  tie  -saurait  supposer  « 
moindre  que  4^  ou  47;  on  peut  prendre  «t  scs'46>  ^parce  que  le  fac- 
teur a  ne  bhaege  rien  au  résultat  qaon  veut  obtieoir»  Alors  on  4LUra 
iV==fi*AiV'±=fl»Ay .  46  ;  là  moindre  valeur  de  N  est  donc  JVit=3 . 5;.  46=690  ^ 

ffoù  r&ulïe  *'>  7^  1/690  >  9,57.  Borne  si  Jf' il'A  ^ofe  détik  feictfeittS 

premiers  impairs  ,  on  aura  v!  >  )Ki'^'""\  , 

.  i'.  Supposons  que  iv'  a  trois  iacteur  s  premiers,  et  de  plus,  que  ces 
sacteurs  sont  inégaux,  afin  4^  rendre  ^âutai^t  plus  grande  là  ^valeur 
de  i\  on  fera  donc  iV^=>£eê,  /==3,  ce  qui  donnera /tc^^^^^^/x^^iss 5  j 
il  faudra  encore  qu'on  ait  N'  >  3v*A4'%*  et  par  conséquent  ab>5FX. 
La  quantité  3vX  a  pëirf-/iit««w«/?i.5."5»S,xni:  45t;  donc  aC>45-  Mais 
les  nombres  a  et  ^  doivent  être  inégaux  entre  eux  et  différens  de  3  et  5  ; 
on  ne  peut  donc  prendre  pour  a^  et  ^  ,des  val^BUrs  moindres  que  7  et  11. 
Elles  donnent  iV'  =  v .  7 . 1 1 ,  et  la  moindre  'teleur  iàe  ^N  ifc=  fl*AiV*  sera 

Av. 7. II ,  ou  3.5.7.  II.  Mais  il  est  evi^iit  que  v/ (3. 5. 7. 11)  est  >5. 
Donc  on  a  encore  /i'>^^'":'\ 
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S^.  Soit  JPr^szvcLÇy;  ces  quatre  facteurs  étant  impairs  et  inégaux^  on 
aura  t  =  4   ^*  /tt^'r»^=ft^c=7.    Dans   ce    cas  la  moindre  valeur  de 

4  4 

i\r=fl*Ayaf>' sera  5.5.7.ii.i3;or  |/(5,5.7.ii  .i5)  ou  v^(7.ii,i5.i5) 
est  évidenmient  plus  grande  que  7;  donc  on  a  encore  n'^ft^''""^ 
,  4^  En  admettant  un  facteur  de  plus,  ou  aurait  *':?=5,  /<:^'"'^  :=sz  u  ^ 
çt  la  moindre  valeur  de  iV  çtai^t  5.5,7^h.i5.ï7  ou  ii.i5,i7*iq5^ 

on  aurait  yN>iJ^  et  par  conséquent  ii'>  —  yN>/i^^'\ 

L'inégalité  devient  évidemment  de  plus  en  plus  grande  en  faveur 
de  n\  à  mesure  que  le  nombre  des  £sicteurs  augmente  au-delà  de  trois  : 
ainsi  la  proposition  est  rigoureusement  démontrée  lorsque  iV  aura  un 
nombrQ  quelconque  de  acteurs  impairs^,  inégs^ui:. 

S'il  y  a  des  facteurs  égaux  dans  JST,  ils  n'entreront  que  comme  fac« 

teurs  simples  d^s  la  valeur  de  i,  et  par  conséquent  dans  celle  de  /i^^'^*^  ; 

4 
qtxaîs   y^  fiiigsgteiitera  ot  l'in^g^té  d^irieadrii  encore  plus  grande  en 

£atvçur  i^  n\  U  ^  ^fT%  df  m&me  du  acteur  ^^  qui ,  lûrsqu-il  a  liea^ 

anj[WeAt0  1^  v^eip*  de  i^  fuiof  angsEpentqr  coUe  de  f4p~^\ 

V^W  dsfn^  toi}^  l^  fypçnà»  %ui  n«  ae  rapportent  pas  aux  cas  x 

dt  !)  du  m""  4}  ^  j  ^^  ppmra  ^ujours  trouver  un  ou  pluaieura  nombres  Z 

plus  pçUt#  q^e  '^  «t  pr«x»iers  ii  i^  ou  à  1  iV. 
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§  XI.  Méthodes  pour  trouver  combien ^  dans  une  progression 
àrûhmétique  quelconque^  û  y  a  de  termes  qui  ne  sont 
divisibles  par  aucun  des  nombres  premiers  compris  dans  uni 
suite  donnée. 


m 

(4i6)  LiONSiD^RONS  de  nouveau  k  progression  aridunëtiqùe 

A-^Cf    a^— -C,    ZA-rC nA-~C, 

dsns' laquelle  A  ei  C  sont  premiers  entre  eux,  et  soit  9  un  nombre 
preiniier  non-diviseur  de  A.  Si  on  détermine  le  nombre  fi*"  plus  petit 
que  6  9  de  manière  que  A^""  +  C  soit  divisible  par  6  ^  et  qu'on  fasse 
a:  =  62  —  0^^  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  dans  cette  formule  ren-^' 
diront :^a:—C  divisible  par  0.  Cela  pose,  le  nombre  des  termes  de  la 
progression  proposée  étant  n^  supposons  qu'on  demande  combien  il  y 
a  de  cfes  termes  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  0. 

Si  n  est  un  multiple  de  0,  il  est  clair  que  le  nombre  des   termes 

divisibles  par  0  sera  g-  ;  donc  le  nombre  des  termes  non-divisibles  étant 

nommé  7",  on  aura 

jr:=n  —  '^:=:n{i  —  \). 

Si  n  n'est  pas  un  multiple  de  0 ,  la  formule  précédente  désignera  ^  a 
une  fraction  près^  le  nombre  des  termes  non-divisibles  par  0.  Mais 
pour  avoir  une  formule  exacte  dans  tous  les  cas ,  observons  que  les 
termes  divisibles  par  0  forment  la  suite  A(^ — fl*) — Cy  A{i^ — 0*) — C  , 
^(30 — fl*) — Cy  etc.,  jusqu'à  un  terme  ^u4f0 — A^^ — Cy  aussi  approché 
qu'il  est  possible  de  Arin-^C y  et  plus  petit  que  Ann^C. 

T    )  l'entier  le  phis  grand  conte- 

nu   dans  —7 —  ;  cet  entier  sera  la  valeur  de  A:  ;   donc  le  nombre  des 
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et  par  conséquent  le  nombre  des  termes  non-divisibles  est 

'  n      I     â*  ■  Il 

Lorsque  n  est  divisible  par  8,  Fentîer  contenu  dans  — ^ —  est  ^ ,  quel 
que  soit  Ô*,  puisque  ô*  eçt  positif  et  <9.  Donc  alors  on  aura : 

m 

j^  ==/»•— ^  ^  comme  ci-dessnSv  ; 

(417)  Soient  maintenant.  6  et  X  deux  nombres  premiers  non-diviseurs 
de  ^^  et  soit  proposé  dé  trouver  combien^  dans  la  même  progres- 
.  sion  y  il  y  a  de  termes  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  6   ni  par  X. 

Désignons  en  geAéral  par  A*  le  nombre  positif  et  moindre  que  A  ^ 

T  j  désignera 
le  nombre  des  termes  divisibles  par  6  dans  la  suite  proposée  ,  éf 
£  /^  +  ^  \    j^  nQnibre  des  termes  divisibles  par  X.  Si  on  retranche  YnU 

et.Tautre  du  nombre  total  n,  il  restera  n — EC^  "^     j  —  £^--      ^V." 
de  cette  manière  on  retrancherait  deux  fois  les  termes  divisibles!" 


par  0X;  pour  ne  les  retrancher  qu'une  fbis^  ainsi  que  la  question  l'exige^ 
il  faut  ajouter  à  la  quantité  précédente  le  nombre  desf  termes  divisibles 

par.  flX,  lequel  est  Ei      ^^  '  \  On  aura  ainsi  le  nombre  demandé 

Dans  le  cas  où  n  est  divisible  par  dX  y  cette  formule  devient 

(4 18)  En  général  soient  9,  X,  /Dt...%|/,  t»y  tant  de  nombres  premiers 
qu'on  voudra  (2  excepté)  dont  aucun  ne  divise  ^ ,  et  soit  proposé  de 
trouver  conabien ,  dans  la  progression  A — (7,  iA — C y . . .  .nA — (7,  il 
y  a  de  termes  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  de  ces  nombres  ;  il  fau- 
dra distinguer  deux  cas  :  _ 

i"".  Si  /t  est  un  multiple  du  produit  6Xjct.  •  •  .40»^  le  nombre  demandé 


4x4  THÉORIE  DES  NOMBRES. 


sera 


r=«(--î)0-x)('-^) (-.-) M 

Cette  même  formule  dQmiera  eq  gé«er^  hb  résulti^l approché  poyr  toutq 
yaleur  de  n  ;  mais  rapprp:Mi9ation  pourrait  devepir  Êiutlve  si  le  produit 
OX/jL. .  .'^€ù  équivalait  à  une  puissance  très-élevée  de  n. 

2"*.  Quel  que  soit  n,  on  obtiendra  toujours  la  solution  exacte  y  au 
moyen  de  la  formule 

^  -  „  _/«  Qi^ +/ep^  -fB  (:-i^+^^ M 

dans  laquelle  fE  (  — r—  )  exprime  la  somme  des  entiers  E  ("  T  )  i 
^(ÎL±£N    etc.^  dus  aux  «impies  nombrçs  fl,  X,  eic.;/E  Ç" ^'^^') 

la  Bomme  des  entiers  E  (^^  «^  ■■  j,  E(J    |)^    *)>   etc.,    dus    au^: 

produits  deux  à  deux  de  ces  nombres,  et  ainsi  de  suite;  ces  quau" 
tites  devant  être  formées  dans  toutes  les  combinaisons  possibles  et  avec 
ks  mêmes  signes  que  les  tennee  de  même  déaomination  dans  le  pron 

duît  djéveloppé  »  fi  — jVi  — ^)--  ••(!  — jY 

n  £sLut  observer  cependant  que  daus  la  formule  Q/)  les  termes  ne 
doivent  être  continués  que  tant  que  les  dénominateurs  À  n'excèdent 
pas  ^n  •—  Cy  dernier  terme  de  la  suite  proposée  ;  car  lorsque  A  sur-* 
passe  ^n  — -*  Cy  le  nombre  A""  qui  rend  ^A^  +  C  divisible  par  A ,   est 

plus  petit  que  A  —  ri}  ainsi  on  a  £  Ç^'K     j  =  o. 

Dans  le  cas  où  /i  est  un  multiple  du  produit  âAft. .  «-^  =0,  chaque 
terme  E  (--^— )  de  la  formule  (b')  se  réduit  à  ~,  et  on  retontibe  exac- 
tement  sur  la  formule  (a^). 

En  général  si  on  a  /i=^n+m,  la  valeur  de^  sera  composée  i*.  de 
^^       U  partie  A:  (fl—i)(X — 0-*-(^ — i)  qui  répond  à  I*val*ûr»s=?sîa^  5%  de 
la  partie  qui  répond  à  la  valeur  nzszm^  et  qui  est  donnée  pa^r  la  ^xrpiule  Q/). 

(419)  Dans  le  cas  particulier  où  Ygu  considère  h  progression  des 
nombres  impairs  i,  3,  5... an  —  1,  on  a  ^=:i,  C==i,  et  la  valeur 
d«  A*  qui  rçad  aA*H-  1  divisijilc  p«r  A^  «*  wçwài  A* «?=  j (A— .1) ^ 
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ce  qui  pennet  de  former  immédiatement  tous  les  termes  de  la  for- 
mule (b') ,  chacun  étant  àsE  Q±àlâz:ll\ 

Soit  proposé^  par  exemple,  de  trouver  comliîeny  dans  les  loo  pre*- 
Hiiers  termes  de  la  progression  i^  3,  5|  7^  9,  etc.^  il  y  a  de  termes 
qui  ue  sont  divisibles  par  aucuiu  des  nombres  premiers  3^  5^  7,  1 1  ; 
la  formule  générale  donnera 

Or  ne  va  ^s  ]tâtts  teSû>  pftMié  qoe  lés  Àuttres  predàitt  fdMtttik  ftvec  loi 
&étem^  8^  %  7^  ti,  Mt-pits^ëraient  t<^>  âèmitoiei^àe  4èià  s^le  pro^ 
pebée,  faîwtit  ddhc  îès  rédactions ,  on  tnta  j  as  4S.  '  . 
liû  formoie  dlippiroxiniAtion  {tl)  dbnne  pour  le  même  ets é 

y  â±  i6é.|  1 1 . 5  •  i2=x  4i  ^,  ée  qui  s'ecSirle  pêU  âe  la  vârilè. 

(420)  Examinons  plus  particulièrement  la  suite  des  nombres  impairs 

1 ,  3,  5,  7,  jusqu'à  a/j—  i  =  a,  et  désignons ,  pour  abréger,  par  T  T-j 

le  nombre  des  termes  qui  restent  de  cette  progression ,  aprè&  avoir  sup- 
primé ceux  qui  sont  4iyi$i]bles  par  quelqu'un  des  nofubres -preimers  suc** 
CQSsifs  33|:5,r7,  \\...iA.  ^X)^s  distÎBguerans  deux  cas  : 

i!.  Si  l'on  atf  =  ou  >>(/a,  tous  les  termes  dont  il  s-'agit  seront  des 
nouÀres  preHiiers  ;  supposons  donc  que  .par  iV^  (o) ,  û)  on  désigne  com- 
bien il  y, ^  1lîhs^^nomIn^So^  4râ^is  9  fusqua  a  y  luBret  limt^ 
inçlusî^;egvientj  oniaiora 

Quant  au  nombre  iV^(«,  o),  il  se  trouvera  ou  par'  les  T^<s,  ou  par 
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la  formule  approcLce 

N((»,  à)=zi+ , — 2 — 2 — - 

^    ^    ^  log  a^^c        log  »  —  c  ' 

dans  laquelle  c  =  i,o8366. 

a'*.  Si  ou  a  a<v/«,  appelons  â^',  û>%  etc.  les  nombres  premiers  qui 
Suivent  «,  depuis  ù^  jusqu'à  \/a;  appelons  en  outre  ^,  ^,  a" y  etc.  les 

entiers  impairs  les  plus  grands  contenus  dans   les  fractions  ^,  -%  f 

^,  etc.  Parmi  les  termes  dont  le  nombre  est  représenté  par  Tf^j^ 

il  y  a  d'abord  tous  les  nombres  premiers  de  û/  k  a^  lesquels  avec  le 

premier  terme  i^  qui  est  toujours  du  nombre  des  restans,  font  un 
nombre  N{c»\  a)  +  i  ou  N{(»y  a).  Viennent  ensuite  les  nombres  qui 
résultent  du  produit  de  oê'  par  chacun  des  nombres  premiers  de  oif  à  a\ 
leur  nombre  est  N(û/y  a');  ainsi  de  suite.   On  aura  donc 

T  (2)  =i\r.(«,  a)  +N(m',  d)  +  iV(«%  J)  H-  etc. 

Cette  quantité  s^évalue  aisément  au  moyen  d*une  Table  de  nombres  pre- 
miers suffisanmient  étendue.  Car  en  commençant  par  les  derniers 
termes  et  connaissant^  par  exemple^  la  valeur  de  N{ùfy  tf)^  on  en  dé- 
duit N{(ê\  a')  =  N{c/,  a')  +  N(^y  d)  ;  l'expression  N(aya')  dé- 
signant combien  il  y  a  de  nombres  premiers  depuis  tf  jusqu'à  d  inclu- 
sivement •  ou  ce  nombre  augmenté  d'une  unité  ^  si  d  n'est  pas  premier. 

(431)  Pour  donner  une  application  de  ces  formules^  cherchons  la  va- 

-4=- j ,  c'est-à-dire  ,  le  nontibre  de  termes  de  la  progression 

i^  5^  5. ...  125 1 9  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  des  nombres  pre- 
miers 3,  5,  7,  II,  i3. 

Je  trouve  d'abord  que  deiSà  x:i5iilya  199  nombres  premiers  ^ 
ce  qui  donne  iV(i5,  i^Si)  =  199;    je  divise  ensuite   i^Si   par  les 

nombres  premiers  17,  19,  2 5,  29,  3i,  compris  de  i3  à  Vrâ5r;  les 
quotiens  impairs  qui  en  résultent  sont  73,  65^  53,  4',  39.  Or  à  Faide 
de  la  Table  on  trouve  iV^(3i,  39)  =  2,  i^(39, 43>=24.iV(59, 43>=5, 
iV(23,53)  =  54^iV(43,53)=8,  iV(i9,  65)  =  84-i\^(55,  65)=ii, 
N(ij,  73)c=:  II  +  N(65y  73)  =  i5.  La  Somme  de  ces  nombres  est 41; 

donc  r(^  =  199+41  =^o- 
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fbnnnle  d'approximation  (a')  donne   dans  le  même  cas 

=  636x0^3836=:  240.  Mais  le  résultat  n'en  est  pas  toujours 

aussi  exact  ;  par  exemple  ^    cette   même   formule    donnerait - 

T  (-^- J  =  io638xo,a8344  =  3oi5,  tandis  que  la  vraie  valeur  de 
cette  quantité  est  21987. 

/ 

(422)  La  quantité  Tf^\  ou  en  général  P(^)f  relative  à  une  pro- 
gression quelconque  A—Cy  2A—C.  •  .nA^-^Cy  et  en  supposant  des 
diviseurs  premiers  quelconques  8^  X^  /ct...%|/^  d^  peut  se  ramener  à 
d'autres  quantités  de  Ja  même  espèce^  dans  lesquelles  la  série  des  divi- 
seurs serait  moins  ét^endue. 

En  effet  la  valeur  de  P\^)  donnée  par  la  formule   (  b'  ) ,  est ...  ,^ 

ll---/^^^^J-^H^■/•^("  g^  '  ) '~  etc.  ;  on  y  remarque  d'abord 
une  suite  de  termes  qui  ne  contiennent  pas  â^  ^  et  dont  la  somme  peut 
être  représentée  par  P  T  j j  ^  ce  qui  suppose  que  la  suite  des  diviseui^ 
6>  ^f  9^y  etc.  a  pour  dernier  terme  4"*  Les  autres  termes  contenant  e$ 
sont  en  général  -^E\^        J  +  fE  \       \      y  "^  ^^^*  Considérons  un 

de  ces  termes  quelconque  E  (— x^}  y  comme  le  nombre  cl  doit  rendre 
>^0i+ C  divisible  par  oiA^  si  l'on  fait  a=:kci^Çy  €  étant  positif  et 
plus  petit  que  »,  le  terme  E  Ç  ^^^^  j   deviendra  E  f  ^'^  2"**    \ 

Soit  encore  »+•€==  n^^  +  >>  >  étant  positif  et  <  «^,  on  aura .  .7 
^  (2^)  =  £(2:!i±^)  =  ^(2:±i).  Quant  au  nombre  *,  pour 
voir  ce  qu'il  signifie,  il  £aut  substituer  la  valeur  a=:k(ê'^€  dans  la 
quantité  ^a+C,  ce  qui  donnera  — ^^  =  e.  De  là  on  voit  que 

A€+C  doit  être  divisible  par  û^,  et  qu'ainsi  €  est  ce  qu'on  a  déjà 
appelé  »•;  faisant  donc  ^=a*,  puis ^^^  =  C,  la  quantité  k  de- 
vra satis&iré  à  l'équation  — ^ — =e,  de  sorte  qu'on  aura  encore  A=A*. 

Si  on  réunit  maintenant  tous  les  termes  E  (— ^~)  y  ^vec  les  signet 

53 


"  (^)  «' 
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^i  leur  conTieiment ^  la  somme  lewi  représentée  psr  —  P^  \Ùy 

« 

étant  le  nombre  de  termes  qui  restent  de  la  progression  A-^C^ 

a.# — (7.  •  .tIA-^Oj  après  en  avoir  retranché  tous  ceux  qui  sont  divi- 
sibles par  quelqu'un  des  nombres  premiers  fl^  X^  fâ*...^.  On  aura 
donc  enfin 

^©=^©-^(5). M 

formule  qui  sert  à  déterminer  la  quantité  P\j')r  au  moyen  de  deux 

antres  quantités  semblables  dans  lesquelles  il  y  a  un  nombre  premier 
de  moins  à  considérer. 

Le  nombre  C  étant  en  général  différent  de  C j  la  progression  A^^Cy 

rxA'-^Cy  etc.  est  différente  de  la  progression  donnée;  mais  elles   ont 
Tune  et  l'autre  la  même  raison  A.  C'est  pourquoi  nous  avons  distingué 

par  un  accent  la  quantité  ^  yi\  relative  à  celte  nouvelle  progression. 

On  voit  d'ailleurs  que  C  se  trouve  immédiatement  par  la  valeur 
<7=    ^        ^  ainsi  que  ri  par  la  formule  /i'=  J^T \ 

« 

(423)  Les  deux  progressions  dont  nous  venons  de  parler  se  réduisent 
à  une  seule  lorsqu'on  a  ^  =  2y  C  =  i  ^  ou  lorsqu'il  s'agit  de  la.  pro^ 
gression   i,  5,  5. .  .(a/*  —  i).   Alors   on  a  â>*  =  5  (û>  —  1)  ^   C  =  i , 

li z=^E  ^?T«C<^""^A^  çt  la  formule  de  réduction  devient 

Cette  formule  renferme  une  sorte  d'algorithme  qui  peut  arvoir  4^9. û{i^ 
plicadons  utiles. 

Supposons^  par  exemple ^  qu'au  moyen  de  la  Table  des  nombres pre^ 
miers  de  i  à  100  seulement^  on.  veuille  savoir  combien  il 'y  a  de 
nombres  premiers  de  i  à  looo.  Le  non[ibre  premier  imjgiédîàtement 

plus  petit  que   Viooo  est  3i;  ainsi  en  cherchant  la  Valeur  de  2^(-^\ 

où  l'on  considère  comme  diviseurs   tous  les  nombres  .premiers  de  5 
à  3i  ^  il  suflSra  d'ajouter  11  au  résultat^  parce  que  5i  est  le  i^^  des 
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nombres  premiers.  Or  parla  formule  (d')  on  a 

^  (§) = =^  (t)  -  ^  (tI) 

r  (^)  =  r  (^)  -  r  (f  ). 


2-^-^7,  r(^=9,  r(3)=...  7-(a)=.„r(f)=... 


On  trouve  ensuite  par  la  Table  de  i  à  loo,   T  T— J  =  2,  T  Q^ 

La  somme  de  ces  nombres   est  70;   d'ailleurs  par  la  formule  (b')  on 

a   r(— )=::ii8;  donc  r(^)=:228  — 70=  i58,  à  quoi  ajoutant 

X I  ^  le  résultat  est  169.  Il  y  a  eh  effet  169  nombres  premiers  de  i  à  looo. 
C'est  par  de  semblables  procédés  qu^on  s'est  assuré  que  de  i  à  1000  000, 
il  j  a  7^537  nombres  premiers^  résultat  qui  sert  à  confirmer  la  formule 
du  n*  389. 

• 

(4a4)  Kcvenons  à  la  formule  générale  (b"),  et  appelons  €  le  plus  petit  nom^ 
bre  positif  qui  rend  Ai^C  divisible  par  Ci  ;  au  moyen  du  seul  nombre  r, 
on  pourra  transformer  d'une  manière  commode  les  différeûs  termes  de 

îa  formule  (b-)l  Soit,  par  exemple,^  \a    J  ^^^®  ^^^  tettnes  où  A 

doijtétre  en  généval  undiviseur  de  Cl;  on  pourra  faire  €z=:  Ai3+^>  J"  étant 
positif  et  <  A.  Alors  Js  +  C  devient  JAz+JJ^'+'C,  et  comme  cette 
quantité  divisible  par  Q^  Test  à  plus  forte  raison  par  A^  il  faudra  que 
ÂJ*^C  soit  divisible  par  A^  ce  qui  donnera  A''=:/=s6— Az.  On 
aura  donc 


^  r 
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Faisant  une  semblable  transformation  pour  chacun  des  termes  dont  la 

formule  (b')  est  composée^  on  aura  pour  résultat  générât 

i.(:)=n(^')-n  (;)... (e-). 

n  étant  une  fonction  semblable  à  P,  et  dont  la  valeur  générale  est 
n(^=^n-/E(l)+fE(;^)-/E{^)+.U: (f). 

1 

(4^5)  Cette  valeur  de  la  fonction  II  prouve  qu^elle  n'est  autre  chose 
que  la  fonction  P  appliquée  à  la  simple  progression  des  nombres  na- 
turels 1 9  2  y  5  •  •  •  /i ,  et  qu'elle  désigne  par  conséquent  le  nombre  des 
termes  qui  restent  de  cette  progression  après  en  avoir  exclus  tous  les 
termes  divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  6\  X,  /i. .  .e^.Eu 
effet  y  dans  le  cas  où  le  terme  général  An^-^C  se  réduit  à  /z^  ona  ^=x^ 
C=o^  et  la  valeur  de  £  qui  rend  ^6+  C  divisible  par  £1  est  simple* 
ment  €==o,  de  sorte  qu'alors  P  se  change  en  ni 

La  fonction  n  est  nulle ,  ainsi  que  la  fonction  P  y  lorsque  nsis'o; 

et  lorsque  n  est  négatif  j  on  a  généralement  II  (— J  =  —  n  (— — J; 

car  la  progression  i,  2,  3.../2  £iit  partie  de  la  suite  plus  générale 
— 5,  — a,  —I,  o,  I,  2,  5,  4>  ctc* 

Suivant  ce  qu'on  a  déjà  observé  n"*  4^^>  ^^  l'on  a  /i=  ArQ^m^  et 
qu'on  fasse  Iï'  =  (8 — i)  (A — i)(At  —  ï)- •  •(û>'~  ^)>  il  ^^  résultera 

■P(^)  =  *û'+i'(=)" {^- 

Cette  propriété  aura  donc  lieu  aussi  pour  les  fonctions  n  et  T^  qm 
sont  des  cas  particuliers  de  la  fonction  P. 

'  La  fonction  ^(jj  s'accorde  avec  la  quantité  Z  f-j  =/^.-- toutes 
les  fois  que  n  est  un  multiple  de  A  ;  dès-^lors  on  vbif  que  Z  ^- j  peut 
être  regardée  comme  la  valeur  moyenne  de  P(- jj  ensorte  que.-... 

P  r^)  —  2  TM  est  une  quantité  qui  ne  peut  passer  certaines  limites^ 
en  plus  ou  en  moins. 

La  quantité  ^(^)  augmente  constamment  ^  -^  à  mesure  que  n 


« 
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augmente  d'ane  unité  ;  la  fonction  P  Q  J  n'augmente  pas  aussi  régu- 
lièrement; cependant  lorsque /i  est  devenue  n^Si^  elles  ont  augmenté 
l'une  et  l'autre  dAa  même  quantité  O! .  En  général  comme  le  (/x-f-i  )'''"' 
terme  de  la  suite -^—C,  ^A — C,  etc.  est  (/i+i)-^  —  Cy  on  voit 

que  P\^  j—  -Pf- j  sera  =  o  ou  =  i^  selon  que  (n^i)  A —  C 
est  divisible  ou  non  divisible  par  un  des  Êicteurs  de  H. 

(4^6)  Lorsqu'on  considère  la  progression  i^  3^  S..x{:in-^  \)  ^  la 
fonction  P  se  change  en  T  ^  et  il  &ut  faire  €  =  |(il  -— *  i).  Soit  donc. 
5(il  — 1)=^,  et  on  aura 


De  cette  équation  on  déduit^  en  changeant  le  signe  de  n^ 


.r 


•  .  '  *\ 


t  . 


r(=i)=n(i=î)_n(f). 

f 

Mais  comme  la  progression  i  ^  3^  5^  7^  etc.  continuée  dans  le  sens  né- 
gatif, est  —  I ,  —  5 ,  —5,  etc. ,  il  est  clair  qu'on  a  ^T^^)  =^  —  7^  (- Y 
Donc  des  deux  équations  précédentes,  on  tire 

n(I±-")  +  n(î=f)  =  .n(l). 

■ 

Si  l'on  fiât  dans  celle-ci  »  =  o-,  il  en  résulte  fl  (2£^=:J2^  {p)\  mais 
puisque  a^  +  i  =  fï,  il  est  clair  qu'on  a  n  {^\  =  n  ^2fLZLi'\  =  fl'  ; 
donc  n  \y\ z=l\0! j  ce  qui  donne  les  deux  formules 

n(^)+"(^)=«' ■• -0.') 

Réciproquement  de  la  secondé  on  déduit 

Et  cette  valeur  étant  substituée  dans  la  formule  (c%  on  aura  Texpres-^ 


%  " 
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sion  générale  de  P  en  fbnctioQ  de  T,  laquelle  sera 

D'où  il  suit  qu'une  progression  quelconque  ^—  Cy  2^—  C  .  •  il/^—  C, 
contient  autant  de  termes  premiers  à  O  9  qu'il  y  en  a  dans  un  pareil 
nombre  de  termes  consécutifs  de  la  suite  des  nombres  impairs  pris  ^ 
non  depuis  le  commencement  de  la  suite  y  maïs  depuis  le  terme  •••;'• 
2è —  27  -f- 1  jusqu'au  terme  2/ï  +  J2€  —  20-  — •  i  inclusivement. 

Cette  propriété  établit  une  relation  trcs-remarquable  entre  une  pro- 
gression arithmétique  quelconque  et  la  simple  progression  des  nombres 
impairs.  Il  faut  en  effet  y  d'après  le  résultat  qu'on  vient  d'obtenir  y  que 
ces  deux  progressions  étant  disposées  y  terme  à  terme  y  comme  il  suit  : 

...        — ^— C,  — C',  j4 Cy  2y^ C....y  nA-'^C  y  CtC. 

lyPH^Î*^  Sio^  ^^ti.  •  •  •  ^^ 2(T— 3,  2€ 2(r 1,  26— .^Iff+I,  2€-^20'-|-5...,  2f-— 29-|«2lt<~I^  CtC. 


^  deux  termes  correspondant  quelconques  soient  tous  deux  divisibles  ou 

tous  deux  non-divisibles  par  l'un  des  facteurs  de  £i.  Or  c'est  ce  qu'il 
•  «st  fkcile  de  vérifier  indépendanrniebt  de  la  théorie  précédente  ;  car  deux 
tcrmçs  correspondans  quelconques  étant  représentés  par  nA  —  C  et 
j3£  ^  2/1  —  30*  —  I ,  si  on  observe  que  Ai'-^C  est  divisible  par  lï,  et 
que  20-  -f- 1  =  Il  y  ces  termes  deviennent  y  en  rejetant  les  multiples  de  A  ^ 
l'un  A(n  +  ê)^  l'autre  2  (/î  +  €).  Donc  Us  seront  tous  deux  premiers  à  fl , 
ou  tous  deux  non  premiers  a  fly  selon  que  n-^e  sera  premier  ou  non 
premier  à  A. 

Il  résulte  encore  de  cette  propriété  ou  de  l'équation  (Y) y  que  si  on 
ne  peut  avoir  plus  de  ce  termes  consécutifs  dans  la  suite  i  >  3^  5^  7^  9^  etc. 
qui  soient  divisibles  par  quelqu'un  des  facteurs  de  Q  ^  il  ne  pourra  non 
plus  y  avoir  plus  de  a  termes  conséeulifs  dans  ime  progressiou  quel- 
conque A —  Cy  2 A  —  Cy  etc. ,  qui  aient  chacun  un  diviseur  commun 

avec  n.  Car  si  la  quantité  T("^^~j  ajigQiente  d'une  unité  lorsque 

n  devient  n^Ay  H  faudi:i^  q^'!en  même  temps  ^(~)>  qm  devient 

P  (^       j  >  augmente  aussi  d'une*  unité.  C'est  ce  qui  s'accorde  avec  le 
théorème  du  n''  4^5. 

(427)  Les  fonctions  Tly  Ty  P  ont  encore  quelques  autres  relations 
asses  remarquables.  D^abord^  comme  la  progression^  i ,  9,  5 .  « . . .  2/1 
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relative  à  n  (— ),  est  composée  de  la  progression  i ,  5,  5. . .  (a»  —  i) 

rela^ve  à  T(^'\  et  de  îa  progression  a ,  4,  é. . .  a» ,  cfônt  tes  termes 
divise's  par  a  donnent  i ,  a ,  3 . . .  »,  il  est  clair  qu'on  a  en  général 

On  trouverait  semblablement 

■       r(-;)«ft(2^)--rr(^):.TT--:  (rt7 

Et  comme  on  a  i»  (î)  =i  n  (^)  —  ^ (O  '  **  ^"^  ^"*  "  ~  ^ '  ^^^'^^ 
équation  donnera- 

'P(=)="(T)-ne)==n=)"- f<^     _ 

Faisant  /2=re  Oatis  la  formule  (1')  /on  aura  ddhc  ÎP'^^)^:^  ^(~^\ 

—  yr*"^    \  Maïs  dans  celte  dernière  equalîdn  €  est  àWofànté^,  puîs^i 

qu'il  ne  reste. plus  de  thice^d^  la  prc^essioti^  d^oii  i  est  tirée;  donc  ou 
a^  quel  qi|e  soit  n^ 

'     >.  ■'  Li      "  .  -  •  .       .  ■  ■   ,  -       îi,  .'••■.•    •    i-i'    •  " 

Cette  formule  se  déduirait  aussi  de  la  combinaison  des-  équations  (Itf) 

ei(in').   ■ 

■  .•■.'■ 

t  • 

1  .  »      .    J  .  l  ■  .  .  I     • 

■  .  •.iL«>---.' 
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§  XIL  Méthodes  pour  compléter  la  résolution  en  nombres 
entiers  des  équations  indéterminées  du  second  degré. 

(4^8)  J3I  oTTf  ATônt  donne  dans  la  première  partie  les  méthodes  néces* 
saires  pour  résoudre  en  nombres  entiers  les  équations  indéterminées 
du  second  degré ,  qui  sont  de  la  forme  ajr*  +  bjrz  '^cz^:=II  ;  c'est  en 
effet  à  cette  forme  que  peut  être  réduite  toute  équation  proposée  du 
second  degré  ;  mais  il  reste  une  condition  k  remplir  lorsque  Téquation 
dont  il  s'agit  contient  des  termes  du  premier  degré. 

Soit  en  général  ajr^  >+' bjrz  +  cz* -^^  djr  r^fz -^^  g  =i  o  Féquation  pro- 
posée ;  pour  faire  disparaître  les  termes  où  les  indéterminées  sont  au 

premier  degré,  je  fids ^ s=s'2L;î^ ,  *  =  "T| — 9  ^^  ï^  ^  transformée^ 
O  s=  «/•  +  *;^«' +  es'' H- 2^*/ +  2c€z' + aet* + dad 

•  4.   S/^  f^z'+ce*+g6\ 

Supposant  donc  2aeL  +  i^  +  ^  =  o ,  acC  -f-  bet  -|-y*fl  =  o  ^  on  aura 

.?=^&&-4ac»  ?  =  hh-^ 4ac '  ^"""^  ^^"^  ^®'*  Ti«  "  dans  1  équation  pro- 
posée ^  on*  fait -'immédiatement 

la  transfbfmée  serï        *  '      v      •  .  ,  % 

ay^^byz'+cz'^  =  '^{aJ^'^bdfJ^cd^){bb'^4ac)—'g{bb^4acy 

Je  remarque  maintenant  qu'on  peut  supposer  que  les  coefficiens  a^  by  c 
des  termes  du  second  degré  dans  l'équation  proposée,  n'ont  pas  de  di- 
viseur commun  ;  car  s'ils  avaient  un  commun  diviseur  û>  ,  il  faudrait 
que  djr  -^'fz^g  f(it  aussi  divisible  par  cà  ;  or  cette  condition  est  facile 
à  remplir,  en  introduisant  une  indéterminée  nouvelle  à  la  jJace  de ^ 
ou  de  z,  et  alors  toute  l'équation  devient  divisible  par  m. 
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Je  remarque  aussi  qu'on  peut  £dre  abstraction  du  cas  où  bb  •— ^  ^c  est 
une  quantité  négative  ^  parce  qu'alors  le  nombre  des  solutions  de  la 
transformée  étant  toujours  limité  ^  le  procédé  le  plus  simple  est  de  sub- 
stituer successivement  les  valeurs  trouvées  de  ^  et  /  dans  les  formules 

jr  =-<  7^^  ~^  y  g=:^  bb—Ânc —  ^  ^^^  ^®  ^^^^  quelles  sont  celles  qui 
donnent  pour  jr  et  z  des  nombres  entiers.  • 

On  peut  se  dispenser  encore  de  discuter  le  cas  où  ^*-— *  4^^>  quoique 
positif 9  serait  égal  à  un  quarré^  parce  qu'alors  la  transformée  n'a  encore 
qu'un  nombre  de  solutions  limité  (n"*  70).  Il  ne  reste  donc  à  examiner 
que  le  cas  où  bb  — -  4^0  est  un  nombre  positif  non-quarré. 

(42g)  Alors  la  transformée ^  si  elle  est  résoluble^  aura  toujours  une 
infinité  de  solutions  renfermées  dans  un  ou  plusieurs  systèmes^  et  chaque 
système  pourra. être  représenté  par  les  formules 

z^z=zeF+^G 

l(p+^y/(bb—*^cyy=:F+G\/(bb'^4ac). 

Pour  éviter  la  considération  des  cas  particuliers  y  nous  supposerons  que 
ces  formules  sont  préparées  de  manière  que  les  nombres^,  ^9  ^9  ^^  ^^"^ 
sont  des  entiers  9  et  que  l'exposant  n  est  un  nombre  à  volonté.  Quel- 
quefois la  solution  immédiate  donnera^  pour  ces  coefficiens^  des  nom- 
bres affectés  de  la  fraction  \;  il  pourra  arriver  aussi  que  l'exposant  n 
soit  d'une  forme  désignée  paire  ou  impaire.  Mais  dans  tous  les  cas^ 
il  est  £3icile  de  réduire  les  formules  à  la  forme  que  nous  supposons  ^ 
où  tous  les  nombres  sont  entiers  et  l'exposant  n  à  volonté  :  il  faut  de 
îplus  se  rappeler  qu'on  aura  toujours  4)*  —  %[/*  (i*  —  ^ac)  =  i  • 

Cela  posé  y  il  s'agit  de  trouver  en  général  la  valeur  de  n  telle  que 
les  quantités 

yF+  W  +  A  nF+KG  +  C 

^'~      bb  —  4ac  ^     **=     bb—4ac    * 

soient  des  entiers.  Or  on  a 


F= <p'+^^ — -  <p— •4»  (bb  —  4ac)  4-  etc. 

1  •  S 


G=  n(p'r'4+."7^;3     "  *"■''+'  (W— 4ac)  +  etc. 

Ainsi  en  substituant  ces  valeurs  de  F  et  G ,  on  voit  q[ae  la  question  se 
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*reomt  a  déteitmner  n  de  manière  que  les  quantités  ^    iik—Ànr      '  ^ 

•"  ^'  "^A'^  'Â^     '  '^  ^^^*  d^seutieiss.  Pour  ceU^.  nous  dîstînguarans  deUx 
cas>  selon  que  tt  est  pair  ou  impair. 

Sok  i\  fk^s»  2my  réquatioii»  cf,^—  %j^»(i* —  4^0).=:  i ,  donne^  en  n^gli^ 
géant  les  multiples  de  b*  —  4^c  3  ^^  =;^  i  oa  peut  donc  >  au  lieu 
de  •  et  ^9  mettre  o^*^  et  €(R%  et  alors,  supprimant  le  facteur  (p*"~'  qui 
ne  peut  avoir  aucun  diviseur  commun  avec  b^  — -  4^2U?  y  on  trouve  que 
la  détermination  dé  m  ne  dépend  plus  que  dbs  équations  du  premier 
degré 

Ictsquelles  doivent  s!accorder  entre  elles  ^  pour  que  L'équation  proposée 
soit  résoluble  en  nombres  entiers. 

Soit  a"".  7^==  2/?}+  I  9  alors 3  en  négligeant  les  multiples  de  bb-^^é^acy 
on  aura  encore  et  =  ot^*"*  et  6  =3=  ^ip***,  et  la  détermination  de  m  dé- 
pendra des  équations  du  premier  degré 

lesquelles  doivent  encore  s'accorder  entre  elles. 

Donc  dans  tous  les.  cas  on  trouvera  les  valeurs,  convenables  de  Texpo^ 
saut  /}  par  la  simple  résolution  d'une  équation  indéterminée  du  premier 
d^gré,,  et  la  valeur  de  n  qui  résultera  de.  cette:  solution,  étant  en  général 
de  la  forme  v  +  {bb — /^a)ky  où  k  est  une  indéterminée.,  il  s'ensuit  <pi'on 
aura  une:  infinité  de  valeurs  de  n  qui  satisferont  à.  la  question,,  de  sorte 
qu'on  aura  aussi  une  infinité  de  solutions  de  Inéquation  proposée,  en 
nombres  entiers.  On  doit  d'ailleurs  observer  q^e  les  nombres  F  eX.  G 
peuvent  être  pris  chacun  avec  le  signe  qu'on  voudra  y  ce  qui.  donnera 
quatre  combinaisons,  à  examiner  séparément^  et.  d'où  pourront  résulter 
différentes  solutions. 


(45o)  Soit  proposé  maintenant ,  pour  compléter  cette  théorie  , 
résoudre  la  question  suivante.  : 

Les  nombres  Y  et  G  étant  donnés  par  la  formule  \^ -\-"^  V-^Y 
=  F  +  G.  j/ A^  dam^  laquelle  Vèg^pesant-  n  est  indéterminé^  et'  où  Von  a 
ça  — .  •v(/*A  =  I ,  trouver  toutes  les  valeurs  de  n  telles  que  la  quantité 
?vF-f»^GH--j^  ^oit  dl^isihté  par  un  nombre^ premier-»  quine  dis^ise^pas  A\p. 
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'.  Toki  tme  tmétfaode  qm  a  été  indiquée  potir  «et  objet  -par  Lagnmga 
(Mém.  de  6^0^1767), 

Je  suppose  d*abord  qu'on  connaisse  une  valeur  de  l'exposant  n'qui 
aaiis£iiit  à  la  question  ^  «oit   cette  valeur  p  y  il  faudra   qu'en   faisant 

((p-^^\/J^^f-i^g\/A,  la  quantité  ^/■"^■■y '^m  soit  Kn  entiw.  Jg 

clerclie  ensuite  un  exposant  q,  tel  qu'en  faisant  (^'h^%^^^^=^'jréf\^'^3 
le  nombre  g*  soit  divisible  par  0^.  U  est  certain  que  cet  exposant  existe , 
puisqu'on  peut  toujours  satisfaire  à  l'équation  a:'  —  Aou^j^  =  x .  Cet 
esrpesiuit  étant  trouvé ,  on  peut  supposer  en  même  temps  que  y  -»-  ï 
soit  divisible  par  ai;  si  cela  lï'était  pas.,  ou  doublerait  l'exposant  7;  et 

feisant  (<p  +  4  V^)^  o«  (/'+  ^  V^Y  =/'  +  S'  V^ >  ^^  ^^^^ 
/•  =/'*  +  ^g/*=  \^:kÂg\  et  g^zzritif^^  de  sorte  que/"—  i  et  ^ 

aéraient  à-la^feis  divisibles  par  ».  Donc  en  faisant  les  préparations  coti«- 
venables,  on  trouvera  toujours  un  exposant  ^ ^  tel  qu'en  faisant •••• 
(^  +  4  V^y  =^f+£'V^9  les  noïribres  /'—  i  et  g'  s^oient  Fun  eft 
l'autre  divisibles  par  ». 

Je  dis  itaaintenant  qu'en  prenant  n  =  ^j?  -f*  ;?,  la  quantité  proposée 
5uP+/xCr  +  y  sera  divisible  par  û>,  quel  que  soit  l'entier  *•  Car  soîl 

(/^+^V-')'=i^+G'v/^,  on  aura  F+GyA  :=z{f'\-g\/A) 
XF^G\^A),  d'où  Ton  tire  Fz^fF^gAa'y  'Ù:=^fG' -^gF",  M 
XF^/A,G+p  =  (>/+/^g)F+  (^g^  +  Mf)  ^'+  y-  Mais  fcs  valent* 

développées  de  F'  et  G'  étant  F  =^f'  +  '^'f7'/'-'"V'^  +  «^.^ 

•C'ïîsnf -»^4-ëtc.,  a  «on  néglige  les  mnAiples  de  é#^  fna  àm^^«t=o, 
^  F'^=s^f*'=z  1  ;  done  en  négligeant  les  mi^es  multiples,  la  quatïtilé 
^F'^^JGr^if  se  réduit  à  X/'4*/*g'**l*''>  d^^J^  ^Ûe  esl  divisible  par  t». 
Puisque  toutes  les  valeurs  de  n  comprises  dans  la  fbrmule  n^anîiqx ^p 
satisfont  k  la  question  >  il  y  aura  toujours  une  de  cets  valeurs  qtïi  sera 
moindre  que  9^>  de  sorte  qu'on  pourra  toujours  supposer  p<iç*  Dotrc 
pour  avoir  l'exposant  p  qui  donne  la  première  solution  ^  il  j&ut  élever 
(p 4- >P  \/A  à  ses  puissances  successives  o,i^a^5...^-— i^et essayer, 
pouf  .  chaque  ]^ssance  représentée  ^^  f'k^  g  ^A  ^  si  la  <{aantité 
^+A^  +  ''  est  divisible  par  m.  On  peut  aussi  former  directement  la 
^Mtite  des  quantités  V^H-M^j  ^n  observant  que  cette  suite  edt  récur- 
rente, et  qufeUe  a  pour  échelle  de  relation  a^,  «-^  s  ;  d'où  il  suit  qu'au 
:,B^yen  des  deAx  premiert  tenooes  connus  A, Tif-f-^^  on  formera  aisé- 
ment tous  les  autres.  Ces  calculs  sont  d'autant  plus  facikfs,  qu'on  peut 
rejeter  les  multiples  de  a^,  à  mesure  qu^ils  se  présentent,  et  si  le  pro- 
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blême  est  possible^  il  faudra  que  dans  les  q  premiers  termes  de  ht  suite 
dont  il  s'agit,  on  trouve  une  ou  plusieurs  fois  A/'+ A^g"  +  f  =j o. 

(43 1)  Connaissant  Texposant  le  plus  petit  p  qui  rend  V*+A'g'+^ 
divisible  par  un  bombre  premier  a»  j  voici  la  méthode  qu'on  peut  sixivre 
pour  trouver  a  priori  une  valeur  de  /î,  telle  que  XjP-f-ftG-f-v  soit 
divisible  par  une  puissance  donnée  où. 

Nous  observerons  d'abord  qu'on  peut  résoudre  généralement  l'équa- 

lion  — -ï- ^ — '-^ ^— ^^ — ^ =  e,  dans  laquelle  L  et  M  sont  de^ 

nombres  donnés,  et  iV^,  P ,  Q,  etc.  des  fonctions  quelconques  entières 

de  X.  Pour  cela ,  il  faudra  déterminer  x  de  manière  que  — r- soit 

wi  entier;  ayant  trouvé  x=:/-f-â>xV  si  on  substitue  cette  valeur  dans 
l'équation  proposée  ,  ,elle  deviendra  de  la  forme. .  •  •  ^ 

L'  +  M'x' + N'cà  +  P^m^ -f  Q^ti? 4-  etc.  ^      , ,  , ,     .    ,      -  ',        ^. 

— 2: ^ ]^^^  ■       ^     ^=  e  semblable  a  la  proposée  ,  ttiais 

.dont  le,  dénonaiuateur  est  d'un  degré  nupindre  d'une,  unité.  On  aura 
donc ,  par  une  suite  de  procédés  semblables ,  a;  =  Z  -f-  ^^'9  ^'=  ^-{^  maf^ 
a;'  =;=  Z''  -f-  ùàx^  y  etc.  ;  d'où  l'on  conclura  x  =  Z-j-  Z'a  -f-  l'c^^  +  Z^û>^  -f-  etc. 
jusqu'à  un  terme  de  la  forme  â>"*a:^'"^  dans  lequel  x^"^  sera  une  nouvelle 
indéterminée. 

Cela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  déterminer  la  valeur  de  n  telle 
que  là  quantité  Ai^+ftG  +  v  soit  divisible  par  a',  on*  fera,  comidè 
ci-dessus  ,  /i  =  ^x-(-^  ,  et  toutes  choses  .étant  d'ailleurs  '  les  niâmes^ 
Élisant  de  plus  AZ-f-z^g^rsiX',  Ag'-^4-;t/'=ft',  on  aura  XF'^/iO^^r 
=:X'jF'+ft'G'-f-y.  Dans  cette  quantité^  qui  est  déjà  divisible  par  û;^ 
quel  que  soit  jc;,  il  &udra  substituer,  au  lieu  de  F'  et  G'  leurp  valeurs 
développées,  en  omettant  la  troisième  puissance  et  les  puis^wces  super 
rieures  de  g' ;  ces  valeurs  sont:  ..  ,..r.  ,• 


*  <•  •.  .  . 

Oii  distinguera  ensuite  deux,  cas,  selon  que  ^  ë$t.paîr  dû  ihifiair. 

-  -     •  ■  .       ..■,■■•  i .  •  .  ''     ,  ■  _ 

1*.  Si  X  est  pair,  on  pourra,  à  la  place  dé  f ,  xmétirê  >Or^*~'g^*-')^^ 
et  développer  cette  qu^tité^  en  omettant  les  ternies  qui  contiennent 
g^^  et  les  puissances  ^périeures  de  g'.  Par  cefs  substitutîOBS ,  l'équation. 

proposée •^ — -^^  =  e  deviendra 
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Ov  f  n'étant 'pas  divisible  par  «,  pnisque/' —  1  Test,  on  peut  sup- 
primer da  numérateur  le  facteur  communy^'T* ,  ce  qui  fait  ti^sparal^e 
la  variaBle  en  exposant  ;  si  de  plus  on  fait  g'  ==  «A' ,  X'  +  •'  =  û>Z  , 
lequation  à  résoudre  deviendra 

j_: c =  e., 

il  ■  ,'•';•■:  ...      -  -.-     ^ 

Et  celle-ci  pouvant  se  traiter  par  la  méthode  précédente,  on  aura  le 
résultat  de  la  forme  a?  ï=  /  +  Tûi  -f-  cù^x"  ,  où  il  faudra  prendre  l'indé- 
terminée o;'^  de  manière  que  x  soit  piûr. 


* — I 


2*.  Si  X  est  impair,  il  faudra,  à  la  place  de  y,  mettre  y(J^^ — ^*-^)  ^  > 
et  d'ailleurs  le  calcul  sera  entièrement  semblable  à  celui  du  premier  cas. 

On  voit  maintenant  le  procédé  à  suivre,  pour  faire  ensorte  qu'une 
quantité  de  la  forme  XF+fj^G-^v  soit  divisible  par  un  nombre  quel- 
conque P.  Ayant  décomposé  P  en  ses  facteurs  premiers,  soit  a>"  un 
de  ces  facteurs ,  on  cherchera  les  valeurs  de  /i ,  telles  que  la  quantité 
proposée  soit  divisible  par  a>"* ,  et  ainsi  successivement  par  rapport  à 
chacun  des  autres  facteurs.  On  aura  différentes  valeurs  particulières  de  n 
qu'il  faudra  combiner  ensemble ,  afin  d'avoir  une  valeur  générale  qui 
satisfasse  à  toutes  les  conditions ,  et  le  problème  ne  sera  résoluble  qu'au- 
tant que  toutes  ces  conditions  pourront  être  remplies. 

(45â)  Nous  remarquerons  que  la  valeur  de  q  dont  on  a  besoin  dans 
la  solution  précédente  (n"*  4^^)>  P^^^  ^^^  donnée  directement  par  le 
théorème  suivant. 

«  Si  Ton  a  ç*  —  -^%|/*  =  i ,  et  qu^on  cherche  un  exposant  q ,  tel  que 
„  Ç^  ^  ^  yZ-^y  •""  I  soit  divisible  par  un  nombre  premier  câ  non-di- 

»  viseur  de  -^-^z,  je  dis  qu'on  peut  faire  ^=«—  x  si  l'on  a  rr*)  =  4*  i  > 

»  on  q:=:eà+i  si  Ton  a  f— J  =—  i. 

En   effet  on  trouvera,   comme  au  nV  129,  que  la  quantité 

(^-f-^y/^)*^ — (^-|-^  \/ji),  divisée  par  «,  laisse  le  même  reste 
qu'une  quantité  semblable  (^ — A  +  >|/  \/^)^ —  (p  —  * + 4  V^-^)  >  dans 


•         • 
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laquelle  h  est  un  entier  quelconque.  Soit  k  ss  ^^  on  aura  ainsi  ^  en 
omettant  les  multiples  de  10^ , 


et  le  second,  membÀ^  à  cause  de  4  ^'^'i  devient  4/  ^^A^A^"-^  i) 
ou  4  l/^I^C^)  —  0- 

Soit  i*.  (7)  =  '^»  ^^  *"*  (^+4'V^* — (f +  4l/-^==o;  donc 
(^  -f-  4/  v/-^)       —  I  est  divisible  par  â» ,  donc  on  peut  faire  y  =  a>  — •  i . 

Soit  2"".  T— ^  =  —  1 ,  on  aura  (^  +  4  V^-^)*  s=  ^  —  •j'  V^-^  >  ^^^ 
(^■+■  +  1/-^)         =^*  — -^4*=5i,  donc  on  peut  fidre  ^s:i0#+i* 


QUATRIÈME  PARTIE.  ^t 


§   XriP.  Métfiode  der  FerrmU  pôurhi^  iFéêckition  de  ¥  équation 
y^  =  a-f-bxH-cx*-f-dx3-f-ex4  en  narnères  rcrtùmneh.     " 


(433)  jhLya  ir  T  été  conduits  à  traiter  fort  au  long  de  la  résolution  des 
équations  indéterminées^  nous  devons  Êûre  mention  d'ime  méthode 
kuliquée  par  Fiarmat  pour  résotrdre  en*  nembre»*  Fat^onnelff  Véquatàim 
^=  a-^  bx  -^  cx^  +  dx^  -|-  ex* ,  dont  le  second  membre  esl  un  poly- 
nôme rationnel  oir  Ybt  variaBIe  ne  passe  pas  le  quatrième  Jegré;  Voici 
les*  eaS'  pi^iheipauv  dàns'  lesquelb  la  résolutioa  è^X  possible. 

I*.  Si  le  nombre  a  est  égal  h  mr  qusmré  positif/**,  les  valeurs  a?  ;t=  (>-, 
j.  =r/*  donneront'  immédiatement  une  soladoa.  ài^  Téqualiim  proposée. 
Four  avoir  une  autre  solution,  oir  suppoeers  a^^bx-^ex'^-^  db^ ^ 
ex^  =  (/-h  gx'  +  hx^y  y  ca  qui  édnnera*,  e*  <fêv«l<(îppflHit  «r  cvdooH- 
naxtt', 

o  =/•  +  '^fgx  +  nfhx"^  4-  ngtixl^^'h^oc^ 

.^  a  *—  &       Hf^  g**     -*■     ^      —  e 

—    c 

Or  on  a  déjày*  =  a  j  si  pour  faire  disparaître  les  deux  termes  suivans  , 
on  Élit  !ifg'^b:=LQy  2/*A4-g^*  — c=s=o,  on  en  tirera  les,  valeurs  des 

coefficiens  g  eXhy  lesquelles  seront  ^=.-2-,  A  =  — ■^.  Alors  l'équa- 
tion étant  réduite  aux  seuls  termes  qui  contiennent \r'  et  jet*,  îï  eu 
résultera  une  valeur  rationnelle  de  x  •  savoir  x  =  ^' "^^  Cette   va^ 

leur'  donnera  donr  une  nouveHè  sollitien  en'  nombres  rationnels»  de 
réquation  proposée;  si  toutefiiis  on- n'a  pas  aghzsidy  ni  ^'srAf.. 

La»  nouvelle  scduiion?  étant  désignée  par  x  -zsim ,.  si<  l'on  :  fàïi  ^néra- 
lement  x-^s^rm^  x%  et  qu'oui  siabstilue  cette;  valeur  dànS'  l'-équatioit 
proposée,  le  secondi  mendire  deviendra  de  la;  forme  a'-^r  b'x'^rc'x'^ 
4^  d'x'^  -4*"  oW^y  doufr  lapquelie  a^  senr.  encore  un  quarré  positif.  Ou-  pro-- 
cédera- donc  de  la* même numière  pourtsoover unenouvelle. valeur  de a;^ 
et-  ainsi  à  Tinfinii  D'^ôù  l'on^  voit  qu'une  première  valeur  connue,  de  x 
suffis  pour  en^  âôre  trouver  une^  isfinité  d^autres^,  sauf  quel^ee  casi  paor 
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tîculiers  qui  ne  peuvent  guères  avoir  lieu  que  lorsqu'il  est  absolument 
impossible  de  résoudre  l'équation  proposée  autrement  que  par  les  pre* 
mières  valeurs  données. 

2**.  Si  le  coefficient  e  du  terme  ex^  est  égal  à  un  quarré  positif  h^ , 
on  fera  a^^bx^  cx^  +  dx^  +  ex^  =  (/*-+-  gx  -f-'Ao:*)* ,  ce  qui  donnera^ 
en  développant  et  réduisant^ 

o  =    jT*  +  ^gx  +  2fhx^  -f-  Diglux? 
—  a       — i        'h  g^        *— ^ 

—  c. 

Maintenant  on  peut  faire  disparaître  les  x^  et  x'  ^  en  prenant  g^  =  -^  ^ 

/*=  —j~9  et  aloi's  l'équation  réduite  au  premier  degré^  donne  x=  ^*j^,. 

Cette  solution  en  fournira  ensuite  une  infinité  d'autres  comme  dans  le 
cas  précédent  y  mais  il  £aiut  qa'on  n'ait  pas  2fg  -r*  £  =  o. 

5*.  Si  l'équation  proposée  est  de  la  forme  j*  =/^  +  bx+  cjc*  -j« 
Ja^^h^x^y  ensorte  qu'elle  tombe  à-la-fois  dans  les  deux  cas  précédens, 
on  pourra  faire  usage  de  chacun  des  moyens  indiqués.  On  peut  aussi 
tout  d'un  coup  faire  j  ^=f+gx  db  hx* ,  ce  qui  donnera^  en  substituant^ 
développant  et  réduisant  ^ 

o  =     2fgx  ±  2fhx*  db  2ghx^ 

—  *      +t        — ^ 
—  c. 

Or  on  peut  satisÊdre  à  celle-ci  de  deux  manières  y  soit  en  Êdsant  g=z-^^ 

ngh 

4''.  Si  on  a  une  solution  désignée  par  xzszmy  on  fera  o:  ==  m  -f*  x\ 
et  l'équation  sera  ramenée  au  premier  cas. 

Nous  pourrions  ajouter  un  grand  nombre  d'applications  de  cette  mé- 
thode tirées  des  problèmes  d'analyse  indéterminée^  dont  Euler  a  donne 
les  solutions  dans  plusieurs  de  ses  Mémoires  ^  et  dans  le  second  volume 
de  son  Algèbre.  Nous  nous  bornerons  à  un  ou  deux  exemples  de  ce 
genre  9  afin  de  donner  une  idée  de  cette  branche  d'analyse  ^  qui  exige 
une  grande  sagacité  dans  le  choix  des  moyens  de  solution  y  mais  qui 
étant  trop  particulière,  n'a  qu'un  rapport  éloigné  avec  notre  sujet. 


ce  qui  donne  x  =  ^^j^*^  >  soit  en  fusant  g^  =  db  jj,  d'où  l'on  tire 


^__jfe:z* 
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"  (4^4)  Pi^posons*nous  de  trouver  trois  nombres  x^y^  z,  tels  ^e  left 
Irois  formules 

soient  égales  à  des  quarrés. 

Comme  on  peut  supposer  que  ces  nombres  sont  premiers  entre  eux  ^ 
il  est  aisé  de  voir  qu'ils  doivent  être  tous  trois  impairs  :  on  peut  donc 
ùârejrssx'^  ap^    zz=ix^2qy  et  on  aura 

Je  fais  cette  quantité  =  4(^  +l/)S  ^*  î'^^  ^^  a:  ==5^t£2lZLL.  La  se- 

conde  formule  donnera  semblablement  x  =  ^  "t-ap^  fr  ^^  p^^.  £^^ 
accorder  ces  deux  valeurs ,  je  fais 

j*en  tire  des  valeurs  rationnelles  de /  et  de  g' ,  savoir y*==: |( 5^  +  5/?), 
^ = ^  (5/7  -f*  3^)  >  ^u  moyen  desquelles  la  valeur  de  x  deviendra 

Cette  valeur  satisfait  déjà  aux  deux  premières  conditions  :  on  aura  d'ait^ 
leurs  les*  valeurs  correspondantes  de^  et  z  par  les  formules  ^=  a: +3/?, 
z = a;  +  ^9  ;  d^  sorte  qu'en  supprimant  le  dénominateur  commun  ^  oa 
pourra  &ire 

a:  =    7/^*  —  ^^Pq  +    77* 

j3  =    7;>*  —  1^7  +  ^^7** 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  j^*  +  s*  +  ao:*,  et  faisant. . . .; 
£=:  I  ^-G*  il  restera  à  satis&ire  à  la  condition 

I  4.2Ô4.2fl*  +  fl3^^Ô4  =  à  un  quarré. 

Or  on  trouve  immédiatement  ^=0,  ou  Ot=:^-i  y  ou  ft=— »a;  mais  il  ne 
résulte  de  là  aucune  solution.  Soit  donc^  suivant  la  méthode  précédente^ 

i  +  2fl  +  3fl*  +  fl^4-iî|fl*  =  (iH-*fl  +  i|flO*; 

si  Ton  développe  cette  équation^  et  qu'on  prenne  a=:-^^  on  aura 
6  =:  ao8;  donc  p  =  20g ,  qzssi,  ce  qui  donne  cette  solution 

or  =18719,    j^  =  6a6o9,     «=18939. 
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ll^jsçrait  facile  d'en  trouver  plusieurs  a^t^^s  ji  majui..9lles  MrfEte^t'prâ 
bablement  plus  composëes^  quoique  la  méthode  dont  n^uS  4yQ9&.  &it 
usage  ne  prouve  pas  que  les  nombres  trouvés  sor^t  les  iqpindres  pos- 
sibles qui  satisfont  à  la  question. 

Soit  proposé  encore  de  trouver  trois  quarrés.  inégaux  x^^^jr^y  z^yteld 
oue  les^  trois  fprmulfss  x^  -frj^*  "^  ^S  ^^  +^*  — J^y  7**+ 2* — ^*^  soient 
cgftlps  >^  ^5  .qi\arrés. 

On  trouve  aisément  que  les  deux  premières  conditions  sont  remplies  ^ 
en  faisant 

jr  i^=z  t'^  -{^  rs  -^r  s* 
j3  =  /••  —  rs  —  s^. 

Il  reste  donc  à  satisfaire  à  la  troisième^  laquelle  devient ,  par  la  sub-« 
stitution  de  ces  valeurs,  /•*  —  4^''^*  +  ^*  =  à  un  quarré.  Soit  r=9sy  la 
question  se  réduit  à  faire  ensorte  que  6^ — 4^!"+  i  sipit  un  qi^arré.  On 
pourrait  prendre  9  =  o,  ou  6  =  2,  mai?  il  ne  résulte  de  là  aucune  so- 
lution convenable;  pour  avoir  d'autres  valeurs,  soit  6  =  ^+^9  on  auri( 
I  +  i6ç  +  20^*  +  8^^  +  8^^.=  à  un  quarré.  Je  fs^i;^  celte  quantité 
=  (1  -|-  8f  +  ^^*)*  i  prenant  ensuite  a  ==  i ,  je  trouve  ^  ==  —  ^;  donc 
6  =  —  ^,  r=i5,  5  =  4>  d'o^  résulte  cette  solution  : 

a:  =  a4i,    ^=269,     «=149. 

Ce  sont  vraisemblablement  les  moindres  nombres  qui  satisfont  à  la 
question.  On  aurait  pu  faire  encore  4^  =  —  2;2 ,  ce  qui  aurait  donné 
f  =  Hy,  Ô  =  }|y  ,  ou  r  =  44^ *  '^  =  ^61  :  mais  de  là  résultent  des 
nombres  beaucoup  plus  considérables  que  les  précédens. 

On  peut  suivre  un  autre  procédé  pour  faire  ensorte  que  la  quantité 
ï+  i6p+  20^* -I- 8^^  +  ^*  soit  égale  à  un  quarré.  Représentons  ce 
quarré  par  (i  +/»^  +  w?*)%  ^^^^  a^wons,  en  coinp^ant  çt  4^Velop» 
pant , 

—  16    +/»•     —8         *— ,1 
—•20 

ioit  ^= — ; — ^ s=  — ' ,  on  aura  entre  m  et  n-l  équation 

(S^ni^n^-^-Çm^ — 20/îi— 8)h— 4/»*+wr+72=o. 

ifaintenant,  pour  avoir  une  valeur  rationnelle  de  n,  soit  /7i==— «8,  ou 
aura  n=z  —  ^,  (p  =  m,  ce  qui  est  la  seconde  des  deux  solutions 
trouvées  par  l'autre  méthode. 


»Hi  ',',  g^ 


*      m 


CINQUIÈME  PARTIE. 

Usage  de  V analyse  indéterminée  dans  la  résolution  de  Pé^atidri 
X»  —  I  =0^11  étant ^un  nombre  premier. 

» 

(455)  i3i  Ton  écarte  du  premiep  membre  le  facteur  a:—  i,  et  qu'oa 
£isse 

Oh  ssii  par  le  théorème  de  Côtes  que  le  polynôme  X  a  pour  facteur 
général  x*  — 2a:cos h  i ,  A:  étant  un  nombre  quelconque  non- 
divisible  par  n }  àe  sorte  qu'en  donnant  à  k  les  valeurs  successives 
1^  2y  3^...|(/i— «i)yOn  aura  tons  les  facteurs  dont  ce  polynoctie  est 
colnposé. 

Les  connaissances  des  Analystes  sur  la  résolution  de  Téquation 
a:**—  I  =0^  étaient  presque  réduites  à  ce  seul  théorème  ,  lorsque 
M.  Gauss  publia  son  excellent  ouvrage  intitulé  Disquisitiones  Arith-' 
meticœ ,  où  l'on  trouve  une  théorie  nouvelle  et  très-scoihplète  de  la 
résolution  de  la  même  équation  ^  ou  ^  ce  qid  revient  au  méme.>  de  la 
division  de  la  circonférence  en  n  parties  égales. 

Gomme  cette  théorie  est  une  des  àpplicatiods  les  phiè  ii^eressantetf 
de  l'analyse  indéterminée ,  et  qu'elle  conduit  à  des  résultats  très-curieux, 
nous* avons  cru  Êd're  plaisîf  à  nos  lecteurs^  en  l'expûsablici  'avec  tous 
les  développemens  nécessaires. 


(4S6)  Si  on  appelle  r  l'une  quelconque  des  racines  imaginaires  de 

l'équation x»—i=o,  c'est4edirc ,  si  l'on  fait  7-=rCos^+v/^i  sin^, 

k  étant'  un  !nombre  quelconque'  non-multiple  de  a  ,  toutes  les  racines 

de  cette  équation  seront  ry  r^yi^ r*;  desquelles*  séparant  la  radnd  ' 

r^=  i^  il  restera  pour  les  i^acines  de  l'équation  X=o,  ces  /s—  i 

valeurs  : 

xssr^  r*,  r* 
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En  général  donc    r  sera  une  racine  quelconque  dé  Téquation  Xsso^ 
pourvu  que  tt  ne  soit  ni  zéro  ni  multiple  de  n. 

Avec  cette  restriction  il  n'y  a  que  n  —  i  valeurs  différentes  com- 
prises  dans  l'expression  ar  =  r  ;  car  si  on  avait  a  =  /ïA  +  i',  il  est 


dair  qu'on  aurait  r  ^=.1^^  puisque  r"=  i  j  et  par  la  même  raison^  on 

•  .  ^  •     — flt  71— fit  kn^^et 

aurait   aussi  r       =.r         =  r 

D'ailleurs  on  prouve  aisément  que  les  /i  —  i  valeurs  précédentes  sont 
différentes  entre  elles  j  car  si  on  avait  r^z=:r  y  a  et  C  étant  plus  pe- 
tits que  /i,  il  en  résulterait  r*=  i ,  €  étant  rfc  (a  —  C)  et  par  consé- 
quent plus  petit  que  n.  Mais  comme  n  est  un  nombre  premier ,  les 

deux  équations  r"  =:  I  ^  r  zsz  i  ^  ne  sauraient  avoir  lieu  ensemble^  à 
moins  qu'on  n'eût  r  =  i  ^  ce  qui  est  contre  la  supposition. 


(437)  Cela  posé  ^  le  polynôme  X  peut  être  mis  sous  la  forme 
J:=(x— .r)  (a?— -r*)  (x  — H) (a:  — /'t'). 

» 

Et  conune  on  peut  mettre  r*  ^  ou  en  général  r  au  lieu  de  r  ^  on  amra 
a^ssi 

X  =  (a:  — r*)  (or  — r*)  (or  — r*) (a:  — /^?r^), 

et  en  général^ 

Jl  =:  (x  —  r  )  (ar  — r    )  (x^^r   ) (a:  — r  }. 

Donc  puisque  le  second^  terme  du  polynôme  X  a  pour  coefficient  + 1  > 
on  aura 

0=  1  4-r42'r'4-r^H-.. +  r»^% 

et  en  général^ 

équations  qui  ont  lieu  sans  désigner  celle  des  racines  de  l'équatian  JTss  o 
q^'l0n  prend  pour  a 


< 


(4^8)  «  TaioRÈn.  Soit  <p.(r,^x<i  i<>  etc.)  une  fonction  rationnelle 
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»  et  entière  (i)  des  racines  r,  ^,  ty  etc.  deTéquation  JTsso^  ou  seule- 
)»  ment  de  quelques-unes  d'entre  elles  ;  si  dans  cette  fonction  on  substitue 
»  successivement^  au  lieu  des  racines  r^  Sy  ty  etc.  y  leurs  quarrés  y  leurs 
M  cubes ,  et  ainsi  jusqu'aux  puissances  de  l'ordre  n ,  lesquelles  se  ré- . 
»  duisent  toutes  à  l'unité  ;  je  dis  que  la  somme  des  n  fonctions  ainsi 
»  formées^ 

w  ^(r,  s,  ty  etc.)  -f-  ^(r*,  s%  «%  etc.)-f- +^(f^y  ^%  ^> etc.), 

»  sera  égale  à  un  multiple  de  n.  » 
En  effet  chaque   terme   en  particulier  de  la  fonction  ^  étant  de  la 

forme  ^r  ^  v  y  et  les  racines  "s  y  iyUy  etc.  étant  des  puissances  déter^ 
minées  de  l'une  d'elles  r^  il. est  clair  que  ce  terme  se  réduira  toujours 

Il  la  forme  Ar  y  où  l'on  peut  supposer  e<Cn.  Donc  1^  fonction  entière 
^(r^  ^ i  ^y  ^y  ^^*)  SG  réduira  à  la  forme 

Si  Ton  met  ensuite  r*  à  la  place  de  r,  ce  qui  change  en  même  temps 

5  en  s^y  t  ^TL  Cy  etc.  ,  la  fonction  ^(r*,  ^%  ^%  «*,  etc.)  sera  représentée 

par  :  .  -i;!.--  ■    ;  •  :  ■) 

.    .  •   ' .    ufjè  t>ii''.  j.'t"        m» 
et  en  général  la  fonction  ^('r  ,    s' ,    r,  etc.)  le  senhpar 

.      -•        -1- \- --. '■• 
J'  4-  jfr*  H-  yfr"* +  .^•î/'»-0« 

Donc  la  somme  de.  toutes  ces  fonctions  jusqu'à  f  (r",  5%  fy  etc.)  inclu-^ 
sivement,  sera  ■  :  ..  >  f 

n:^' 4:  ^  (r  H- r»  H-> /*)         /^       ^     "     "*    ;' 

"  .     ■•  ■■■■■)■ 

r 

■      .  •  ■ 

I 

*■    •  I  .  .  i  ^ 

(])  Nom  appellerons  désormais /biiction  rationnelle  et  entièfe  deè  qiûqlités  r,  ,*r  ^ 

t,  u,  etc.  toate  fonction  composée,  de  tant  de  termes  qu*on  Tondra,  de  la  fonar         ^     ^^^'^^Wjf  r^t^^i^ 
-rfr*A>,  etc.,  ^  étant  m  entifr..  ■  '.      "^  '  .'  -/.::»    :  *^^-%n%C*^ 
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quantité  qui  se  réduit  à  nA'  (n*  4^7) ,  et  par  conséquent  est  un  mul-> 
tiple  de  ». 

tl  est  bien  k  remarquer  que  ce  théorème  a  lien ,  quel  que  soit  le 
nombre  des  racines  r,  Sf  f,  etc.  qui  entrent  dans  la  fonction^. 


.1* . 


(439)  Théorème.  «  Si  le  polynôme  Z  =  a:" -|- -^a:*""*  H- 5x*""* -f- 
»  Cr*""'  -I-  etc. ,  dans  lequel  Jeè  coefficiens  j4y  B  y  <?,  etc.  sont  entiers  , 
»  est  divisible  par  le  polynôme  P  =  x*  +  â^r""*^-  Ax"~*  -f-  etc.,  dont 
n  tous  les  coefficiens  a^  by  c^  etc.  sont  rationnels;  je  dis  que  ces  der« 
M  iiiers  doivent  aussi  être  des  noïhbres  entiers.  » 

Car  après  avoir  réduit  tous  lés  termes  deP,  ei^cepte  le  premier  x"^  à 

un  même  dénominateur  y  soit  ce  dénominateur  ==  a^A  y  af'  étant  la 
piiis  haute  )^lris6iaiiée  de  l'un  des  ncmJn^  pi-enliers  qui  eii  sont  divi- 
seurs ;  on  pourra  supposer  (n*  i4) ,  • 

I  ■  t         . 

«  ■ 

IKyf^,  JP*  étant  des .  polynômes  en  x  dont  tous  les  coefficiens  sont 
entiers  y  le  premier  du  degré  n  commençant  par  x"  y  les  deux  autres 
du  degré  n  — .  i  au  phiaf.'  Si' on  appelle  Q  le  quotieist  de  Z  divisé  par  P  y 
on  pourra  £dre  senablablement 


les  coefficiens  sont  entiers ,  il  faudra  que  le  terme      ^ 


Cela  posé ,  le  produit  PQ  devant  se  réduire  à  un  polynôme  dont  tous 

-~j  disparaisse  de 

lui-même ,  puisque  les  autres  n'ofi^ent,  dans  leurs  dénominateurs   que 
des  puissances  moins  élevées  dé  ax.  Donc  l'une  au  moins  des  quantités 

P*  et  Q^  est  nulle  :  ce  ne  peut  être  P'y  puisque  P  contient  at  dans  ses 
dénominateurs  j  donc  on  a  Ç*  =  o ,  donc  a  ne  se  trouve  pas  dans  les 

dénominateurs  de  Q.  Mais  alors  \f9Xïi  d'une  part  jP*=  P^—  ^  — 
de  l'autre  "Q/^  Q'  +  -^^  le  ^Toàm^^Q  contiendra  la  partie  ^^^  H- 


^ 


^X-y  d^l  leWrtier  terme  uéîtt  être  cèWé  en -2^^  +«^12!,  / et 

«TM.^        X,    .  ,■^  ...^  y/^  .       J  >P  H^  •        ..".Ai  /. 

fi^  étaht  des  nombres  enji^s  (n*  14  ).  Or  la  puissance  la  plus  ^t^e 


de  X  dans  /P'Q*  est  Ihmudre   que  dune   Jf^Q ,  "pùif^  W   cphr 
tient  le  terme . -  jc""^  ,imi  Ertat.  j>oi«t  .dsjns  Q^  J^onc  ^r-^^ — r\-^  ne 

saurait  se  réduire  à  un'entiôr.  jS^ne  Té  polynôme  :P  ne  doit  contenir 
dans  ses  coefficiens  au^^un  terme  fractionnaire. 

(44o)  Tyi^'ORivs.  V  Le  polyt^ome  ^^'dims  lequel  &  est  toujours  snp- 
»  posé  xvx  nombre  |>remier  ^.  ne  pei^t  se  4^<^oi^PQs^^  ^^  .4^^^  facteuics 
»  rationnels.  » 

Car  supposons  que  le  pplynome  ^,du.  degrd  n  —  i  ,.aîl  pour  Êicteuf 
le  polynôme  de  degré  inférieur 


-^ *'  •'    -■/ -  -   wi- f »   ^'}  - .  '.     ; 


=  x*'  +  ax^    ^  ^  bx  "   . . . .  +  /mî  -f-^  ,  ' 

il  faudra 9  parle  théorème  précédent,  .que  tous  lés~coefficiens  a,  b^ 
£?,  etc.  soient  des  entiers.  De  pluô  on  peut  observer  que  y  doit  être  pair 
et  A:  positif;  car  si  ces  conditions  n'avaient  pas  lieu  à*la-fois^  Téquation 
jP=  o  aurait  au  moins  une  racine  réelle^  laquelle  serait  au&ç^  unir-r^in^ 
del'équation  X=o  :  or  on  sait.quQ  celle-ci  n'a-  que  des  racines  imaginaires. 

Soient  r,  s,  i,  Uy  etc,  les  rapines  dç  l'équation. i^=o,  ensorte  qu'on 
ait  l'équation  identique 

.    P  =?=  (x, —  r)  (x  —  5)  (x  —  t)  (x  —  u)  Oilc.,;       .\ 

le  non^re:  des  &clteurs.a:-9-;r9  o^r-^^^.  etc.  étfint  r-.  Orip€mt:4@rtB@r  ^Bf 
yalçur  ^^k^qqf^e  k  ^ .dans -cette,  équation;  so^ldojac  or  m^t,  .  et.  appe- 
lons p* ,  ce  qiie  d^rieni  P;  BOU&  aurons. 

,  /  =  <,  ~  r).  (,  ^  s),  (r  -  0  (t  -  »)  iefc'.    ;    -.   '  :■' 

I  (  ■*"/■■  -  '.  ■ 

Le  nombre ^^i^ura  aus^Lpç^iu'  yijeur  i  rha  +^' ■+-  P -f^  ^^^%..e\  îiîns^,  ij 
sera"  entier;  de  pl^s;  ,fl  4§vr|i  êlr.e.  ^()éti£,  :  pui^qw  .tfii^tss  )kis  raçiiilep 
r,  s,  t^  etc.   sont  in^^^naires. 

Au  moyen  de  l'équation  P=o ,  dont  les  racines  sont  r,  s  y  ty  ùy  etc.  ^ 

il  est  aisé  de  former  une  autre  équation  P^  ^srro,  dont  leèracîrièô  Soient 

r  y  S  y  t  y  tXc.  ^  ct  parcc  que  les  coefficiens  du  polynôme  P  sbrit  ei^ 

tiers  y  le  premier  étants;  i  y  ceux  du  po})iiome  de  même-  degré  P 
seront  pareillement  entiers^  ainsi  qu'il opésulte  des  formules  copsxueç.  Dpnç 

*i  on  Êiit  xs  I  dans  c&acaa ,  des  polynopies  P-^  ^t  que  leanombrà^ 


4?o  THÉORÏTDES  NOMBRES. 

rësoltans  soient  successivement 

f  =  (i— r^)  (i— ^')  (i— ^)  (i— w')  etc; 
.  p*  =  (i— r^)  (i-^^)  (i— ^)  (i— a')  etc. 


jfrz}^  ==:  (i— r^O  (i— ,9^0  (i— 1»- 0  (i— «"^0  etc.; 

il  est  clair  que  tous  les  nombres  p\  p\  p'y . .  .;?C"-*>  seront  des  entiers 
positifs. 

Maintenant  si  on  multiplie  toutes  ces  équations  entre  elles^  et  qu'on 
observe  que  par  l'équation  X  =  {x — r)  {x — s^  {x — i) ,  etc. ,  on  a  pour 
chacune  des  racines  r^  Sy  ty  etc; 


(i^s)  (x— O  (i— 5') •..,(!— 5— «)  S  n 
etc. 


/»»•«•  r»(«— 0  '^ 


le  produit  sera 

p'p'p"  • . .  •p^'^'^  s=  n 

Mais  puisque  toutes  les  quantités  p^,  /?%..•  ./^^"""^  sont  des  entiers  po- 
sitif, et  que  leur  noinbre  ;i— •  i   surpasse  f,  il  faut,  pour   que   leur 

produit  soit  n  ,  que  quelques-unes  d'entre  elles  soient  égales  à  /i  ou  ë 
tine  puissance  de  n  y  et  que  d'autres  soient  égales  à  l'unité.  Le  nombre 
de  celles-ci  ne  peut  être  moindre  que  n — i— fj  si  on  l'appeUe  *,  il 
est  clair  que  la  somme  p  +;?'+;?'. . .  .+;^"-'^  sera  de  la  forme  Jf-f-^n, 
Or  on  a  démontré  (n*  4^S)  que  la  même  somme  ^  en  y  comprenant /?^*^, 
qui  est  zéro^  est  un  multiple  de  n.  11  faudrait  donc  qu'on  eût  k^j4n==Bn, 
équation  impossible,  puisque  À:  est  < y  et  i>»— i— f,  ou  =  ji'—i  —y. 
Donc  si  P  est  diviseur  de  la  fonction  Xy  les  coefficiens  de  P  ne  peuvent 
être  des  nombres  entiers.  Donc  la  fonction  X  ne  peut  avoir  que  des  ho 
leurs  irrationnels. 

;  •  fi^nuuxpÂe.  Ce  théorèine  n'aurait  pas  lieu  si  n  était  un  nombre  corn-- 
posé.;  par  exemple,  lorsque  nz=:QyOn  a  X=:(jc^+x+i)  (x*-|-ar'-}-.i). 

(44  ï)  Puisqu'il  est  démontré  que  le  polynôme  yt  ne  peut  avoir  aucun 
acteur  rationnel,  n  étant  un  nombre  premier,  la  résolution  de  l'équa- 
tion Xsso  ne  peut  se  Êdre  qu'en  décomposant  X  en  £Bicteurs  irration- 


*■  •    .       ■■    •• ■♦     A       \V=        ..•     .    ..-v:-  .,\        "^ 


*•      .%.*.        ^  , 


1 


.f 
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nels.  Or  là  théorie  que  nous  allons  exposeï^^  d'a'prèit  M.  Gauès^  a  pour 
but  dé  démontrer  cette  proposition  très-générale  : 

cf  Ayant  décomposé   n  —  i   en  Êicteurs   premiers  a,  é,  c,  etc.,  de 

»  sorte  qu'on  ait  /i— •  i  =«  b  c^ ^  etc.,  je  dis  que  la  résolution  de  l'é^ 
w  quation  J)r=:o,  ou,  ce  qui  revient  au  même,'  celle  de  jc"  — i=o, 
>>  pourra  toujours  se  réduire  à  la  résolution  de  plusieurs  équations  dç 
D  degré  inférieur,  savoir:  a  équations  du  degré  a,  €  du  degré  b^  ydvi 
»  degré  c,  et  ainsi  de  suite.  » 

Par  exemple,  si  l'on  a  71  =  75  ,  ce  qui  donne  ti^— 1  =:i^.3%  laréso<« 
lution  de  l'équation  x^^  —  1=0  s'effectuera  moyennant  trois  équations 
du  second  degré  et  deux  du  troisième. 

Si  l'on  a  n  ==  1 7 ,  ce  qui  donne  /^  —  1  =r  2*,  la  résolution  de  l'équa-- 
tion  x'^  — I  =0  se  réduira  à  celle  de  quatre  équations  du  second  de^ 
gré.  On  peut  donc  diviser  géométriquement  la  circonférence  en  dix-sept 
parties  égales ,  ce  qu'on  était  loin  de  regarder  comme  possible  avant  la 
démonstration  de  M.  Gauss.  ' 

En  général,  si  le  nombre  premier  n  est  de  la  forme  :2"*+ 1^,  on  pourra 
réduire  la  résolution  de  l'équation  a:"— -  i=:o  à  celle  de  m  équations 
du  second  degré;  il  ne  faudra  même  que  m — i  de  ces  équations,  s'il  ^ 

s'agit  de  la  division  du  cercle  en  n  parties  égales.  *      / 

Observons  que  a"*+ 1  ne  pourrait  être  un  nombre  premier  ,  si  m  était  i     $ 

impair  ou  qu'il  eût  seulement  un  diviseur  impair,  car.  2**'*""  +  i   a  pour  t  i/ 

à£  «...  ^'' 

facteur  3,  et  a    +1  a  pour  £ïcteur  a  +1,  si  ^  est  impair.  Donc  ^"+1  '   \\'\ 

ne  pourra  être  premier  que  lorsque  m  sera  une  puissance  de  a,  et  ce-  >     ' 

pendant  il  ne  sera  pas  premier  toutes  les  fois  que  m  sera  une  puissance  ^ 

de  2;  car  il  y  a  exception  lorsque  m=  a^=52. 

Après  les  cas  de  m=i,  n,  4 9  q^i  ^^^^  déjà  connus,  si  l'on  prend 
celui  de/n=s8,  il  en  résulte  #i  =  a*  +  i=^57,    qui  est  un  nombre  *^  fVt 

premier.  Donc  on  peut  diviser  géométriquement  la  circonférence  en 
nSj  parties  égales,  ce  qui  se  fera  au  moyen  de  sept  équations  du  second 
degré. 

La  division  géométrique  peut  se  faire  aussi  en  ^55  et  ^56  parties ,  puis- 
que a55  =  5.5.17  et  ^56  =  a*  ;  de  sorte  que  les  trois  nombres  consé- 
cutifs a55,  256,  257,  ont  la  propriété  de  diviser  géométriquement  la  cir- 
cotiférence.  Dans  les  nombres  inférieurs,  il  faudrait  descendre  jusquîà 
i5,i6,  17,  pour  rencontrer  une  semblable  propriété. 

Et  parce  que  a'^-j- 1  =65557  est  aussi  un  nombre  premier,  si  ou  re- 
marque que  a'^  — 1=:(2' — i).(2'-f-i)  =  a55.a57,  on  verra  que  les 

56 


I 


H 
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tyOM.  iiocf^bt«s  conte^ctilifs  65535^  65536>  €BSZ^,  qhcyî^âe  trë^AB^^ 
jouissent  encore  de  lu  même  pvôi^Aêlé.  JMEà^^MI  M  i^ut  Mtltimtèr  irinàlé^ 
dtutemënt  cette  sAite^  p&tce  que  d^4-i  ïi'ést  p&s  iih  ûotâbï^  j^ramfeen 


i  • 


,  '(44^)  l'^ute  tacine  de  l'eopiatioh  Xrssà  poavantétre  représentée  par 

y"^,  &ti^ctântnizëromniuïlîple<le  h^  noué  dësîjgfù'élPOùs  Celte  IrWîîttç  ^^àt  Tex- 
Jii^eitôîon  âbî^géé  (if).  Cela  posé,  deux  racines  (a)  Bl  (I?)  àéfonl  lés  ùièiïié& 
si  a — Ç  est  divisible  par  /i,  et  différentes  s*îl  ïi'^esi  pas  dîVÎsflile.  De  plus  ^ 
îl  finît  de  Toriginè  de  cé^  râcihés  que  le  produit  i^(3t)><(Ç)ti=*(A-f-6)  ,  et 
iiftVé  là  puîsèancé  (à)^  =£:  (ma) ,  propriétés  aliàlogucs  à  tfdfes  deS  loga- 
rithmes. On  observera  aussi  qu'on  â  (6)==i  ,(»)==  i ,  et  ett  gftfcétaï  (fe>)s=feî  , 
pntfeqûe  ces  expressions  représentent  /^,  /^,  r*%  qtiî  sont  égales  à  INinité. 

Toutes  les  racines  de  l'équation  X=:o  sont  représentées  par  la  suite 
(i) ,  (2) y  (3). .  •  •(/»-—  i);  mais  comme  au  lîeu  de  r  on  peut  prendre  e!tk 

-         ■  •  r 

général  r  ,  pourvu  que  et  ne  soit  pas  divisible  pâtr  n^  t^e^  mèûies .  Xttoki^ 

%èt^t  représentées  par  là  "suite  (a),  {i»a),  (Sèt).  •  .(/z^-^  i««),^nedif-^ 
fêfêra  ^  la  ^rfemîfere  Vpîre  par  TôYdre  de  ses  lenftes. 

(445)  Considérons  maintenant  l'équation  îndéterniinéea:*^'-—i=:diK(/i)y 
dont  le  second  m^erobre  désigne  un  multiple  quelconque  de  n.  On  sait 
qiieles  à  -^  i  racines  de  cette  équation ,  supposées  positives  «t  moindre^ 
i^n>^ttntia^«\iiti&des  iiOBàl^  i>  <%  ^.^..in^^x).  On   Mit 

-en  tcAvsSd  len^  (^  556)  qu'il  ^ist  toujonrsf^ssvble  «de  frotrver'un  nombre  g 
'^i  par  i^es  ^i^^ncfe^  successiyeis  doti^e  tontes  les  tracines  de  la  tnéme 
équation  ;  de  sorte  que  la  suite  g^,  ^%  8^%-  •  «^"^S  <ï*i,'ce  qui  revient  att 
liiéme,  ^yg^V^^S-  •  •é^'^%  dc^ne)  eh  omettant  les  meâftiples  de  Ai^  leswôlnes 
termes  qbi  sèût  ûùhteiins  âsïls  la  miîte  t^  i»^  5. .  ^  .*(a^^i). 

Ce  n'bmbi'e^^  anqtteinoros  âdttlteMnk'1ë^nbmdé:'Atc//2e]p'j^iV/f^e^  doit 
^èffffe  tel  qufe  -Mriftant  ptes  pétft  *cfik  W*-*- 1 , ^ôti  ne  .puisse  afveiir  ^  :ii=  i ,  tm 
^  —  I  =  cK(n).  Alors  (t  étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  », 

on  pourra  k)ujours  trouver  un  exposant  ft  tel  que  g  =zùt^  <c'est*4-dire  y 

-tel  ^ie  ^^ — k±sî6lt(n)'i  cior  le  faétt^bre  «,  's'il  se  tnnivfe  'dajîs  la  suite 


X,  a,  5 . .  .'»-^T  ^hdôit  égaléniént  «e  fandirrer  ^ns  k  sdte  ^jgfg*y  g^—^' 
et  si  oc  est  plus.^^nd^e  it,  il  miffitrde  t^enmèérer  le  reste  de  a  divisé 
-pW'n. 

Au.  moyen  de  la  raeiiie  primitive  g  on 'peut  dette  expi'kner  toirtcs  les 
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f>weid^Pé^ti<mZs==o,.cl^c«ttemaiwèr«:(ï),  (g),.  (éf)."'C^*)> 
et  plus  généralement ,  en  prenant  pour  a.  un  nombre  <{uek<mqtte  noa-» 
dirâittle  par  »,  Ce» vaeioâs ppqrrônt iju-e T^rçsenbées pac  1^ suite 

elles  le  seraient  ^alçpieQt  par  la  siiiti^ 

si  G  ^taît  tmc  autre  racine  primitive  de  Fëquation  a:^*  —  i  s=;dff (/i)  ;  at 
il  en  existe  toiqours  plusieurs^  excepté  le  cas  de  n=:S,  oh  il  n'y  en  a 
qu'une, 

(444)  Soit /îiun  diviseur  quelconque,  premier  ou  nopt-preniîçr,  de  72—1, 
et  soit  it — 1=171^,  rëqualion  indéterminée  o''^* — i  =otC(n)y  qui  devient 
«"*— I  =  (M(n),  pourra  $e  décoipposer  e.n  un  nombrp  k  d'équatipns  de 
la  forme  jc"— -<rf=o^(/ï). 

Pour  cela  il  faut  Êdre  -^*=s:i ,  c'est-à-dire,  ^* — 1  :=:c4C(n);  et  si  on 
représente  par  i,  -^',  A^. .  .-^^*^'?  les  A:-=-i  valeurs  de  ^  qui  satisfont  à 
cette  équaljion,  il  est  clair  que  Féquatitm  a;**.*«— xs=;ûK(i»)  sera  équivdenta 
^çe»  k  équatioi)^  : 

oc*  —    I         S=   Ç^(7ï) 
Jp"  -i^     =  o^(/ï) 

o:-  —  ^'    =  a«(/^) 


et  toutes  les  solutions  de  Téquatidn  af  •—  i  s=:c4C(n)  seront  ainsi  parta- 
gées éa  k  groupes  de  diacim  m  tensio» ,  puisque  dbwcpiae  i^  éqiiajdona 
précédentes  doit  avoir  m  solutions. 


(445)  Appelons  et,  a\  cef  •  • .  «  tfi^^\  le»  ivr Mciaes  de  Tiquatioa 
terminée  oc*  — ^=o4£(a);  .Ces  mèii^  raçi]i^es  considérées  comme  ex- 
pc^ans  de  r  et  transportées  à  l'équation  '  JT = 0  ^  formeront  le  groupe  de 
racines  correspondantes 

•  •    •  •    •  ■    •   . 

que  nous  appellerons  une  période  j  et  que  nous  désignerons  par  Fexpre^^ 
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Ftô^sant  "à'tin  de  ses  letaie^.     '  :    •   :  .  \ 

Sous  €6  pomtrde-*vue^' Idftotâlitë  des.raciiies  de  Féquatian -^âo 
forme  elle-même  une  période  de  n — i  termes  ^^  dont  un  terme  est  r* 


*    •   •   •    ■ 


ou  (i);  et  cette  période  peut  se  désîgnei;par  (n — ;i,  i)  où  (n— -i ,  cl  ), 
«  étant  un  nombre  quelconque  non-divîsible  par  n. 

Lorsqu'on  fait  n— 'i.=  m/t,  lapériode  totale  (/i— ^i ,  i)  ou  (mi,  i)  se 
d^'composera  en  ^périodes  de  m  termes ,  dont  une  quelconque  sera  dé- 
^gpéè  par  (m^  a).  Mais  il  convient  d'examiner  plus  particulièrement  lu 
formation  de  ces  périodes. 

,  (446)  Pour  trouver  toutes  les  valeurs  de  ^  qui  satisfont  à  réquation 
ijf*  — I  =c^(/^),  j'observe,  qu'on  peut  faire  -^*  =g^"^*  =g^^  ce  qui  don- 
nera Azz^g^i  et  cette  valeur  élevée  à  ses  puissances  successives  donnera 
toutes  les  autres^  de  sorte  que  les  k  racines  de  l'équation  A^'^i^zottÇn)^ 
seront 

i>  ë^y  g""" ^*-*^. 

»    • 

Ces  valeurs  sont  toutes  diff^entes  entre  elles  ;  car  si  on  avait  g  '  :=:g    y 

il  en  résulterait  g''"  '^=  i  ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  (445)>  puisque 
m(fjL — v)  est  plus  petit  que  mk  ou  /z— -i. 

Les  valeurs  de  A  étant  connues^  il  sera  facile  de  résoudre  chacune 
des  équations  x*  —  -^  z=  cM(n)s 

Et    d'abord   l'équation  x" — i  =  o^(«)  étant   la  même   que 

af* — g^*  =  <M(n)  y  on  en  tire  x:=ig^.  Soit  donc  h:=:g^y  et  les  m  valeurs 
de  X  dans  l'équation  j:r"  — .  i  =  otl(ji) ,  seront 

On  prouverait  d'ailleurs  ,  comme  ci«-dessus ,  qu^elIes  sont  toutes  diffé- 
rentes entre  elles. 

La  seconde  équation  ar"  —  ^'=o^(/î),  où  l'on  a  ^'=:g^,  donne 
iie;s!sg ,  et  de  là  les  m  solutioas  comprenant.  le  second  groupe  * 

'V/  gf'y'  gV,.:....ghr-\     - 

La  troisième  a:"  — -^' = c^(n) ,  où  Ton  a  -^'=:g^*"»,  donne  pour  les 
valeurs  de  x  composant  le  troisième  groupe  y 

et  amsi  de  suite.     ' 


.' .  ' '  ï 


f*. 
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'  Reranant  donc  à  Tëquation  JSTss  o  ^  on  voit  que  les  racines  formant 
la  période  (/w,  i)  sont 

que  les  m  racines  de  la  seconde  période  (^y  g)  sont  - 

(g),    (gf^)y     (^^O (gh'-')i 

ta 

que  les  /n  racines  de  la  troisième  période  (m,  g^)  sont 

(^),     (g*k},_{th') U-A— ), 

et  ainsi  jusqu'à  la  période  (m,  g^~') ,  «pii  comprend  les  racine^ 


(447)  La  période  (n— i,  i)  ou  (mky  1)  comprenant  toutes  les  racines 

de  l'équation  Xs=o^  se  divise  donc  en  k  périodes  de  m  termes,  lesquelles 

sont  : 

(m,  i),     (m,  g)y    (m,  g^^. (^,  g'^')} 

et  parce  qu'au  lieu  de  r  on  peut  mettre  r  ,  ou  parce  qu'on  peut  suppo- 
ser et^=:g^^  ces  k  périodes  peuvent  aussi  être  représentées  par 

(m,  a)  >     (m,  ag),     (m,  ctg^) (m,  fl^*T*), 

a  étant  un  nombre  quelconque  non-divisible  par  n. 

Chacune  de  ces  périodes  représentée  par  (m^  et)  est  composée  des 
termes  (a),  (otA),  (*A*). . .  .(ctA"^*);  et  conmie  celte  suite  est  rentrante 
sur  elle-même,  puisqu'en  omettant  les  multiples  de  riy  on  a  ahrz=zoLy  il 
est  clair  qu'au  lieu  du  terme  (et) ,  on  peut  prendre  un  terme  quelconque 
de  la  période,  et  qu'ainsi  la  période  désignée  par  (/»,  et)  peut  l'être  éga- 
lement par  (m,  aA),  (/n,  «A*),  etc. 

(448)  Ayant  ainsi  décomposé  la  période  (mk,  1)  enk  périodes  de  m 
termes,  dont  une  quelconque  est  (m,  oi),  si  on  a  mz=:m'k\  on  pourra 
décomposer  de  même  chaque  période  (/»,  et)  ou  (mT,  a)  en  f^  périodes 
de  n/  termes. 

Soit  x"^ — AzzzJUin)  l'équation  indéterminée  dont  les  racines  servent 
a  former  la  période  (/ti,  a)  / de  sorte  que  et  soit  une  des  valeurs  de  or, 
ou  qu'on  ait  a"*  s=^;  nous  commencerons  par  décomposer  Téquaticm 


\ 
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indéterminée  or*— -rf=&o4É(/î)  ou  a^T — AzzzotiÇn)  en  A^' éqiiilîoM  de 
la  forme  a:"' — B=,ctC(n).  '  \ 

Pour  cela  il  faut  qu'on  ait  B^  —  ^  ^=  cttÇn)  y  ou  pour  abréger  ^  •  • .  •* 
jB*'=:i^==a"'=a"^*'j  delà  on  tiréi?=A"*',  ou  plus  généralement  ^=;a"y; 
y  étant  Tune  des  racines  de  l'équation  ^  -—  i  =  <M(n).  Celle-ci  donae^ 
en  omettant  toujours  les  multiples  de/ï,  jr^  ^a^sii  :?=gf'^*5=:g^*=g*^î'*; 
donc  jr  =:  ^'*. 

Soit  g'  5=^'» =§<•=»>•*',  et  les  *'  Talents  de  B  seront 

On  aura  ensuite  à  résoudre  les  k  équations 

OC^  —  ai*'  sac  olf  (/i) 

jc*^  — -  a"^g^'  =  oiC(n) 

JC*"  —  *"'^*        =  ott(n)    . 


€t  le  groupe  de  rtcines  provenant  de  chacuo^  de  ces  équations  «ervii^ 
à  former  l'une  des  périodes  de  m' termes  4ans  le^queUçs  «e  décampas* 
la  période  (m^  ol). 

(449)  La  première  jc*' —  a"*' = olt(/i)  donne  a:=:a^  ou  plus  généra- 
lement xsri^ajryjr  étant  une  des  nt^  racines  de  Té^iation^—*  is=:oJK(;2). 
Celle-ci  domie^  en  omettant  les  multiples  de  fi  y  ^'sssi  ==^"^*S5=^^-*; 
èoncj=g*^.  Soit  A('=g^*c=s^»^-*^'^,  et  les  racines  de  ï'éqnatioB .  •  » 

ûC^^^ctf^  tg::etC(n)y  Seront 

CL  y    ah\    ttA'» 0ji'^'^-^. 

La  seconde  équation  af^  — ^  a'^g^  =  otCÇn)  ne  diffère  de  la  précédente 
qu'en  ce  qu'au  lieu  de  a"^  on  a  ct"*'^'  ou  ct'^g^^i  wxsi  il  suffit  4^  mettre 
ttg*  à  la  place  de  a  ^  et  on  aura  pour  les  racines  de  la  seconde  ^quatioA 

celles  de  la  troisième  seront  semblablement 

et  ainsi  de  suite. 


/  CINQUIÈinS  PARTIE,  l{4y 

Dont  k  (>éri<Mb  (m^u)  oa  (m'i^^a)  ae  dëcûuy osera  en  Jif  périodes 
àb  m^  \ertues  y  &iYdir  : 

H  Vuae  qaelcoaque  de  ces  périodes^  désigaée  {lar  (m\  C)j  contieodra 
)e$  racxnes 

elle  potiTth  être  ^alettient  tièsigiiée  pat  (J^,  Ç^')>  (''^^  ^^)y  ^^' 

(450)  Maintenant  les  autres  50ui-divisîons  ^  s^il  y  a  lieuj  ne  pré- 
Muteut  aucune  difEcuhé.  Par  exemple >  si  l'^n  a  îrizamrfl^y  et  ^'oa 
veuille  de  nouveau  décomposer  la  période  (m',  et)  ou  (m'k'y  cl)  en  T? 
périodes  tie  m*  termes^  ces  périodes  seront^  en  faisant  ezszM'^ 

(nfyft),    im%^)y     ««^ K,^«*^'^î 

et  chacune  d'elles^  par  exemple  la  période  (rr^y  et),  sera  composée  des 
racines 

(a),-   (ctjy),    (a^)......(aH-^-% 

ou  Ton  a  ffrsz^^S^''^;  ASnti  onpeut'flirecteiknent'Obtemrires  périodes 
sans  recourir  à  celles  qui  procèdent. 

(45 1)  SfÂl  poirr  exemple  iir=  vq*  connne  a  est  une  des  racines  prî^ 
milives  de  i*éqtBrtron  x^—*-i  =  c^(-r9),-mi  pourra ^aire  g^=^*  Si  ensuite 
on  décon^se  4e  noitibre  /i  — i  3=18  en  deux  facteurs  6  et  5,  on  fera 
m =6,  A=$,  *±±^=:8.  La  période  (18,  i)  contenant  toutes  les  ra- 
cines de  Téquatioti  Jir=:Oj|  se  décomposera  donc  en  trois  périodes  de 
six  termes,  savoir  :  (6,  i) ,  (6,  2)  et  (6,  4)* 

La  période  (6,  i)  comprend  les  x^cines  (i),  (8)^  (8'')[,  etc.,  lesquelles, 
par  l'omission  des  multiples  de  19,  deviennent  (i),  (8),  (7),  (18), 
(11),  (12). 

Multipliant  les  nombres  ainsi  réduits  par  2,  et  omettant  encore  les 
multiples  de  19,  on  aura  (3),  (16),  (14),  (17),  (5),  (5)  pour  les  racines 
qui   composent  la  période  (6^  2).  . 

Enfin  on  ti'ouve  de  même  que  les  racines  composant  la  période  (6,  4) 
sont  (4),  (i3),  (9),  (i5),  06),  (i6)- 

Ainsi  les  1 8  racines  de  Téquation  X = o  sont  distribuées  entre  ïes 
trois  périodes  (6,  1)9  (6,  i|),  (€^  4)>  ^^  toute  piériodfi  désignée  par 
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(6,  et)  se  rapportera  à  l'une  de  ces  trois  périodes,  savoir,  k  celle  dans 
laquelle  (a)  est  compris.  Ainsi  on  a  (6,  5)  =  (6,  a), .  (6,  5)  =(6,  a), 
(6,  6)  =  (6,  4) ,  etc. 

(45a)  Si  Ton  vent  décomposer  ultérieurement  Tune  des  périodes  dé 
six  termes  en  trois  autres  de  deux  termes^  on  aura  y  d'après  les  formiJes 
du  n*  44s  >  n/z=:!iy  A'sS,  g^=8.  Donc  la  période  (6,  i)  se  décom- 
pose en  trois  autres^  savoir:  (2,  i),  (2,  8),  et  (a,  64)  ou  (2,  7). 

Et  pour  ayoir  les  termes  dont  chacune  de  ces  dernières  périodes 
est  composée^  il  feut  prendre  A'=g^*'*=:2^=i8.  D'après  cette  valeur 
de  h^y  les  deux  termes  de  la  période  (2 y  i)  seront  (i)  et  (18),  ceux  de 
la  période  (2,  8)  seront  (8)  et  (i  i) ,  et  ceux  de  la  période  (2  ,  7)  seront 

(7)€t02)- 

Décomposant  de  la  même  manière  les  périodes  (6^  2)  et  (6^  4)9  ^^ 

formera  le  tableau  suivant^  qui  contient  les  périodes  de  six^  de  deux 

et  d'un  seul  terme  y  dans  lesquelles  se  décomposent  les  racines  de  Yé-* 

quation  X=o. 


Périodes 
de  six  termes. 

Périodes 
de  deux  termes. 

.   Ternies 
simples. 

(6,  0 

• 

0,  0 

(^,    8) 

C=,   7) 

(0,08) 

(  8),  00 

(  7) y  (»2) 

(6,2) 

(a,  3)    . 

(a,  ,6) 
(2,  14) 

(2),  ('7) 
(16) ,  (  5) 

(i4),  (  5) 

(6,4) 

(2,    4) 
(a,  ,3) 

(2,    9) 

C4),  (t5) 
05),  (6) 

(  9),  (»o) 

(453)  Théorèmk.  (c  Soient  (/n^  et),  (m,  C)y  deux  périodes  sem«- 
»  blables^  ou  du  même  nombre  détenues  m,  mais  d'ailleurs  égales  ou 
i>  inégales;  si  on  désigne  par/(/7i,  et)  et /(m,  ^,  la  somme  des  racines 
})  dont  ces  périodes  sont  composées^  et  que  le  produit  de  /(m y  flt)par 
»  /(m,  €)  soit  appelé   11^  je  dis  qu'on  aura 

^        Ti,^f(jn^  «  +  C)  +f{m,  ah  +  f )  +/(iii,  «A*  H-  0  H-  etc. 
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»  (a),  (ctA),.(ct.A*),  etc.  étant  les  différentes  racines  comprises  dans  la 
»  période  (w,  cl).  » 

En  effet,  soit  comme  ci-dessus  n — i  =  nik  et  kz=:g*^  on  aura  par  ce 
qui  précède  (m y  a) zz=:(jn y  eth)  z=:  (m ^  eth^)  ,  etc.  On  aura  aussi. ...... 

f(rny  ê)  =  (€)  4-  (€h)  +  (€A»)  -|-  etc.  Donc  le  produit  n  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

(^)  f(^y  «^)  +  (€h)  /(m,  aA)  +  (Ck^)  f(m,  ah')  +  etc., 

le  dernier  terme  de  cette  suite  étant  (^'h'"'^') /(niy  ctA""^').  Mais  puis({oe 
/(m,  çl)  =  (a)  -f-  (<*A)  +  (*A*)+  etc. ,  et  qu'en  général  (a)  x  (é>)=(cH-€), 
on.  aura  (ê)/(/w,  ^t)  ==  (a+€)  +  (otA+O  +(*^*  +  ^)  +etc.  Dévelop- 
pant de  même  chacun  des  autres  produits  partiels,  on  aura  le  produit 
lotal  n  = 

(tf  +  f)  4.(^^4.?)  +(rtA*  +  tf)  +... .+(  «A"»-»+  C  ) 
+  (aA  -Jr  CA)  +  (**•  +  CA)  +  (  dh^  +  Ch)  +....+(  Ah"^  +  W) 
+     (*A*  +  CA*)    +  (*A3  -I-  CA*)  +  (  (tA*  +  ao  +....+( ctA'"-^»+  CA») 


Prenant  la  somme  des  différentes  colonnes  verticales  qui  donnent  cha- 
cune une  même  période ,  on  aura  le  produit  cherché 

n  =  /(m,  flt-K)  +/(/»,  «AH-€)  +/(//î,  aA*+e) +/(/w,  ctA'"-'-!-^). 

(454)  Voici  maintenant  quelques  corollaires  généraux  qui  se  déduisent 
de  cette  proposition. 

I.  Les  différentes  parties  dont  le  produit  n  est  composé  se  réduiront 
toujours  soit  à  l'expression  /(/»,  o)  ou  /{piy  n)  dont  la  valeur  est  m , 
soit  à  quelques-unes  des  quantités  /(/w,  i),  /(w,  g)yf(^y  g*)  etc.  Donc 
on  aura  toujours 

*  ■ 

n  =  am-^-ci  f{my  1)  H- a'/Çm,  g)  +  a*/(/w,  g^)  +  etc. 

les  coefficiens  a,  a',  if  y  etc.  étant  des  entiers  positifs  ou  zéro.  "^  *'^^^A/U-^ ^ 

II.  i  étant  un  entier  quelconque  ,  le  produit  de/(/w,  *a)par/(/w,  i€) 
s^=/(/7i,  iA'i'iC)+f(my  icLh^iC)  4-/(/»,  i«A*+iÇ)+  etc.;  ce  même 
produit  s'exprimera  donc  aussi  par 

nW  =  awH-  (^/(my  i)  -h  aY(w,  ig^)  -f-  ay(7/î,  /g^*)  +  etc. 

57 
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Uf.  Le  produit  de  deux  quantités  de  la  forme/(/i9y  a)  pouvant  too:-* 

jours  se  réduire  à  la  somme  de  plusieurs  quantités  de  lamêihe  espèce, 

.  il  est  clair  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque  de  quantités  de  cette 

.  forme^  et  par  conséquent  aussi  leurs  puissances  et  les  produits  de  ces  puis- 

•aances  se  t^éduinonit  toujours   à  nae  forme  linéaire  leUe  que 

Am-^-A'finiy  ^^^A^fiin^  g)  +  etc. ,  les  coefEciens  A^  A'^^A'^  ete» 
étant  des  entiers  positifs  ou  zéro. 
IV.  Donc  si  une  fonction  F  est  composée  de  plusieurs  termes  de  la 

forme  Ni  itv  y  etc.,    où  iV«st  entier,  et  <,  Uy  Vy  etc.   désignant  les 
i  quanti  tés /(m,  a),  /(w,  €),  /(m,  y)  y  etc.  ;  cette  fonction  «e  réduira  tOH- 
}Oars  à  la  forme  A-^-A'  fl^riy  i)  +  A'fimy  g)  H-  etc. ,  les  coefficî«ns  A  , 
A\  A' y  etc.  étant  pareillement  entiers. 

Si  ensuite,  au  lieu  de  tyUy  \^  y  etc.^,  on  substitue /(w,  ioL)y  J{rny  iS)y 
finiy  iy^y  etc.  respectivement,  le  résultat  formé  avec  les  mêmes  coeffi- 
ciens  A  y  A'  y  A"  y  etc.,  sera  A^A' f{my  i)^  A'f{my  ig)  -f-  etc.  Car  le 
changement  dont  il  s'agit  se  fait  en  substituant  simplement  r^  ^iVy  puis^ 
qu'alors  toute  racine  désignée  par  (a)  devient  {i<t)  ;  il  faut  seulement  que 
I  ne  soit  pas  divisible  par  n. 

(455)  Théorème,  ce  Si  Ton  considère  comme  donnée  la  quantité 
»  fipiy  cL)z=:py  je  disque  toute  autre  quantité  delà  même  espèce y(/w,f) 
»  se  déterminera  rationnellement  par  le  moyen  de/?,  de  sorte  qu'on  aura 

»  /(/w,  e)  =zA  +  A'p  +Ay  + H-  A^'-'Y-'y 

»  A  y  A' y  A' y  ctc.  étaut  des  coefHciens  rationnels.  » 

JDésigmms  par  p'y  p'y'p'y  etc.  les  quantités  /(m,  oeg^),  /(/»,  ^•), 
/{fïiy  etg^)  y  etc.  respectivement  ;  parmi  ces  quantités  se  trouvera  néces- 
sairement  /(/»,  &)  >  dont  on  cherche  la  valeur. 

La  somme  des  racines  de  Téquation  ^=0  étant  —  i,  on  a  pont  pre- 
mière équation 

0=  I  +/?+;?'+;?'  +  etc. 

Si  ensuite  par  le  théorème  précédent  on  développe  les  puissances  succes- 
sives p^y  p^y . .  ./^*"',  pour  les  réduire  à  la  forme  linéaire  ,  pn  aura  ^— •  a 
autres  équations  de  la  forme 

/?*  =  om  -4-  é//?  -f-  ifp^  -|-  a'p'  -f-  etc. 
p^  =:bm  '\-  Vp  H-  hy  4-  Vp'  4-  etc. 

/?^  =  cm  -f-  c'p  -|-  i?p'  -f-  <^jf  +  etc. 
etc. 

où  les  coefliciens  doivent  être  des  entiers  positifs  ou  zéro. 
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Avk  mùyèm  de  ces  k — i  équations  ^  il  est  clair  qu'on  pourra  débemû- 
ner  les  A— i  quantités  pi  y  p^,  p^,  etc.  eit  fouctioxis  de  py.  etlk  yaleuip 
de  chacune  sera  de  la  forme  ^-f-^/?+  A^p^-^. .  .H-^^*""^/^*""**  ^  y  ^\ 
A' y  etc.  étant  des  nombres  rationnels. 

C'est  ce  qui  aura  lieu  nécessairement  par  la  nature  des  équations  lî* 
néaires ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  dans  le  problème  une  indétermination  fon- 
dée: sur  ce  que  l'une  des  équations  ci--dessus  serait  une  conséquence  dés. 
autres.  Mais  coxome  elles-  contiennent  dans  leurs  premiers  membres  di£^ 
férentes  puissances  àe  p  y,  nulle  de  ces  équations  ne  pourra  être  une  con- 
séquence des  autres ,  à  moins  qu'on  ne  suppose  qu'entre  les  quantités  p^ 
;>*^%  etc.,  il  existe  une  relation  telle  que  o=f'^P'^p*+*'''^^'^P^''^'^ 
Qr  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu. 

En  effet,  les  équations  qui  donnent  les  râleurs  linéaires  des* puîssanceft 
p^y  /?',  etc.  donneraient  également  celles  des  puissances  de  ^',/?%etc. , 
puisqu'en  général  si  une  fonction  entière  de /(m  y  ce)  est.  •....•• 
A-\'A'f{my  i)-f-  A'f^myg)  -|-  etc. ,  une  semblable  fonction  de/Xm,  ici) 
sera  A  -f-  A'  f(jny  i)  -|-  A  /(niy  ig)  -f-  etc.  Donc  Téquation  qui  détermi- 
n^erait  ^,  savoir  :  az—fr^jTp  ^JTp^*  • .  4^/^"'^/:^*^%  conviendrait  égalof^ 
ment  aux  autres  quantités  p^y  p'y  etc.;  elle  devrait  donc,  ét^e  dhi degré  k- 
et  non  du  degré  k  —  i,  ou  d'un  degré  inférieur. 

Si  on  objecte  que  parmi  les  quantités  /?,  p\  p^y  etc.  il  pourrait  y  eit 
avoir  qui  dissent  égales  entre  elles ,.  j.e  répondrai  que  suivant  la  marche 
ordinaire  de  l'analyse ,  l'équation  en  p  n'en  devrait  pas  moins  être  du 
degré  k ,  mais  qu'alors  elle  aurait  des  racines  égales. 

Au  surplus,  il  est  &cile  de  ftire  voir  par  une  autre  consîdérâtîbii  que 
deux  des  quantités  ^,  ^',  ;>?,  etc.  ne  peuvent  pas  être  égalés  entre  elles.  Em 

effet  ^^  désignant  une  somme  telle  que  x  -^œ    -f-o:   +etc.,  et^'  une 

«omme  semblable  x  '\'X    +etc.,  si  ces  deux  sQcomes-  étaient  égales; 
il  ^drait  qu'on  eut 

X  -|-ar    +a:    -+f  etc.  -^  a:  r^x    ^^x    — -etc.ssso, 

les  nombres  a,  ^,  a',  C,  etc.  étant  positifs.et  plus  petits  que  n— ^i.  Donc        /    /   ii  '      ' 

il  faudrait  que  le  premier  membre  de  cette  équation  eut  un  oommuu  di   '  ^^^^^^  VtJ^iAv^ 


wmtmrwfwu  In  lunetiuu  Jty  cJUoe  commun  cii^iJtm"jl'i"ill  lliuyiihiiuiimtnt      ê     »       g^      ^     i^ 
rationnel ,  ce  qui  a  ete  démontre  impossible  (a*  4^0),  0  "   •*     \^  -  >--     à 


(456i)  JSocemph.  Soit  comme  ci-dbseus  ncsigy  /9=^>  JU;:^?^  nou^ 


\ 


-•*. 
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ferons  de  plus  p  =/(6,  1) ,  p'=/(6,  a) ,  /=/(6,  4) ,  quantités  qui  s'ex* 

priment  immédiatement  par  les  racines ,  de  cette  manière  : 

/'  =  (»)  +  (7)  +  (8)  -f-  M  +  (12)  +  (18) 
p'=  (2)  +  (5)  +  (5)  H-  (14)  +  (16)  +  (17) 
/=  (4)  +  (6)  +  (9)  +  (10)  4-  (i5)  +  (i5). 

Suivant  le  n»  453 ,  on  aura  pp=f(6,  a)H-/(6, 8)-j-/{6, 9)-h/*(6,  xa) 
4-/(6,  1 5)  +/(6,  19)  =  p'-^p  -\-p'-^p  -hp'  -{-Q-  Donc 

/y>  =  6  4-  3/?  +  /»'  +  v'' 

Dans  cette  équation  on  peut  changer  p  en  p\  pourvu  qu'on  change  ea 
même  temps  p'  en  p"  et  p"  erip;  car  cela  revient  à  mettre  ^ot  à  la  place 
de  et' dans  une  fonction  de /(m,  a);  on  aura  ainsi 

et  semblablement 

p^p^^^  6  +  2/7'+  p  +  2;?'. 

Le  théorème  cité  donnera  encore  pp'  =/(6,  5)  «-{-/(ô,  9)  •+'/C^>  xoj 
4-/(6,  i3)  +/(6,  i4)+/(6,  20),  ou 

pp'  ^^'P  -\-^p'  -^r^p"  i 
d'où  Ton  déduit 

p'p^  =^'  -f-  2^  +  5;r 

■ 

p^p  :=:p^'\-2p  4-  S/?'» 

Ces  produits  suffisent  pour  trouver  tous  les  autres  :  on  aurait,  par  exemple,» 
p^  zz=iQp  -|-  np^  '^pp'^^xp^p  s=  13  +  i5/?  4-  lop'  4-.gp%  et  de  là  se  dé- 
duiraient les  valeurs  de  p'^  e\p'^. 

Maintenant  si  on  veut  déterminer  p^  et  p^  par  le  moyen  de  f' ,  il  fai^ 
dra  résoudre  les  deux  équations 

0=1-1-    p  ^  p'  '{'    p' 

p^isz,  6  4-  V  +  Z^'  +  ^P"  i 

d'où  l'on  déduira 

r  V  p'=4  —  p' 

-  •    /= p*— p — 5»       ,. .  . 

r      valeurs  rationnelles  et  même  entières.' 
^-  Si  on   substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p^ ,  on  aura .  • .  • 

/>'  =  7  -H  6;^  —  ;^*  >   d'où  l'on  voit  que  les  trois  quantités  p ,  p',  ;?% 
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sont  les  racines  de  l'équation 

f  -^  p^  —  6p —"j  =10: 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  et  ne  souflre  aucune  réduction  ^ 
mais  elle  jouit  de  cette  propriété^  qu'une  de  ses  racines  p  étant  trouvée, 
les  deux  autres  p^  et  p'  s'expriment  rationnellement  au  moyen  de  p. 
Toutes  les  équations  que  nous  aurons  à  considérer  dans  -  la  résolu  tion 
de  l'équation  X::^o  jouissent  de  la  même  propriété. 

(457)  Théorème.  «  Soit  ^  une  fonction  invariable  et  entière  des 
»  racines  (a)^  (a'),  (ot^),  etc.  comprises  dans  une  même  période  (w,  et); 
»  je  dis  que  ^  sera  toujours  réductible  à  la  forme    B  -^  B f  (^m ^    i) 

»  '^B^  fi^j^  g^)  +  ^  fi^yg^)  "f"  ^*c->  ^^  *^^^  ï^*  coefficiens  B^  B\ 
)i  B^y  etc.   seront  entiers.  » 

Nous  appelons  ici  Jonction  invariable  des  quantités  5,  f,  w,  etc.  toute 
fonction  qui  ne  change  pas  par  une  permutation  quelconque  faite  entre 
ces  quantités.  Tels  sont  les  coefficiens  de  l'équation  qui  aurait  pour  ra- 
cines les  quantités  ^^  ^9^y  6^<^-  y  ^^  '^^^  foule  d'autres  fonctions. 

Cela  posé  y  la  fonction  dont  il  s'agit  y  comme  toute  autre  qui  ne  serdt 
pas  invariable^  mais  dont  les  coefficiens  seraient  entiers^  se  réduira  tou- 
jours à  la  forme  A-^A'^i)  -J-  -^^'(a)  +^^(5)  +  etc. ,  où  A  j  A'^  A' y  etc. 
seront  entiers  (n*  4^8).  Il  s'agit  donc  de  faire  voir  que  dans  cette  valeur 
développée ,  les  différentes  racines  d^ime  même  période  (/w,  ^)  ont  des 
coefficiens  égaux  ^  car  alors  les  termes  dépendans  de  ces  racines  auront 
pour  somme  /(/w,  ^)  mitJtiplié  par  le  coefficient  commun. 

Soient  (Ç)  et  (y)  deux  racines  d'une  même  période;  en  faisant.... 
^«-O:  m -«  ^^  on  aura  y  ==  Sk%  h*  étant  une  puissance  donnée  de  h. 

Si  dans  l'équation 

?  [(«),  (*')»  («O»  etc.]  =  ^+  ^'(0  +  ^'C=)  •+- ^'(5)  4-  etc. 

on  met  ah*  à  la  place  de  0c,  le  premier  membre  restera  toujours  le  même, 
ptusqne  la  suite»  («tA'),  («'A')?  (*^')>  ^*^*  ne  diffère  que  par  Tordre  des 
ternes  9  )de  la  suite  (a)  y  (a%  (O?  etc.,  et  que  l'ordre  est  ici  indifférent. 
On'  aura  ddnc  par  cette  substitution 

'   *  (p  [(a)  /  (à') ,  (oT) ,  etc.] = y^  +  ^'(A*)  +  ^(2 A')  +  A'(Zh')  +  etc.  ; 
d'où  l'on  voit  que  dans  le  développement  de  la  fonction  9  deux  terme» 


**  •      ♦.  *?**    r-^  < 
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tels  que  (i)  et  (A'),  (2)  et  (2A'),  et  en  général  (€)  et  (Çh')  ou  (€)  et  (y) 
ont  des  coellicîeus  égaux. 

La  fonction  ^  pourra  donc    toujours  se  réduire  à  la  forme 

J^-f-  B f{p%y  i)'^Bf{my  5^)4- etc.,  où  tous  l<es coefficîens  sont  entier». 
Ainsi  cette  fonction  sera  connue  si  on  connaît  toutes  les  «quantités /(/ti,  i), 
f{^h  g)  y  fiP^y  8^)  y  ^^^'  >  ^^^*  ^^  nombre  est  h 

(458)  De  là  il  suit  encore  que  la  même  fonction  des  racines  d'une 
autre  période  (fn^  ict)^  sera  exprimée  par  la  suite  B-^lï f(jn^  i) 
'^B"f(jnj  ig)  '^B'fÇm,  ig*)  -f-  etc.,  qui  contient  les  mêmes  coefEciens 
By  By  B  y  etc.,  et  qui  ensuite  s'ordonnera,  si  Fon  veut,  de  la  même 
manière  que  ^. 

Comme  ce  corollaire  est  lui-même  un  théorème  très-remarquable  , 
il  ne  sera  pas  inutile  de  le  démontrer  par  une  autre  voie  qui  d'ailleurs 
est  propre  à  faciliter  les  calculs  quand  on  en  vient  aux  applications. 

Toute  fonction  invariable  et  entière  des  quantités  /,  ^,  <i,  ft^,.  etc.  se 
détermine  d'une  manière  rationnelle ,  si  on  connaît  la  sonune  d^  eea 
quantités,  la  somme  de  leurs  quarrés,  et  en  général  la  sonmie  dé  leurs 
puissances  de  même  degré.  Or  les  racines  composant  la  période  (/ti,  cl) 
étant  (a),  («A),  (^tA'),  etc. ,  la  sonune  de  leurs  qu^rés  est  (aa)  +  (aaA) 
-f-(2aA*)-|-etc. ,  laquelle  se  réduit  à  firn^  2a).  La  somme  de  leurs  cubes 
se  réduirait  de  même  à  /(m,  5a}j^  et  ainsi  de  suite.  Comme  d'ailleurs 
les  produits  de  ces  quantités  peuvent  se  réduire  à  }a  forme  linéaire 
(n""  4^4)  y  ^  s'ensuit  que  toute  fonction  invariable  et  entière  des  racines 
contenues  dans  la  période  (fjiy  a)  s'exprimera  rationnellement  par  la  £6i> 
mule  Mr\-Mf{my  a)-f-My^//i,  2flt)-|-etc. ,  ou ,  ce  qui  revient  au  méipe, 
par  la  formule  B + BJliii^  i  )  -\-Pf{my  g)  +  B'/lm,  g*)  -f-  etc.  ;  mais  de 
plus  on  voit  par  la  démonstration  dé  l'article  précédent ,  que  les  co.efE- 
ciens  -ff ,  iî',  JB*,  etc.  devront  être  entiers,  si  tous  ceux  dès  termes  dé  la 
fonction  ^  le  sont.  * 

(459)  Soit  proposé,  par  exemple,  de  trouver  la  somme  desi  produits 
deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.. des  racines  (a),  (a').,  (dt*),  etc..  comprises 
dans  la  période  (m,  a);  on  fera  4=/(m,  et),  .^^''azr/^m,  aa),  4r^=î=/Çi^  3*)>, 
et  désignant  les  sommes  cherchées  par /(**%  /(««.V),  etc.,  pu  a,ura 
pour  déterminer  ces  sommes  les  équations: 
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etc. 

Au  reste,  toute  fonction  rationnelle  et  entière  <les  racines  (a),  (ûl')^ 
(et')  y  etc.  devant  se  réduire  à  la  forme  ^  -f-  J\i)+  ^\^)  +  ^^c. ,  dont 
tous  les  coefficiens  sont  entiers,  il  faudra  paureillement  cjue  les  valeurs  de 
f(cuL'),f(ciLaf(x!')y  etc.  déduites  dès  équations  précédentes, tae  contiennent' 
aucune  fraction  dans  leurs  coefficiens. 

Au  moyen  des  quantités  /(m,  i)  y /(j^yg)^  f{myg^)y  etc.  supposées 
connues  par  une  équation  du  degré  À,  on  pourra  donc  former  l'équation 
qui  a  pour  racines^  toutes  celles  qui  composent  une  période  déterminée 
(jn^  cl).  Car  en  représentant  cette  équation,  qui  est  du  degré  m ,  par. . . 
af"  •— jPjf*-'*  +  P'x"'""* — P'xr'^  -|-  etc.  =  o ,  6n  aura 

P  ^f(a)  :=f(my  a),     P^^fiact^y     JP'=:JXa^'tt')y  etc.  ; 

de  sorte  que  les  coefficiens  de  cette  équation  seront  connus  au  moyen  des 
quantités  ^|/',  4^%  •^j/"',  etc. ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  ,  au  moyen  des 
quantités  /(/n,  i) ,  /(w,  g) y  /(/w,  g') ,  etc. 

On  peut  observer  de  plus  que  la  dernière  des  quantités  -P,  P',  /^,  .etc. 
sera  toujours  égale  à  Tunité;  de  sorte  que  le  dernier  terme  de  l'équation 
sera  -|-  i  si  /»  est  pair ,  et  —  i  s'il  est  impair. 

En  effet,  le  produit  des  racines  comprises  dans  la  période  (/ti,  a)  est 
(a  +  aA  -f-aA*. . .  .-j-ot/r""*)  :  or  le  nombre  compris  dans  la  parenthèse 

=  flt .    , ■  =  oiC(n)  ;  donc  le  produit  dont  il  s'agit  =  (o)  =  i . 

(46o)  Exemple,  n  étant  ig,  cherchons  l'équation  qui  contient  les  ra- 
cines de  la  période  (6,  i).  Pour  cela  nous  ferons  comme  ci-dessus 
/(6,  \)  —py  /(6,  2)  =  py  /(6,  4)  =  /,    ce    qui    donnera  4'=/?, 

a;  =/(6, 2)=/,  4.-'=/(6, 3)=^',  4;^=/(6, 4)=/,  4^=/(6,  ^)=p\ 

Àf'^x=zf{Ç^y  Ç^z=.jf.  Soit  donc  l'équation  cherchée 

■x^  —  Pa:*H-/^a:*  —  PV  +  P^'x'  —  P^'x  +  P^  =  Qi 
on  aura 

al"  ï=  pP  —  ^'  =  6  -f-  2^  -f-  a/>* 
3P'=  pP'  —p'P-b  p'=    6^-  6p  +  5p' 

4P-=  pP'^p'F  ^p'P-^    p'=;=  iz^Ap  +  ^p'} 
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d'où  résulte  i^=3-f-;;+/,  P"=2  +  !ip+p\  P^^F  on  trouveraît  de 
mcmc  P'^^=^P  et  P^:=:\.  En  effet  les  racines  comprises  dans  (6,  i) 
étant  r*,  r,  i^y  r",  ;•'%  r'%  si  on  mot  /•""*  à  la  place  de  r,  et  qu'on  les  mul- 
tiplie par  r*9=i,  elles  deviennent  r^^yr^*jr^^yi^yr'yr^\  c'est-à-dire 
qu'elles  sont  toujours  les  mêmes  ;  d'où  il  suit  que  l'équation  en   x  ne 

doit  pas  changer  eu  mettant  -  à  la  place  de  x. 

(461)  La  même  propriété  aura  lieu  en  général  toutes  les  fois  que  m 

sera  pair.  Car  les  racines  comprises  dans  (m^  a)  étant  r  y  r  ^  r  y  etc.  y 
6i  on  change  /•  en  r^\  elles  deviennent 

I  y      I  y       t  m   •    •    •  I  •  « 

W— 1 

Mais  la  racine  primitive  g  est  toujours  telle  qu'on  sl  g  ^  =—  i  ;   donc 

si  m  est  pair  et  qu'on  fasse  mz=:2fAy  on  aura  ^  = — 1,  ou  A'^ss:  — -  i. 
La  suite  précédente  pourra  donc  s'écrire  ainsi  : 

r      y     r  y     r  y     etc.; 

c'est-à-dire  qu'elle  contient  les  racines  (ccA^),  (ah^'^^)^  (ce A'*'*'^),  etc. , 
lesquelles  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des  termes ,  de  la  suite  (a) ,  (aK)  y 
(fltA*),  etc. 

Lorsque  m  sera  impair  on  ne  pourra  plus  mettre  -  à  la  place  de  x  . 

c'est-à-dire  que  les  coeffieiens  de  deux  termes  également  éloignés  des 
extrêmes  ne  seront  plus  égaux;  mais  l'un  se  déduira  aisément  de  Fautre. 
$oit  l'équation  dont  il  s'agit 

jT— Pa:*r:«H-/^af^»— /^jc»=» +  0^0;'— Q'x^-f-Ço:— i  =0; 

je  dis  que  Q  se  déduira  de  P,  Q'  de  -P,  Q^  de  P'y  etc. ,  en  changeant 
simplement  chaque  quantité /(/w,  ê)  qui  y  est  contenue^  en  sa  complé- 
mentaire f{my  n — 6). 


En  effet  par  le  changement  de  ren  /^',  ou  de  x  en  ar*^%  les  racines 

r  y  r    y  r     ,  etc.  deviennent  toujours  r     y  r       ,  r         ,  etc.  ;    et   à 
fU/fe^f)A^     cause  de  /^  ;=  i  ^  ceUes-ci  peuvaat  être  mises  sou3  la  forme 

r       y     r^  y    r-  y     etc.. 
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et  ^ots  ob  voit  qu'elles  apparliennent  à  la  période  (m,  n  -*— a).  De  plus 
on  petit  toujours  supposer  n — eL:=.ag^y  puisqu'il  Suffit  pour  cela  de 
prendre  ^=:î(/^ —  1);  donc  la  période  précédente  devient  (m,  a^). 

Soit  donc  pour  la  période  (/»,*)  le  coefficient  P:=:^a^df{m^a) 
+  o7T/ii,  fig)  ^a'f(m^  otg^a)-]- etc.  :  si  on  change  a  en  a^,  on  devra 
avoir  Ç  =  a + a/(/w,  ag)  4-  d'f{my  ag^'^') + a'/Çm,  «ê^"^0  +  etc. ,  ou,  ce 
qui  est  la  même  chose , 

Q  =  a+  a'Jlrn,  n— a)  +  cT/^m,  n^dg)  +  </'(/»,  n-^ag^)  +  etc. , 

car.  en  supprimant  les  multiples  de  j»  on  a  n — cu:^Ag^,  n — flf^==^'*-',  etc. 
Donc  chaque  terme  af(/n,  €)  compris  dans  la  valeur  deP,  devient 
^/(m,  w-^C)  dans  la  valeur  de  Çj  il  en  sera  de  même  de  deux  autres 
coefficiens  tels  que  -P  et  Q'yP'  et  Q^,  etc. 

Geill  proposition  a  également  lieu  lorsque  m  est  pair  ;  car  alors  là 
période  (/»,  a)  est  la  même  que  (m,  n — a).  Ainsi  on  a  P=  Ç,  P^z=zÇ^, 
P'^sQ"^  etc.,  et  l'équation  en  x  est  de  la  forme 

—  Pjc"-»  4- />'a:«r:»  — +  P'o?*  —  Px  +  i  =0. 


(46a)  Dans  l'exemple  de  l'art.  460,  on  a  trouvé  que  les  six  racines  de  la 
période  (6,  i)  sont  déterminées  par  l'équation 

o  =      x^  —  pjc^  +  (^+P+p')^  —  (^+^P+p')j^ 


si  dans  cette  équation  on  change  /?,  />'>/>'  en  p\p'y  p,  respectivement,  on 
aura  l'équation  qui  donne  les  six  racines  de  la  période  (6,  2)  , 

o  =      a:«  —  p'x^  +  (^+P+P)J^  —  (2+2p'+p')x^ 
4.  I     ^  p'x    +  (5+p''+'p)x'  ;  ,  . 

enfin  celle  qui  donne  les  six  racines  de  la  période  (6,  4)  sera  sem- 
blablement 

o  =•'     x^  -^Vo:*  4.  (Z+p'+p')x^  —  C^+V^+y^V 

ces  équations,  à  cause  de  leur  symétrie,  se  réduiraient  au  troisième  de- 
gré, en  Élisant  x*+i  =  jc^,  ce  qui  revient  à  décomposer  chaque  pé- 
riode de  six  termes  en  trois  de  deux« 

Si  on  joint  à  ces  équations  celle  qui  détermine  p^  p\  //,  et  qui  est 

5& 
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^3  ^  p^-^  ^-^7  =  0,  on  anra  tout  ce  que  Tanalyse  peut  <^rir  d^  plu^ 
simple  ponur  la  résolution  de  Téquation  a:*^  -—  i  =0^  ou  pour  la  division 
de  la  circonférence  en  19  parties  égales.  Et  comme  on  peut  se  borner  k  U 
l'ésolution  de  Téquation  qui  regarde  la  période  (6,  i)^  puisqu'une  racine 
suffit  pour  déterminer  toutes  les  autres^  on  voit  qu'en  conformité  de  U 
proposition  générale  (n*  440  9  ^^  division  du  cercle  en  19  parties  égales 
dépend  de  deux  équations  du  troisième  degré  y  ce  qu'indiquent  les  fac« 
leurs  3'.3*  du  nombre  19—  i. 

(465)  Ayant  déterminé  ^  comme  il  a  été  dit  ci-dessus ,  les  quantités 
/(m,  i),  fiph8)>  f^^y  S*) y  ^^^*  T"  résultent  des  k  périodes  dans  les- 
quelles se  décompose  la  période  totale  (n — i  ^  i),  ou  (mk,  i);  supposons 
171  z==  nik^y  chaque  période  de  m  termes ,  désignée  par  (m^  oi)  ^  se  i^||kx)m- 
posera  en  V  périodes  de  ni  termes  y  savoir  : 

oii  Ton  a  g^=i^*=g^''"'*^-'*;  et  Tune  quelconque  de  ces  périodes^  de- 
signée par  {pi y  €)  y  contiendra  les  termes  ^ 

,      .  .....  ^ 

(€),    (Cfi)y    (€//•) (a'O-'-o)/ 

où  l'on  a  A'  =^*'  =  ^^— o  =  -'. 

Cela  posé,  désignons  par /,  i,  ti,  etc.  les  quantités /(ut',.*), /(m',  cLg'), 
/(ni y  ag'*)y  etc.  respectivement,  et  soit  Ç  une  fonction  rationnelle  et 
entière  des  quantités  <,  5,  li,  (^,  etc. ,  ou  de  quelques-unes  d'entre  elles ^ 
cette  fonction  pourra  se  réduire  à  la  forme 

jri  ua^         ^  M^  ^  ^  j^^  coeffîciens  sont  entiers.  C'est  ce  qu'on  démontrera  comme  aii 
^         ^    \  ji*  4^9*  ^^^^^H  4^^  chacune  des  qîkntités  /,«.  u,  (/,  etc.  désire  unf 

somme  de  raciruits  entre  j^squelles  la  j^rmutatioli  peut  avbir  lieu}yet  qui 
ne  dQÎtpas  changer  en  metbmt  {o^h!^)  au  lieu  de  laV^cine  (\). 

« 
f 

(464)  l^EORiME.  «  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le 
))  n*"  précédent,  si  on  suppose,  de  plus,  que  ^  est  une  fonction  invariable 
n  des  quantités  /,  ^,  11,  p,  etc.,  ensorte  qu'une  permutation  quelconque 
t  entre  ces  quantités  n'apporte  aucun  changement  à  la  fonction  f;  je  dis 
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ir  aae  la  valeur  développée  de  cette  fonction  sera  de  la  'fionme 

% 

«les  coefficieiis  B^'By  B^y  etc.  élanl  des  entiers.  »  .  ' 
"  En  effet,  les  périodes  (iw^,  a),  (ri/ yOe') ,  (m' ,  iot^*) ,  «clc,  d<mt  lapëî- 
rîode  (w,  ee) ,  on  (n/k'y  et)  est  composée,  testent  les  mêmes  en  'métlatift 
fltg^'  k  la  place  de  «t.  Donc  dans  la  valeur  dévelôppëe  J-^J^Jlm^  i) 
H-  ^'/{rr/j  g)  +  ^jljfiy  g^)  +  «te. ,  l'un  des  termes /(w/,  8)  doit  avoir  le 
même  coefficient  <{ue  lé  terme  /{m'y  Bg'*) ,  Vexposânt  è  étant  It  vblonïéi 
Mais  en  donnant  h  è  les  valeurs  succesnves  o,  ty  ay  3.  •  .k-^i ,  là  pé^ 
riode  {m'y  6g^')  donne  successivement  '  toutes  les  périodes  partielles  com* 
prises  dans  la  période  totale  {niKy  0).  Donc  toutes  les  quântiteç/^///,  B), 
/{m'y  ^s')yf{m'y  ^*^)y  etc^  ont  le  même  coefficient  dans  la  valeur  de  ^j 
donc  cette  valeur  se  réduit  à  la  forme 

•       ■        • 

OÙ  tous  les  coefficient  sont  entiers.  ""     , 


f 
I 


(465).  Si  dans  le  résultat  du  n*  précédent  on  met  icL  au  lieu  de  et,  otL 
en  conclura  que  toute  fonction  invariable  et  entière  des  quantités 
/{m'y  ioL)y  /{m'y  i^')y  /{m'y  i«g^'*),  etc.,  formées  d'après  les  diverseé 
périodes  partielles  {m'y  ia),  {m'y  wtg^),  {m'y  icng'^) y  etc.  qui  com- 
posent la  période  totale  {m^Uy  ict),  aura  pour  valeur  B  -j^RJ^my  i) 
4-5y(m,  ig)  +  Br/{my  ig^)  +  etc.,  les  coefficiens  ByBy  ff^  etc.  res- 
tant les ^ mêmes,  quel  que  soit  i. 

Donc  si  on  connaît  la  somme  des  racines  dans  chaque  période  de  m 
termes,  c*est-à-dîre  ,  si  l'on  connaît  toutes  lés  quantités /(m,  ^^y/(jnyg)y 
/{my  g^)y  etc.,  on  trouvera  facilement  Téquatlon  qui  a  pour  racines  les 
sommes  semblables  dans  les  diverses  périodes  de  m'  terWes  qui  com- 
posent une  période  déterminée  (m,  a),  ou  {m'k'y  a).  En  effet,  les  coeffi- 
ciens de  cette  équation  sont  des  fonctions  invariables  et  entières  des 
sommes  inconnues,  et  par  conséquent  pourront  s'elprimer  au  moyen 
des  sommes  connues /(m,  i),  /{my  g) y  etc.  Et  l'équation  qui  a  lieu  pour 
la  décomposition  d'une  période  (/ti,  et) ,  a  également  lieu  pour  la  décom- 
position de  toute  autre  période  semblable  (m,  ict);  puisqu'il  smnt  de  chan** 
ger  chaque  quantité /(m,  6)  en/^m,  i9),  pour  passer  d'une  équation  à  l'autre. 

■ 

(466).  On  pourra  suivre  la  même  méthode  pour  trouver  l'équation 
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cpii  a  pour  racines  les  ^  :  quantités /(/ti^  ^)  y  K^y^)  9  K^f  8^)  y  ^^'  >  ^^ 
les  coefficiens  de  ceUe  équation  se  réduiront  tous  à  la  forme  B-^ffJlmky  i  ), 
ou  B — ffy  et  ainsi  seront  des  nombres  entiers.  Mais  il  est  encore  plus 
simple  de  chercher,  comme  au  n*  455,  les  valeurs  linéaires  de/^%/?%.- 
jusqu'à  p^  inclusivement ,  exprimées  en  ;?,  p*j  p'y  etc.  j  on  a  alors  k  équa- 
tions ,  lesquelles,  par  l'élimination  de  //,  ^%  etc. ,  donnent  une  équation 
du  degré  k ,  dont  les  racines  sont  les  quantités  ;?,  p^p^y  etc. 

C'est  ainsi  que  dans  l'art.  456  on  a  trouvé  que  l'équation  qui  a  pour 
racines  les  quantités  py  p\  p'y  est  x'+o:*  — Gx— 7  =  0.  Pour  trouver 
xrette  même  équation  par  la  méthode  du  n*  précédent,  il  Êiudrait  chercher 
les  valeurs  des  fonctions  invariables  P^=p^p'^p'y  Pz=:pp' -^p' p' -^p' p , 
f^z^ipp'p'i  or  à  Faide  des  produits  déjà  calculés  n*  456,  on  trouve 
/^==— I,  P'zrz — ^6,  -P*5=7;  on  a  donc  pour  l'équation  cherchée 
x^-f-JC*  —  6jc  —  7  =  0. 

(467)  Supposons  qu'on  ait  trouvé  par  celte  équation  les  quantités. . . 
;?=/(6,  i),  p'z=:/[6j  2),  p'=:J[6y  4);  si  ensuite  on  décompose  la  pé- 
riode (6,  i)  en  trois  autres  de  deux  termes,  savoir:  (2,  i),  (2,  8)  et  (2,  7), 
et  qu'on  demande  l'équation  qui  a  pour  racines  ^=y(3,  i),  y^=/(2,  8) 
et  (f''s=:/[2y  7)  ;  il  feul  pour  cela  exprimer  les  trois  quantités  Q=^+^'-|-ç% 
Q'  =  7/+7V+7V  ^10*  =  7/9%  en  fonctions  de  p,  p^^  p"^ 

On  a  d'abord  Q=/(6,  i)=:p;  ensuite  on  trouvera  par  le  n*  455, 

^•  =  24-/(2,  2),  çg'=:A^y  9)+R^y  l)  y  9'^'=A^y^)  +K^y  0  , 
/y=/(2,  8)4-/(2.  6)-,  de  là  résulte  Q'=/(6,  i)+/(6,  4)  ^P^p'^^ 
Enfin  en  multipliant  la  valeur  de  qq'  par  q'y  ou  a  qq' q' z::z p^ -{-  a.  Donc 
réquation  qui  a  pour  racines  les  trois  quantités  q^ff  yff  est 

x*  —  px^  4-  {p  4-/?*)^  —  (/^'4-  2)  =  o. 

Si  dans  cette  équation  on  avance  d'un  rang  les  lettres  p^  p\p'j  en  regar* 
dant  p  comme  suivant  p'y  on  aura  pour  déterminer  les  trois  quantités 
y(2,  2),  f(2y  5),  y(2,5),  comprises  dans  /(6,  2),  l'équation 

X^  —  ;^V  4.(;,'4-;;>r—  (/4.2)  =0. 

De  même  l'équation  qui  a  pour  racines  les  trois  quantités y(2,  4),  J{2y6)^ 
y(2, 9),  ca|Dprises  dans  /Tô,  4)>  sera 

ôr'— /jc*4-(/4-;?')ar  —  (;?4-2)  =  o. 

Ces  équations  reviennent  à  celles  qu'on  tirerait  des  équations  de  Fart.  465^ 
en  faisant  dans  celles-ci  x*4-  i  ^=^-V'* 
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(468)  Il  n'est  pas  nécessaire  de  rë50^dre  sépaï*ément  les  trois  équations 
du  troisième  degré  qu'on  vient  dé  trouver^  il  suffit  d!en  résoudre  une^ 
ou  même  d'avoir  une  seule,  racine  de  l'une  de  ces  équations.  Car  au 
moyen  de  cette  racine^  toutes  les  autres  seront  aisées  à  déterminer. 

En   effet ,  ayant  trouvé  ^*  =  a  +  /(a,  2) ,  on  en  déduit 

/(2,^a)=y* — !i=/*(2,  1) — 2,  ou  plus  généralement /(a,  2^)=/*(2,  1)— ^a. 
Faisant  successivement  zs=8  et  «=7,  on  a /(a,  16)  =:/'*(2,  8)  —  2  et 
y(a,  14)=/*  (a,  7)— 2.  Donc  les  trois  quantités  relatives  à  la  période 
(6^  2)  s'exprime  ainsi  : 

y(2,  a)  =  9»  —  a 

y(a,  5)  =  /--a 

y(a,  5)  =  /•—  a. 

H  reste  a  trouver  les  quantités  y^a,  4)  9  A^y  ^)  ^'  /(^j  9)  ^  comprises 
dans  7(6^  4)  •  ^^  ^^'^^  ^^  déduisent  immédiatement  des  valeurs  de  qif^ 
q'q\  yV,  et  on  a 

y(a,  4)  ==  7V  -  7 

y(3>  9)  =  7/  —  /• 

Toutes  les  quantités  de  la  forme /(a,  Ô)  se  déterminent  donc  rationnelle- 
ment^ au  moyen  des  trois  7,  q\  q" .  Maïs  on  peut  faire  voir,  de  plus^' 
qu'elles  peuvent  se  déterminer,  toutes  par  le  moyen  de  la  seule  quantité  q. 

En  effet,  de  l'équation  /(a,  ai)  z=:p(^2y  i)  —  a ,  on  déduit  successi- 
vement 

A^>  2)  =  9*  —  a 

yCa,  4)  =  (7*  -  a)-  —  a  =  7*  —  4^-  +  a 

y(a,  8)  =  {q^  —  4y'  +  ^)*  —  3 

« 

etc. 

Or  la  suite  (a,  a),  (2,  4)>  (^j  8),  (a,  16),  etc.  qui  a  pour  terme  général 
(a,  g^), comprend  toutes  les  périodes  à  deux  teimes,  c'est-à-dire  toutes 
les  périodes  de  la  forme  (a,  6).  Donc  toutes  Içs  quantités  y(a,  8)  s'ex- 
priment facilement  en  fonctions  de  ^.        .  .  .       r    .    . 

Ces  relations,  au  reste,  se  trouveraient  d'une  manière  dirggte,  parles 

1%% 
formules  connues  des  sinus,  en  observant  que  si  l'on  ait  —  ;=â»,    on 

aura  ^  =  a  cpsa> ,  ^'=a  cos82é)  ,  ^  =  a  coS7a  ,  /"(a,  a)  s=  a  cos  aoi  , 
/(a,  4)  =  2  cos4» ,  etc. ,  et  en  général  /(aj  Ô)L=!acos9a>. 
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(4C9)  DeTeloppons  maintenant  le  cas  de  ns=:i  7,  alors  on  a  nr^i:::ii6=±2^, 
et  il  (aut  faire  voir  que  la  résolution  de  Téquation  uir=o  se  réduit  )i 
celle  de  cjuatre  équations  du  second  degré. 

li'unc  des  racinesprimitiyes  df  l'équation  indéterminée  or**— •i=::c4^(i  7) 
étant  S,  on  pourra  faire  g^=^^,  et  la  période  (16^  i)  comprenant  toutes 
les  racines  deTéquation  X=o  se  décomposera  en  deux  autres  (8^  1) 
et  (8,  5),  la  première  comprenant  les  racine^  (1),  (5"),  (3*),  etc.,  la, 
seconde  comprenant  les  radines  ' (5) ,' (S') ,  (3*),  etc.  IVéduisant  ces 
nombres  par  l'omission  des  multiples  de  1 7 ,  on  à  les  périodes  et  les  ra^ 
cines  comprises  dans  chacunéy  comme  il  suit  : 

Pér.  (8,  i)...rac.  (,),  (9),  (,3),  (.5),  (.6),  (8),  (  4),  (2) 
Pér.  (8,  3)...rac.  (3),  (10),  (  5),  (11),  (14),,  (7),  (la),  (6). 


,    Soity(8,  i)=petj{8,  5)=p%  on  aura  d'âbor4;>'-f-/>'5==^i6,  i)=--i, 
ensuite  par  le  théorème  n*  453 ,  on  trouve 

;>>'=m4)+y(8,  i2)+y(8,  i6)-f-y(8,  i8)+y^8,  i9)+y(8.  II) 

H-yi8,7)+y(8,5), 

ce  <ïui  se  réduit  à  pp'  =  4^'  +  4^'  =i —  4-  Donc  l'équation  qui  a  pour 
racines  p'  etp"  est  x*H-a: — 4  =  ^>  ^^y  ^^  T^^  revient  au  même,  on  a 

(x  *^p'){x  ^^p')  =  JC*  -}-  JC  —  4» 


(470)  La  période  (8,  1  )  se  décompose  en  deux  périodes  de  quatre 
termes  (4>  1)  et  (4>  3*);  de  niéme  la  période  (8,  3)  se  décompose  en 
deux  autres  (4,  3)  et  (4>  3').  Ces  périodes,  rangées  par  ordre  de  forma- 
tion, avec  les  racines  contenues,  sont  : 

(4,    !)..,.(  0,  (i3),  (i6>,  (  4) 

(4,    3)....(5),(5),  (14),  (,a) 

(4,    9)--.(9),  (i5),  (8),  (3) 
(4,  10).... (10),  (11),  (  7),  (  6). 

Soit  donc  /(4,  0  =  />  /(4,  5)=/,  /(4,9)  =  y-,  /(4,  10)=^'», 
on  aura 

9'  +  /  =  /,      /^  =  -  I 
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d'où  résultent  les  équations  *    ' 

(x-^")  (x — f^)  =  jî'  ^  p^x  —  I  ,  V 
arec  lesquelles  on  déterminera  9^,  9^,  ^,  9*\  ■ 

(471)  Chaque  période  (4^  et)  se  décompose  en  deni;  de  4^09:  t^KiA^;  or 
celles-ci  forment  la  suite  (2,  1),  (2, 5),  (2, 9),  (2,  27)  ou  (2,  10),  (2,  5o) 
ou  (2,  i5),  (2,  59)  ou   (2,  5),  (2,  iS),  (2,  45)  ou    (2,  II),   Soit  donc 

yta,     0  =  «',      Â»?  5)  =  «*,    ■  y(â,    9)  =  «•,      /(a,  10)  =  t", 
y^a,  i5)  =:^  r,     /{a,  5)  =  «-,    /(a,  i5)  '=  T",    ^a,  ii)  =  <'•", 

0n  trouvera  éf  la  même  manière  : 

^-{-  *"  ==  /,  Y  i"  =i  7*,    («—«')  (x— ï"   )  =  a*—<fx  4-  /' 
t"-i-  r"  =  7*,  ■«"  t"'  =  7'%    («—«')  (a:— f'"  )  =  x^-^'x  4-  y'»" 

I 

Enfin  connaissant  chacune  des  quantités  t  o\x  f(^2^  cc}^  on  connaîtra  les 
deux  racines  contenues  (a)  ,  (/^ — a),  par  l'équation 

a:*  — •  IX  -f-  I  =  o. 

(472)  Lorsqu^on  connaît  une  seule  des  racines  (oi)^  on  en  déduit  toutes 
les  atutres  par  les  puissances  syccessives  de  celle-ci  ;  mais  lorsqu'on  des- 
cend des  valeurs  de  /;  à  celles  de  9  ^  de  <  et  enfin  de  (0^)9  il  est  à  craindre  ^ 
qu'on  ne  commette  quelqa'erreur  y  à  cause  de  lambiguité  que  présentent 
les  solutions  successives*  ï>ans  les  exemples  particuliers  y  on  pourra  évi- 
ter ces  erreurs  ^  au  moyen  des  formules  connues  des  sinus.  En  efiet  ^ 

posant  —  =  û>,  on  peut  prendre  la  r&cine  (i)  =  ços  où  -f-  V^— x  jùnor  ^ 

et  de  là  une  racine  quelconque  (/w)=  cos/w^H-  v^— 1  sin  {moè)^  et  la 
somme  de  deux  racines  réciproques  Tune  de  l'autre  (m)-f-('2-*-'7') 
sa:  2  cosm».   Oa  obtient  ainsi  les  diverses  valeurs  de  I  ^  savoir  : 

^  =  2C0SÛ»,  £*  =   2COS3â»9      f  =  2C0S9â^,         1*^    =  2  COS7âl 

,r  ;=  2^/cosi3a>^    1^'=:  2C0s^j|    r''?=  acosi5â^^    r'"ss  ac.osii», 

-/^     M^^fy^CAtt^    •f.Ot^^»^*-^    ^n^lik^i^'^" •'^       ^*«/»*-7-— ^ 


•-*  <=\?r 


A' 


r 
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Ces  valeurs  substituées  dans  celles  de  é/y  y%  (/'y  ç^%  donnent  *> 

4f'  =  :icos  câ  -f-  2COS  i5â»  =r:  4cos6â#  cos  jet  y 
q'  =  :2Cos5âi  -f-  !2Cos  5»  =  4cos  m  cos  4^  > 
q"  =  2C0S 9â#  Ht  ^cos 1 5â»  =  4^os  3â#  cos \:xm  ^ 
9^^^=  2C0S 7^» *-{-  2C0S \\mz=z  4cos :iâ#  cos  QâP. 

Enfin  on  conclut  de  celles-ci  : 

,  /?' ==  4cos6»  cos7« -|-4^ps5»cosi3», 

/^  =  4cos  6)  COS  4^»  +  4c<>^  ^^  c<>^  9^- 

'  '  ... 

^  (47  3)  Ces  diverses  équations  ont  lieu  sans  supposer  aucune  valeur  par- 

ticulière  à  k\  soit  h=z\y  ce  qui  donne  â^  =  —>-';  alors  on  reconnaît  immé« 

diatenaent  que  q  et  (f  sont  positifs.,  q'  et  ^'*  négatifs  ;  qu'enfin  ;7'  est 
positif  et  jf  négatif.  Ces  signes  suffisent  pour  diriger  la  solution  de  ma- 
nière à  éviter  toute  ambiguité. 

En  effet ,  puisque  p  eXp"  sont  les  racines  de  l'équation  x'  4*  J^ •""  4  ==^  > 
on  aura  d'abord 

/  =  — 1  +  1/17,    /=  —  i—i/,7. 
Ensuite  l'équation  qui  donne  q'  eiq"  étant  cr'  — /^'jt:  — i=o,  on  en  tire 

.^     A  l'égard  de  ^*  ,  il  se  déduit  de  l'équation  jc»  ^^jfx  —  i  =:  o ,  et  piiiàqné 
/  doit  être  positif,  on  a  '  ; 


I  «  ■ 


On  pourrait  aussi  déterminer  if  par  le  moyen  de  <j'  et  ^*,  car  on'  a 
l'équation  y'*  =  4  +  9*  H-  a/»  laquelle  donne 

/  =:  i  (j.--f- i)y(i;>'-+ 1)  -  1  (/ +  0- 

*  ■  ■  • 

I 

Connaissant  q'  et  9',  on  aura  if  et  /^  par  Téquation  ^ — f'/-|-^'=^o , 
laquelle  donne  ^  =  j^dz  v/(i/*-^0-  Ces  deux  racines  sont  toutes 
deux  positives,  puisque  q'  et  y*  le  sont;  et  en  éfTet,  on  a  ^'  =  2cosâ>', 
r  =  acos  i5â»  =  2COs4»  ;  mais  -comme  la  seconde  est  évidemment  la 


••• 

.    .      .4 


\ 


,t  ',«  i 
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plus  petite^  on  aura 

^=2COS    âl=X^^^  j/(ly'*— y') 

«^=2cos4a  =  1/— V/(^/»  — /). 

D'ailleurs  cos  4«  =  cos  —  =  sîn  ~.  Donc  enfin  la  division  de  la  cir* 

conférence  en  17  parties  égales  s'exécutera  au  moyen  de  Tune  ou  l'autre 
des  formules 

cos^=i/+iv/ay"~/) 

et  on  peut  remarquer  qu'il  suffit  de  trois  extractions  de  racines ,  savoir, 
V/17,  v/(i/^'*+ï)>  V^(i/*  —  ç'')  9  pour  parvenir  au  résultat. 

(474)'  Par  ces  exemples  il  est  manifeste  qu'on  résoudra  généralement 
l'équation  X=o,  en  la  ramenant  à  des  équations  de  degré  inférieur, 

j^  lT  •%  M 

de  sorte  que  si  on  a  /i  —  i  =  2  3  5''^,  etc. ,  la  résolution  s'effectuera 
moyennant  cl  équations  du  deuxième  degré ,  f  du.  troisième ,  ^  du 
cinquième,  etc. 

Comme  n  —  i  est  pair ,  on  pourra  toujours  diriger  le  calcul  des 
sommes  de  racines  ^  de  manière  qu'on  finisse  par  la  détermination  des 
racines  contenues  dans  chaque  période  a  deux  termes  (2,  a).  Ces  racines 
étant  (cl)  et  (/^  —  a) ,  leur  somme  est  réelle  et  de  la  forme  2C0s  mo^  ; 
d'où  il  suit  que  les  équations  précédentes  qui  déterminent  lés  sommes 
de  différentes  périodes,  auront  toutes  leurs  racines  réelles.  On  opérera 
donc  de  cette  manière  sur  des  quantités  toujours  réelles,  excepté  dans 
la  dernière  opération  où ,  pour  distinguer  chaque  racine  (a)  de  sa  réci- 
proque (n —  flt) ,  il  faudra  résoudre  l'équation  x^  — •  20:  cos  (««)  +  i  =0 
dont  les  racines  sont  imaginaires.  Lorsqu'il  est  question  de  la  division 
de  la  circonférence,  cette  dernière  équation  devient  inutile;  ainsi  il  y  a 
une  équation  du  second  degré  de  moins  à  résoudre,  et  on  peut  éviter 
entièrement  les  racines  imaginaires. 

Les  principes  que  nous  avons  développés  sont  tels ,  que  le  succès 
des  calculs  ne  peut  laisser  aucun  doute.  Ainsi  se  trouve  établie  une  très-  ^a:  4«  llit^^ 

belle  théorie. concernant  la  division  du  cercle ,  ou  la  résolution  de  Téqua^-  |*  ^   S •oyÂfClé 

tion  jf?"  —  T  =  o.  .^.^/^* 


p^h^.y^C't 


(475)  Pour  faire  une  application  de  cette  théorie,  nous  nous  propo-  ,_ 


i^'>{ 
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serons  de  décomposer  généralement  Téquation  jr=:  o  en  deux  antres  ds 
degré |(« — i),  ce  qui  conduit  à  un  théorème  très-remarquable. 

Soit  n —  I  =  2my  la  période  (a/w,  i)  contenant  toutes  les  racines  de 
l'équation  X=o,  se  décomposera  en  deux  autres  périodes  (/»,  i)  , 
(«»,  g)  ;  et  faisant  y(i7i 9 1)=^',  /('^^y  S)^^P'y  ^^  ^^^^  d'abord  p'^^p' 
z=.f{^nj  i)=^-~  I.  Ensuite  conmoe  ou  a 

■ 

le  produit  de  cette  quantité  par /(w,  i)  sera^  sudyantle  théorème  n**  453 

Comme  il  n'y  a  que  deux  périodes  de  la  forme  {ruy  a),  savoir  (m,  i)  et 
(a?i,  g)  y  auxquelles  il  faut  joindre  l'expression  {m  y  o)  qui  n'est  pas  propre- 
ment une  période,  mais  pour  laquelle  on  a/(/w,  o)=w,  il  s'ensuit  que 
la  valeur  de  pp'  se  réduit  à  cette  forme 

pY  =  Jm  +  jy  +  A"p\ 

Pour  déterminer  les  coefficiens  J  y  A' y  JT  ^  observons  i**.  que  p'  et  p^ 
pouvant  être  échangées  entre  ettes,  on  a  A'zzr^A'i  a*,  que  le  nombre 
des  termes  /(/w,  g+  ^)j  fi^y  g^-^r  0  y  etc.  qui  composent  la  valeur 
de  p'p"  est  m  y  et  qu'ainsi  on  doit  avoir  -^  +  -^'  -|-  ^=  /». 

.  Par  ces  deux  conditions  on  aura  p'p'  =  Am  -f-  A'  (p'-^p^  =  Am  —  A^ 
et  A  -f-  2A'  =  m.  Il  faut  maintenant  distinguer  deux  cas  y  selon  que  m 
est  pair  ou  impair. 

1*.  Si  m  est  impair^  comme  on  a  toujours  ^  =— •  i,  c'est-à-dire 
g"*  4-  i  :=iotC(n)y  il  y  aura  nécessaireoient  dans  la  suite  ^'hgy  i  +g^^ 
I  -f-g^,  etc.  uu  terme  =0,  et  il  n'y  eu  aura  qu'un.  Car  si  on  avait 
une  autre  puissance*  ^  =  -—  i ,  il  résulterait  des  deux  g^^'^cs-f-  i,  ce 
qui  ne  peut  avoir  lieu,  g  étant  une  racine  primitive.  Donc  alors  on 
aura  A=:iy  A^ssz^ (/»—  i),  et  p'p'  =  |(/ii-+.  i). 

2*.  Si  m  est  pair ,  ayant  toujours  g^  =  —  1 ,  on  ne  pourra  avoir  en 
même  temps  g'=^ —  i ,  e  étant  un  nombre  impair;  car  il  en  résulterait 
g*-^  ou  g^""'=  I  ,'ce  qui  ne  peut  avoir  lieu.  Donc  alors  on  aiu:a  A:=zOy 
A'z=z\m  et  pY  =  —  i  /w. 

Il  suit  de  là  que  l'équation  qui  a  pour  racines  p'  et  p"  sera 

?  •  '.  p*  +p  +  3  (m  +  1)  =  o,  si  Tw  est  impair  ou  n  de  la  forme  41 -f-  5  ,  et 

qu'elle  sera p^'  +  p  —  3 mz=zOy  si  m  est  pair  ou  n  de. la  forme  4* -f- 1. 


• 


\ 


1. 
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Donc  on  aura 

;j?  =  —  1  =1=  I  {/( — h)  ,  sî  n  est  de  la  forme  4«  +  5 , 
et  /^  =  —  5  ^  i  \/^         y  Si  n  est  de  la  forme  4*  4-  î  • 

(476)  Soit  af"  —  AT""""  +  baf^*  —  caf^^  -f*  etc.  =  o  Fëquation  qui  a 
pour  racines  toutes  celles  de  la  période  (m,  i)  ^  on  aura  le  coefficient 
à  =y(/»,  i)  =^' •  quant  aux  autres  coefficiens  i,  c,  etc. ,  leurs  valeurs 
se  trouveront  par  la  méthode  du  n*  459,  et  ces  valeurs  seront  toujours 
de  la  forme  B  +  Rp' -+- By ,  les  coefficiens  B,  B",  B'  étant  des 
entiers. 

De  là  on  voit  qu'en  faisant 

Z  =  X*  —  aaf*''^  +  ix*""*  —  cjc"""^  -f-  etc. , 

■ 

le  polynôme  Z  se  réduira  à  la  forme  / 

oh  P ,  Q,  R  désignent  des  fonctions  de  x  doutées  coefficiens  seront 
des  entiers  déterminés. 

Si  on  considère  pareillement  la  fonction 

Z' =  or"  —  û'x«-*  4-  b'af^^  —  c'xr"^  -f-  etc. , 

laquelle  égalée  à  zéro,  donne  toutes  les  racines  de  la  période  (m^  g),  on 

aura 

Z'^zP  +  Qp'+Rp'. 

n  faut  maintenant  substituer  les  valeurs  de  p'  et  p' ,  ce  qui  donne  deux 
cas  à  examiner. 

I*.  Si  n  est  de  la  forme  4*  4-  5  ,  on  aura  ;>'  =  —  i  +  7  V^—  n  , 
^^  =  —  I  —  ^  \/ —  riy  ce  qui  donne 

Z  =  P-i(Ç  +  iî)  +  i(Q-iî) /(-«), 
Mais  ZZ'  =  JT;  donc,  dans  ce  cas,  on  a 

2*.  Si  n  est  de  la  forme  4'  •+■  i  >  les  valeurs  de  ;;'  et  f/  sont  les  mêmes 
au  signe  près  de  /z  ;  on  aura  donc  alors 

d'où  résulte  ce  théorème  très-remarquable  : 

4  •  «  * 


468  THÉORIE  DES  NOMBRES. 

((  n  étant  un  nombre  premier  quelconque,  et  la  fonction  X  étant 
»  le  quotient  de  a:"  —  i  divisé  par  x  —  i ,  on  pourra  toujours  trouver 
»  deux  polynômes  V  ei  Zy  qui  satisferont  à  l'équation  ^X  =  V^  zi=:  nZ*  ^ 
>}  le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n  çst  de  la  forme  4^ -f-  5,  et  l'inférieur 
»  si  n  est  de  la  forme  4^  +  i  •  » 

Il  serait  très-difficile  de  démontrer  ce  théorème  sans  le  secours  de 
l'analyse  indéterminée  ;  d'où  l'on  voit  que  cette  analyse  n'est  pas  bornée 
aux  spéculations  sur  les  nombres ,  mais  qu  elle  est  utile  au  perfection- 
nement de  l'analyse  algébrique. 

(477)  Sachant  ainsi  a  priori  que  la  fonction  ^X  peut  être  mise  sous 
la  forme  V^dznZ^'y  il  est  facile  de  trouver  les  valeurs  de  V  ei  Z  dans 
les  différens  cas.  Pour  cela,  on  peut  extraire  la  racine  quarrée  de  4^> 
d'abord  par  la  voie  ordinaire  qui  donne  les  deux  premiers  termes 
ajtr*"  +  x™""' ;  puis,  pour  continuer  l'opération ,  on  ajoutera  au  premier 
coefficient  de  chaque  reste  le  plus  petit  multiple  de  /i,  positif  ou  négatif, 
qui  rendra  possible  la  division  par  4^  ce  qui  donne  un  nouveau  terme 
à  la  racine.  Lorsqu'on  sera  parvenu  aux  termes  qui  occupent  le  milieu 
du  polynôme  2j:'"-)-a:"^* -f-etc,  l'opération  sera  terminée,  parce  que 
les  coefficiens  sont  égaux  à  égale  distance  des  extrêmes;  de  plus  ,  ils 
ont  le  même  signe  lorsque  n  est  de  la  forme  4^  +  ^  ^  ^^  ^^^  signes  dif* 
férens  lorsque  n  est  de  la  forme  4^'l~  ^*  Connaissant  JT,  on  aura  Z  par 

l'équation  Z^  =  =^^^'^P, 

Par  ce  moyen ,  l'équation  Xz=:o  sera  décomposée  en  deux  autres  du 
degré  w ,  K  4-  Z  ^/(ip  «)  =  o ,  V  —  Z  ^/(^  7^)  =  o  ;  décomposition 
d'autant  plus  remarquable,  qu'elle  n'aurait  pas  lieu  si  n  n'était  pas  un 
nombre  premier. 

(478).  Il  y  a  une  autre  manière  de  trouver  directement  la  fonction  JT, 
d'après  l'équation  JT*  ±  nZ*  =  4^« 

Si  on  rejette  les  multiples  de  n,  on  aura  K=  2  yX:  or  X:=: 

=:^»(,_i)-(,«_i^).  donc  v/;r=^(x^i)"'(x-^;^ 

Mais  comme  dans  la  valeur  de  V  on  n'a  besoin   que  des  puissances 
entières  de  a:,  il  est  clair  quon  peut  supprimer  le  facteur (i—^^J 
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qui  n'a  d'influence  qu'après  les  puissances  jc^"*.  Donc  on  aura  simplement 


Il  restera  à  donner  aux  fractions  -, 


3    3.5    3.5.7 


,  etc.  une  valeur  en  nom- 


4^  4.ffM-6.8 
bres  entiers  ,  au  moyen  des  multiples  de  n  qu'on  est  censé  avoir  négligé, 
et  qu'il  faut  rétablir  dans  les  numérateurs  pour  rendre  la  division  possible 
par  les  dénominateurs.  Au  reste  chaque  coefficient  servira  à  former  le 

suivant;  car  si,  par  exemple,  (7V-0  J  se  change  en  un  entier  A,  la 

fraction  suivante  ( -:\'Z'^    )  devientf  — );  et  si  elle  n'est  pas  déjà  un 

\4.o.8.io/  \io/'  ^  ' 

entier,  on  la  rendra  telle,  en  ajoutant  à  son  numérateur  gA:,  le  mul- 
tiple convenable  de  tî,  le  plus  petit  possible. 

Soit ,  par  exemple ,  /i  =  1 7 ,  on  trouvera  de  la  manière  suivante  les 
valeurs  des  différens  coefficicns  fractionnaires  : 


5  +  17 
4 


/5.5\ /5.5\ 35  +  17 

a-rl)  =  (¥)  =  ^?^  =  4 

\4.(i.8.ioJ~~\ioJ'~\     10     J'  '' 


im,c     4C*- 


lA^^^fmM  f^'Upe*-* 


On  s'apperçoit  par  le   terme   7   déjà  trouvé  avant  4»   <P*6  celui-ci    ^•'*<^  •*<*♦<>   *  *  / 
occupe  le  milieu  de  la  fonction  Y.  En  effet  on  a    par  les  coefficien»  .«.«^  ^*^- h^-  *-? 
trouvés  tH/tf"  ^--J»  ^^^  * 

F  =  2x«  +  o:'  +  5jc^  4-  70:*  +  4f*  +  y^c'  +  Sa:*  -^  x  +  3t.  •^/•^.  P^  ^f^^O 

Y  étant  connu ,  on  déduira  Z  de  l'équation  1 7Z»  =  F»  —  4Z ,  laquelle       ;f  ^  '^*^  /TJ 
donne  ,  ^iîfr*^   *-•  ^ 

Z  =  a:''  -f-  x^  -j-  or'^-f-  30:^  ^  x^  ^  x^  ^  x. 

On  trouverait  semblablement  pour  le  cas  de  /i  =  ig, 

F=  2x9  +  a:*  —  40:^  +  5x^  +  5x^  —  5a;*  —  3x^  -f-4jc*  —  x  —  2  ; 

et  pour  le  cas  de  /^  =:  29 , 

F=  ax'^  +  x'^  +  8j:**  —  5ar"  +  a:'**  —  2x9  -f-  5x«  +  90:^. 
4-3      +^    HrSor*  — -So:^  4-a:*  —  2a:^4*3a:*- 


ùX 


î-  /-z^*-î^«-«« 


^ 
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(4*79)  ^^^^  maintenant  /i=:3m4*  i  ;  comme  alors  la  période  ÇSmy  i) 
contenant  toutes  les  racines  de  Tequation  X=:o^  se  décon^se  en  trois 
autres  (w,  i) ,  (j^y  g)y  ('w,  g^)  ^  nous  chercherons  généralement  l'équa- 
tion qui  a  pour  racihes  p'z=:f(my  i),  p"  =f(rf^fg)9  p"  =^/0n^  g^).  Et 
d'abord  il  est  visible  qu'on a;?'+^*  +^=/(3/»i  i)= —  i  ;  l'équation 
cherchée  est  donc  de  la  forme 

p^+p-^Pp^Q=:o, 

où  il  faudra  déterminer  les  coefficient  P  et  Q  d'après  les  valeurs  dé- 
veloppées p^pY+pY+pY,  Q—pYp'^ 

Comme  on  a  p  =  (t^)  +  (g^)  +  (g^ )  +  etc.,  le  produit  p'p"  est  la 
somme  de  m  quantités  de  la  forme  f  (m ^  et),  dans  lesquelles  et  a  les  valeurs 
successives  i+gy  g^-^gy  g^'^g 9  c^c.  Or  en  général  la  quantité  g^^+g 
ne  peut  pas  être  un  multiple  de  n;  car  par  la  propriété  de  la  racine  primi- 
tive g^,  on  doit  avoir  g  ==^  —  i,  oug^+i=o^(«),ft  étant  |  m;  on 
ne  saurait  donc  avoir  g^'""'  =  —  i .  Donc  la  valeur  de  p'p'  se  réduira 

à  la  forme 

pY=:^p''\-Bp'+Cp\ 

dans  laquelle  ^,  B ,  C,  devront  être  positifs,  et  tels  quW  ait 

De  cette  valeur  on  déduit 

pY^-^p'  +  Bp'+Cp^ 
pY  =  y^p^  +  Bp'  +  Cp". 

La  somme  de  ces  trois  produits  =  (-r^4-5  4-  <^)  (p'  +  P^'hp^)  =  —  iw. 
Donc  P^zz-^m. 

(480)  Pour  avoir  la  valeur  de  pYp"  9  î®  mets  celle  de  pY  «oua  la 
forme 

et  multipliant  de  part  et  d'autre  par  p'^  puis  substituant  les  valeurs  des 
produits  pY  9  pY  9  î'^ 

pYp"  =^—  Cp'  +  (J -- C)  (Bp'  +  Cp'^^Jp'') 

'i^(B  —  C)(Cp'  +  Jp''  +  Bp'"). 

Le  premier  membre  étant  une  fonction  invariable  dey^',  p*,  p^,  le  second 
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doit  en  être  une  aussi  j  partant,  il  doit  se  réduire  à  la  forme  M{p''^p'-\r-p'')  , 
de  sorte  qu'on  aura 

{J—C)B  +  {B—C)  C=  {J—C)  C+{B'-C)J 

La  première  é<{uation  est  identique ,  mais  la  seconde  donne 

C=:(J-^C)(Jt—B)  +  (B^Cy. 

Or  on  a  déjà  J  '^B=m — C;  soit  encore  J  —  Bz=:i^^  il  .en  résul- 
tera J=z{(m  —  C+  f) ,  Bz=z |(m  —  C —  p),  et  la  substitution  de  ce^ 
valeurs  donnera 

gC*  —  (6/?i -f- 4)  C+5(/*4-/w*=:oj 
d'où  l'on  tir«    (gC  —  5/ii  —  a)*  =  4  (5im  +  i)  —  ^7^  y  <>• 

(481)  Cette  équation  détermine  complètement  le  coefficient  C,  ainsi 
que  V  ;  car  n  étant  un  nombre  premier  de  forme  3/»  +  r  ,  o»  pourra 
toujours  faire  /i=ct'+3€*.  Or  i*.  si  Ç  est  divisible  par  3,  et  qu'on  fasse 
,S  =  3^' ,  on  aura  ,4/^  ==  4**  +  ^7  (^^0*>  ^^  4^^  =  a*  +  27^'. 

a"".  Si  C  n'est  pas  divisible  par  3  ;  comme  et  ne  peut  jamais  l'être  , 
l'un  des  deux  nombres  a-j-é',  a  —  €,  sera  divisible  par  5.  Mais  en 
mettant  4n  sous  la  forme  (i  +  3)  (a*  +  36*)  =  (a  =b  3€)*  -f-  3  (xzjpC)% 
on  pourra  supposer  aqp:^=3£,  de  sorte  qu'on  aura  encore  4^^  =  ^ 
-|-  37^*  ;  et  on  -voit  de  plus  que  4^  ne  peut  être  qu'une  fois  de  cetttf 
forme. 

Cela  posé^  on  aura  C  z=  "  ^  et  p=±i.  Ensuite  les  équations 

trouvées  donnent  p'pY  =  —  (^  —  C)  5  —  (jB  —  C)  C  =  C»  —  ^jB  =: 

C*— .i(w  — C)*H-^  i^*,  et  delà 

^ (5C— m)  (C-f.m)  +  t/* ng— m« 

V—  4  —        3      "^ 

valeur  qui  n'a  que  la  forme  fractionnaire^  et  qui  se  réduit  toujours  à  un 
entier.  L'équation  cherchée  sera  donc  en  général 

'         p^  ^p*  —  mp  ^^  Cm*  —  nC)  =  o. 


(48:1).  Soit^  par  exemple^  iu=  991;  on  aura  ms=;33o^  4^=:6x*+^7  •  ^*r 


•  • 
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az=6i ,  C=22i21— i  =  1  ly  j       r""*  =  2349.  ^^  trouvera  semBlablc 

méat  pour  les  nombres  premiers  les  plus  simples  de  la  forme  Sm  -f^  i  ^ 
les  résultats  suiyans  :  . 

7^  =  7,       iS,     19,     3i,  37,         45,     61,         67,     75,     97 

mz=z2^        4,      6y     10^  12^         i4^     20^         :22,     24^     Sa 

Ç=i,  —  I,       7,      8,     —II,     —8,       9,    —5,     27,     79. 

On  formera  donc  ainsi  autant  d'équations  qu'on  voudra  de  la  forme 
x^  ^x*  —  ma:  —  Q  =  o ,  lesquelles  auront  cette  propriété  qu'une  racine 
étant  connue,  les  deux  autres  s'en  déduiront  chacune  par  une  valeur 
de  la  forme  ^  +  ix  +  ex*. 

Les  trois  racines  p'y  ^%  p"  étant  trouvées ,  le  polynôme  X  pourra  en 

général  se  décomposer  en  trois  facteurs  de  la  forme  P  -f-  Qp'  +  I^p'  y 

X^        P^Qf^Rp"^  P+Qp'^  +  Bp',  dans   lesquels  P,  Q,  M  sont  des 

polynômes  en  x  dont  tous  les  coefficiens  seront  entiers.  On  trouvera 

3 

même  que  ces  polynômes  satisfont  à  l'équation  5-P  — •  Ç  —  iî=;  \/2jX 

=  5x^  +  0:"::^* -f-ga:"""*  +  g^af*r^+ etc. ,  où  l'on  fera  disparaître  les 

fractions  comme  au  n*  478. 

(483)  Par  une  semblable  analyse  appliquée  au  cas  de  /i  =  4^  +  i  , 
il  est  facile  de  trouver  l'équation  qui  a  pour  racines  les  quatre  quan- 
tités /(/w,  i) ,  f(m,  g)  y  /(m y  g^y,  f(m,  g^) ,  provenant  des  quatre  pé- 
riodes dans  lesquelles  se  décompose  la  période  totale  (4^*,  i).  Mais 
pour  cela,  il  faut  distinguer  deux  cas  : 

i"*.  Si  w=2A-,  ou/2  =  8Â:-f- 1 ,  alors  on  aura  d'une  seule  manière 

72  =  a*-j^  i6i*,  ce  qui  déterminera  C=:      ^  "~^;  et  l'équation  cher- 
chée sera 

pi+p^  —  5kp^  +  (4k^^nC)p-{-\k'  —  n({k  —  Cy=zo. 

2**.  Si /w=  2A:-f- I ,  ou  7î  =  8A  +  5,  on  déterminera  a  et  €  d'une 
manière  unique  par  l'équation  2n  =  (4*  -f-  i)»  -j-  (4^ -f- 1)*;  cette  valeur 
donnera  <?  =  7  (a*  +  ^t)  -f-  ^  (€*  -f-  S) ,  et  l'équation  cherchée  sera 

(484)  Indépendamment  de  la  théorie  précédente  qui  ne  laisse  rien  h 


h#'U 


-tf- 


y 

•» 
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désirer' sur  la  résolution  de  Féquation  or" — 1=0,  M.  Gauss  a  indique 
une  méthode  particulière,  au  moyen  de  laquelle  les  équations  auxiliaires 
données  par  cette  théorie,  peuvent  se  réduire  à  des  équations  à  deux 
termes  de  même  degré.  Comme  cette  réduction  est  assez,  remarquable, 
et  qu'elle  offre  peut-être  le  seul  exemple  un  peu  général  qu'on  puisse  pro- 
dyire  de  la  résolution  des  équations  au-delà  du  quatrième  degré ,  nous 
allons  l'appliquer  à  l'équation  jc"  —  1=0. 

Dans  ce  cas ,  Féquation  X  =  p  pourrait  se  décomposer  en  deux  du 
cinquième  degré,  de  la  forme  F-|-  Z }/{—  1 1  )  ==  o ,  Y —  Z '$/( —  1 1  )=o; 
mais  cette  décomposition  n'ayant  aucun  avantage ,  il  est  plus  simple  de 

faire  x  ^ —  =  «  a  ou  a:*  —  jcjs  -f- 1.=  o ,  et  ajbrs  l'équation  du  dixième 

-■  r 

degré  Jr=:o,  se  réduit  à  celle  du  cinquième, 

2^  4-  z*  —  4z«  —  3z*  +  53  +  I  =  o.  (a) 

Ce  procédé ,  comme  nous  l'avons  déjà  remarqué ,  revieut  à  décomposer 
la  période  (10,  1)  en  cinq  autres ,  lesquelles  sont  (2,  i),  (3,  2),  (2,  4)1 
(2,  8)  et  (2 ,  16)  ou  (2,5);  car  l'équation  indéterminée  x^'' —  i  =o4^(i  i) 
a  pour  l'une  de  ses  racines  primitives  2,  et  ainsi  faisant  g:=:2,  on  a 
la  suite  des  périodes  précédentes.  Soit  maintenant 

a=/(2,i)  =  /•  +  r>-, 
b  =/(a,  2)  =:/^+r?, 
c=/(2,4)  =  H+rS 

^=:/(2,5)  =  /^+  r\ 

De  ces  équations  on  tire  soit  immédiatement ,  soit  par  les  principes 
précédens  ,  a*  =  i  +  2 ,  ai  ==  ^  +  ^,  /zc  =:  rf  +  e.  Or  on  peut  regarder 
les  quantités  »,  *,  c,  rf,  e,  comme  formant  une  suite  rentrante  sur  elle- 
même  ,  dans  laquelle  a  est  précédé  de  e  ;  on  peut  donc ,  en  avançant 
successivement  chaque  lettre  d'un  rang ,  former ,  au  moyen  des  tiroia 
équations  précédentes ,  les  quinze  qui  suivent  : 

«»  =  i  +  a,  ab  ^=  a  +  d,  ac  =i  d  +  ^ 3 

i*=<?4-2,  ôc  =  i-f-e,  W=e-f.a, 

c*=rf4-2,  cd  ==  c  +  a,  ce  z=i  a  '•^  b  y 

rf*=:ô-{-2,  de  ^=:  d  -j^  b  ,  da  =s  b  -^  c  , 

e'  =  a  -f-  2  ,  cflf  =  e  +  c ,  eb  z=i  c  -{'  d. 

Par  ces  équations  il  est  évident  qu'on  pourra  réduire  toute  Tonctioù 

60 
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rationnelle  et  entière  des  quantités  a  ^  by  Cy  d^  eyh,  la  forme  linéaire 
A  -f-  Ba  +  <7i  +  De  +  Ed  -^  Fe  j  où  Ton  pourra  même  faire  disparu 
raltre  un  terme  à  tolonté,  au  moyen  'de  Téquation  osi+a  +  A-H^? 

(485)  Nous  allons  faire  voir  maintenant  que  Téquation  (a)^  quoique 

pourvue  de  tous  ses  termes ,  peut  être  résolue  à  Taide  d'une  équation 

t-p  à  deux  termes  Y  =  ^>  <lans  laquelle  f^  est  une  quantité  connue  de  la 

'     Joxry^   M'\-N  \/—\. 

Soit  R  Vune  des  racines  imaginaires  de  l'équation  iî*  — •  i  =  o ,  les 
cinq  racines  de  cette  équation  seront  i ,  iî ,  jR*  ,  F? y  R^ ,  et  leur  somme 
étant  zéro ,  on  aura 

0=1    +  Jî  +  iî*  -f.  iî3   +  iî4. 

Les  racines  de  la  même  équation  seraient  également'  i  y  Bf  y  R*y  R^y  iP  ; 

et  en  général ,  i ,  i?",  iî"",  -R^*,  J?^"* ,  pourvu  que  m  ne  sQÎt  pas  divisible 
par  Jy  de  sorte  qu'on  aura  aussi 

o  =  I  +  iï*  +  iî'-  -H  iî^*  +  iî^. 
Soit  maintenant 

T  z=  a  +  hR  +  cR"  +  dR^  +  eR*y 

et  imaginons  qu'on  élève  ce  polynôme  si^ï$.  cinquième  puissance  ;  puis<» 
qu'on  a  R^z=z  i  y  cette  puissance  pourra  se  réduire  à  la  forme  : 

T^  =z  J  ^  BR  +  CR^  +  DR'  +  ER^y 

où  les  coefficiens  AyByÇyDyEne  contiendront  que  les  racines  a  y  by 
c^dy  Cy  et  ne  les  contiendront  y  si  l'on  vept^  que  jsous  la  forme  linéaire. 
Si  l'on  observe  de  plus  qu'en  fidsant  T ;=^b^cR^dR^'J^eR^^aR^ y 
on  a  T=T'Ry  et  ainsi  r?=:  T'^R\z=i  T'y  U  s'ensuit  que  dans  la 
valeur  développée  de  2^,  on  peut  avancer  chaque  lettre  d'un  rang,  en 
écrivant  *  au  lieu  de  a^  ^  au  lieu  de  by  etc.  Donc  l'un  des  coefficiens 
Ây  By  Cy  DyEy  daus  T'y  ét^ut  dcsigué  par  aH-fa+j^i+J^c+fi+^e, 
cette  valeur  doit  être  la  même  qjie  a+Ci+j/c+JW+^e  +  ^a.  Donc 
^=>=cr=6=^^  et  le  coefficient  dont  il  s''agit=«H-^CH-H-<>f-rf+^) 
s=* — ff^  c'est-à-dire  qu'il  se  réduit  à  un  nombre  entier  indépendant 
des  racmes  ayby  Cy  d^  e«  C'est  ce  que  le  calcul  suirant  va  confirmer* 


»  .* 
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(486)  Si  Ton  met  d'abord  la  valeur  de  T^  sons  la  forme 

âàné  réduire  R^  et  IP  k  leurs  plus  simples  expressions  jR  et  A^,  cm  aum 
1/  =3  a»  -f-  ^be  *f-  2crf,  et  semblablement  i's=  i*«+^  2ca  -|-  ade,  etc.  ^ 
chaque  coelfficient  se  déduisant  du  précédent ,  en  avançant  les  lettres  d'um 
rang.  Or  en  réduisant  la  valeur  de  d^'  à  la  forme  linéaire  ^  on  a  4^  s=  «^  6 
-f-  ac  — '  ae  ;  on  aura  donc  tout-à-Ia-fois  : 


5  -4*  2^ 

e  +  :2a 

a  +  :2i 


Si  l'on  fait  semblablement  F*  =  a*  -+-  *'  iî*  -+-  c*/î»  rf-  fiT-B"  +  «'^"  »  «t 
aura  J  ■==.d*-\-  a^V  +  2<^^<^  >  et  en  valeurs  liaéàires^ 


<^  =  a  —  i6fl 
«'  =  a  —  i65 
'  ~    a  — ' .  16c.  ' 
a  — .i6rf 
a  -^  i6e,' 


lOJ  -|-   V&C  •+*    loe, 

i0£?  -|-  TL^d  -i|-  loa  , 

10^  •+-  aSa  •+•  ttpc, 
lOâ  -f-  ^54  -+•  ïO^- 

»^  deux  ^oljmomes 


T 
y4 


=  a^+  VR^^  c''R*+  drR'^+  eR'% 
et  on  trouvera  letir'pt'tttfiMt    '        "   -'^-^     •     '      ' 

7*  =  —  106  —  iZpR  H-.a56iî'  —  aoiî'  r\-^R* , 

« 

ou  en  chassant  R^  au  moyen  de  l'équation  0=  i  -{•  R-^  R*  -{•  R^ -^ R*, 

T' =  —  11  (a6 -f- aoJI  —  i5ii*  4-  loiP), 

quantité  ind^n^imte  à^^y^cmes  a^b  ^  ^»  ^>  ^  >  ^^^  que  nous  l'avions 
prévu. 


«i 


(487)  OôHnaissatit  d*après  cette  équation  la  valeur  de  T  en  fonction 
de  it  ^  on  connaîtra  la  valeur  du  polynôme  a^bR-^cR^-^dR^eR^.; 
changeamt  ellsuit»lfiial•i^,it%JS^  sucteisiyemeM/.on  aura  4a  valeiir  de 
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'  trois  autres  polynômes  oiiaybyCydye  seront  les  inémes.  Aa  moyen  de 
ces  quatre  équations  jointes  à  l'équation  o=  i  -|-a-|-4  +  £?  +  d!-|-e^ 
on  pourra  déterminer  les  valeurs  des  cinq  racines  a^  b  y  e^  dy  e;  et  dans 
cette  solution  on  ne  suppose  connues  que  la  valeur  de  Ry  et  celle  de  T 
d'après  l'équation  k  deux  termes  7^  =  /^^  où  /^  est  une  quantité  donnée 
de  la  forme  M^N^ —  i. 

'  Mais  la  multiplicité  des  racines  tirées  de  chacune  des  équations  T^h=zP^^ 
puis  combinées  entre  elles  y  pourrait  donner  lieu  à  quelqu'embarras. 
Pour  éviter  toute  indétermination ,  examinons  particulièrement  les  poly- 
nômes formés  comme  il  vient  d'être  dit  ^  savoir , 

T  —  a  +  bR  '\.  cR^  +  dR'  +  eR^, 
7^^=^  a  +  bR^  +  cR^  +  dR9  -+  eR'^ , 
T''^:  a  H-  A/î*  +  cR'  +  dR*+  eR\ 

•  ■  ' 

...»       .       ,  ^  1   i/ji,     Si  on  développe  les  produits  T'T*.   T2^,  on  trouvera  les  résultats 

/.'  /U.  *.    /P.*J  -^ft')-  ''    très-simples  TT*  =  1 1 ,  TT"  =  1 1  ;  d'où  résulte  7*  =  ii,et  2^  =  ^ 

>rfiirf-ft^^  '<'•  /»^**  ^*  '^      ^  ^Mi&i  donc  de  connaître  7*  et  2^ ,  et  alors  on  formera  les  étpiation» 

W  Ay^  ^'  '  <    T  Si:  a  +  */î  +  ciî»  4-  dB?    -H  «/î*, 

.  ^  .^  r  =  a  +  ^i^^-  cil*  +  dB^    -f^  efi». 


i»l«*MC^ 


t>4i^  Ajoutant  ensemble  ces  équations  et  réduisaoit,.on.^ura  enfia 

)^^^^^r^  r  \^    "     (4^8)  Il  feijt  maintenant  dans  l'équation 

^^L")  (^  ,    /j^;;t  •'  ^       T^'fei^  II  (56  +  36iî-i^  i5/?*>+  tbfl*>,^> 

riM(f*^^**^  ^  substituer  pour  jR  Tune  des  racines  imaginaires  de  l'équation  iî*  —  i 


•  I 


I.  .:•  il 


Soit  donc  a  =  — c~^  ^  étant  l'un  des  nombres^  ^  i^:2^5^4î^^  aura 

;cos5a=:i  y  sinSctmo^  cos4^=:=:cosctySin4A= — sin^^.cosStfsscosax, 
sin  3jiiis=  -^  sin  ha.  y  et  les  ouatre  racines .  ituaginairés.  .de   l'iqaatiou 


s? 


0  seront 
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M  =  cos""a  4"  |/"~  I  sînct, 

'    iî^z=  cos  et  -—  i/— '  I  sîn  a. 
De  plus ,  leur  somme  étant  ^—  i  ^  il  faudra  qu'on  ait 

o  =  I  -|-  acosflt  +  3C0S2a, 

0 

équation  qui  a  lieu  sans  déterminer  la  valeur  de  A:. 

Cela  posé  y  la  substitution  de  la  valeur  de  R  dans  celle  de  T^y  donne 

7^  =  II  f—  i6  +  25cos2ât  +  (25sin2ot  -^  ^osina)  |/—  i\ 

Soit^  cos^  =  — i6 -{- aS  cosaa  et  ;c7  sin  ^  =:  sSsin^ât-— :2Osin0t^  on 

trouvera  /?*=]33i=:ii^^  ou/?=ii^;  ainsi  l'angle  ç  étant  détermina 
par  les  équations 


cos  ^ 


—  iS4-  aScosaa 


^   sin^  = 


35  sin  flee  —  âo  sin  « 


m/ii  '  ""^  11  V^ii 

on  aura  7^ sss  1 1*  (cos  ^  4-  v/—  i  sîn  ^)  ,  d'où  résulte 


5 


r=:  iii^cos|+  |/— i  sin|\ 


(489)  La  valeur  de  T  se  déduit  de  celle  de  ÎT,  en  mettant  simple*- 
ment  B^  à  la  place  de  il^  ou  2^  à  la  place  de  (i\  ainsi  faisant 


»        —  iG  +  û5  cos  4*        •    ^/' 

cos<p= -2--7 -^.    sm0 

^  11  \/ii         ^         ^ 


a5  sin  fyt  —  20  sin  fl«t 
11  y^ii  ^ 


on  aura 


T  =  ii^(cos^  +  i/—  i  sîn  0. 


Donc  par  la  substitution  de  ces  valeurs  ^  on  obtiendra  enfin 


5a  = 


-+-2  v/ii  v^^^l 


cos 


0.- 


mais  il  reste  à  fixer  le  choix  des  racines  dans  l'usage  de  cette  solution, 
£t  d^abord  on  peut  prendre  pour  ou  celle  qu'on  voudra  des  quatre 


••r 
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Valeurs  •^,  T  ^  "T  ^  T"'  ^^^  *^  ^  la  place  de  a  on  met  a*,  Sa^  4^  ^  léS 
valeurs  de  cos  ^  et  cos  ç'  restent  les  mêmes  ,  ou  s'échangent  entre 
elles  ;  ainsi  on  peut  se  borner  ji  &ire  et  =  -r-  c=:  7  a*  ^  ce  cpi  donne 
cosa  =  — ^-{-J  V/5,  cos2flt  =  — ^  — ^  \/5}  il  en  résultera 

^^^  ^  =       44V/I1       '         ^^'^  =       UV^i      ^ 
(p  =  i86*  48'  38^61,  (p'  =  io3*    6'  53^oo, 

I  <p  =    57»  :2i'  45*72,  f  (P'  =    20*  37'  i8'6o. 

Goinlme  6n  pénï  prendre  ^  -f-  ^^^  ^u  lieu  de  f ,  il  est  clair  que  le  téAtne 
cosl  aura  cinq  valeurs  différentes,  savoir, 

c.s|.co»(|  +  f).co,(|+f),co.(|H-?),cos(|+Ç). 

De  même  cos  7  aura  cinq  valeurs  différentes ,  et  il  faudra  savoir  la- 
quelle de  ces  cinq  valeurs  doit  être  jointe  à  une  de  cos  ? ,  pour  en 

déduire  la  valeur  de  la  racine  a,  on  plutôt  Tune  des  valeurs  de  a.  Car 
on  voit  bien  que  a  peut  représenter  indifféremment  celle  qu'on  voudra 
des  cinq  racines  a^by  c^dj  e  y  et  qu'ainsi  la  même  formule  qui  donne  a, 
doit  donner  en  même  temps  les  quatre  autres  racines  é^  Cy  dy  e. 

(4go)  U  ne  faudrait  qu'un  petit  nombre  d'essais  pour  établir  la  cor- 
respondance qui  doit  avoir  lieu  entre  les  valeurs  de  cos  ?  et  celles  de 

cos|-.  Mais  pour  éviter  tout  tâtonnement ,  reprenons  les  formules 

T'  =:a  +  bR^  4-  cR^  +  dR^   -+-  eR'^  y 

En  les  multipliant  entrb  elles,  oh  devra  trouver  un  produit  indépen- 
dant des  racines  ûy  by  Cy  dy  e.  En  effet,  on  aura 

T'T'  =  II  (2R  —  a/î*  —  R^). 

Substituant  la  valeur  JR  ==  cos  a  -4-  V/—  i.  eîn  A,  il  vient 

2^2^  5=  I  ï  (acos  et  —  Scos  î«  -f-  (isin  a  —  sin  a«)  j/— .  i\ 

Soit  fcos 4  s»  ^cos  «  -^  Scos  ul  ,  y mi  ^  a^  amjx  -^^^  â«  >  (m  troâfen 
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^•=sii;donc 

Cos4s=:  p^-j ,       5m^.=:  ^^ } 

cl  comme  on  a  fait  et  =  72'*^  il  en  résulte  cos -sj^  =      .  .^   ^  de  «orte 
qu'on  a  •v(/=;:23''  20'  4^'o5;  %(/  étant  connu  ^  on  aura 

7^=i^(co4+l/— 1  sin4.)=i  i^(co8(4— ^)+V/— I  sîn(4— ^)  Y 

Donc  7^+  r''=^T*+^  =  2/ii.cos(%|/~^.  Cette  quantité  a  été 

xeprésentée   ci*dessus  par^j/  i^i  cos  ^  ;  donc  la  valeur  de  7-  qui  cor-        ^ 
respond  à  ime  valeur  donnée  de  ?  ^  est 

combiner   ensemble  pour  former   une   des  valeur9''\}e  a  ,    sont  les 
suivantes  : 

1=    37*2i'43^72,      |-  =  308^37' 18^60,      a  =  2cos-21/    •' 
3:25. ai. 43.72^  92.37.18.60',  acos— , 

181. 21. 43. 72,  m    20.37.18.60,  2C0S  — , 

253.21.45.72,  236.37.18.60,  2C0S  — , 

109.21.43.72,  164.57.18.60,  2C0S— — . 

(491)  Si  on  rétablissait  la  valeur  de  T  sous  la  forme 
T  =  \/[i  I  ( —  16  -|-  25 COS  2a)  +  (25  sin  2et  —  20  sina)  ^/—  i)]; 
ensuite  7^,  T^,  T',  sous  une  forme  semblable ,  la  formule 

5a  =  —  iH-TH-r'-l-r^+T^ 

reviendrait  à  celle  qne  Vandermonde  a  donnée  dans  les  Mémoires  de 
TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  année  1771»  pag.  I^\6. 

L'auteur  n'est  entré  dans  aucim  détail  sur  les  moyens  de  faire  dispa- 
raître l'indétermination  d,e  sa  formule  ;  mais  sa  méthode  a  les  mêmed 
fondemens  que  celle  de  M.  Gauss.  L'une  et  l'autre  doivent  leur  succès 
à  ce  que  le  polynôme  a  -f-  ijR  +  cB^  +  dB?  +  eiî*,  élevé  à  la  cinquième 


'9Qiad' 


■«»K' 
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puissance,  donne  une  quantité  indépendante  des  racines  a,  b,  c,  d,  e, 
puisque  par  la  propriété  particulière  de  ces  racines ,  toute  fonction  ra- 
tionnelle et  entière  qui  en  est  composée,  doit  se  réduire  à  la  forme 
linéaire  ^-^Ba-{-Cb-^  etc.  D'ailleurs  Vandermonde  a  remarqué  que 
toute  équation  x* — i=:=o,  dans  laquelle  n  est  un  nombre  premier , 
pouvait  être  résolue  de  la  même  manière  ;  ainsi  la  priorité  de  cette  dé** 
couv^rtç  ne  saurait  lui  être  contestée^,^/^^,^  cyt**^aJ-  9*^  Dt'^ 

FIN,  ,  /     .    j 

Utt»^  ,/*^  y'^^^  ^*^r^  r'***^  -stc*-.*^  f***'^" 


I*    •        ■•    - 


*        *■ 


t 
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T  ABLE   I. 


Expressions  les  plus  simples  des  formules  /^  +  iiiWy^  H- iVi*  ,  pour 
toutes  les  valeurs  du  nombre  non  quarré  A^^M^ — LN  y  depuis  ^=2 
jusqu'à  ^  ;=;  1 36. 


TABLE    i; 


T  A  B  t  B   1. 


T  A  B  L  E   1 1. 

Expressions  les  plus  simples  des  formules  ^'  +  ^7-2+ JVs*,  où  AT  est  iimaù*} 
pour  toutes  les  valeurs  de  B=M'—~/^LN y  depuis^=:5  jusqu'à  B=ioS. 


Nombre  B. 


FORMULE  REDUITE. 


NOMBRE  B. 


5 
i3 

'7 
ai 

=9 
35 

57 
4" 
45 
55 

61 


77 
85 


9* 
97 
101 


■■Z 
ia5 
lag 
i33 
■  57 
i4i 

145 

■49 
i55 

161 

i65 


7'  +  }■' 

7'+  7= 

7'  +  72 

± 

{r  +  J' 

X'  +  J'' 

=fc 

(.r  +  r- 

r  +  r' 

r-  +  y- 

± 

'.r  +  r^ 

y  +  7» 

± 

(  _^-  +  ^2 

jr'  +  yz 

r  +  y 

V'  +  J- 

± 

(r  +  r- 

r  +  j" 

± 

(.r  +  y 

7- +  7= 
ir  +  j"^ 

r  +  r- 

± 

ir  +  j'' 

r  +  r- 

jr'+  !=■ 

± 

(r  +  r 
W-  +  r 

± 

r+r 

r+r 

± 

(r  +  r 

r  +  r 

=t 

(r+r 
(r+r 

± 

r+r 

ifc 

(r  +  r 

r  +  r 

=r  +  r 

4r  +  r 

r  +  r 

=t 

(r  +  r 

zfc 

lr  +  r 

=t 

\r  +  r 

=fc 

(r+r 

± 

(57-+5r» 

5ï' 
42- 
5,-) 


-I.2-) 

-  i5=' 
.i4.-) 

-  iSa» 

-  i6s' 

-  8z' 

-■7=-) 

-  i8s- 

-■9=-) 

-  aiz» 

-  72" 

-  33Z' 

-  24^' 

-  a5z' 

-a62') 

-  i5z-) 
-ap- 
-aBî- 
-ags-) 

-  3iz" 

-  SazO 

-  53zO 
-541- 

-  552') 
-36z' 

-  i8zO 

-  37Z' 

-  3éz-} 
-392-) 

-  4o2* 

■4"V 

-  l32' 


TABLE   III. 

Diviseurs    de   la  formule  *•— ai»*. 


FORMULE. 

DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 

DIVISEURS     I.1MÉAIHES     IMPAIRS. 

t'   2U' 

r  -  ^•'■• 

8x4.    1,7 

(■  —    3a' 

r-  3»' 

I2X  +    1 
I2X  +    Il 

f  —     5a- 

r  -  sz- 

20J:  +  1,9,  11,19 

(•—     6a' 

r  —  62" 
&'  —  7' 

24x  +    1  ,  IQ 
^X  +   5,  25 

1'  —    7«' 

r  —  T-' 
r-'  —   j'" 

2ar  +  I  ,  9 .  =5 
382:  +  3,19,27 

*'  —  loa' 

7'  -  .05- 
2_;-'  —    5z' 

401  +  1,  9  ,51,39    . 
40a:  +  3,  13,27,37 

C  —  lia" 

r-ii=' 
HZ-—    f 

44^  + ',5,  9,25,37 
44x  + 7, 19,35,39,43 

e  —  i3a' 

r  -  .3^' 

52X  +  1,  5,  9,  17,25  :  25,27,20,  55, 
43,49.51 

('  —  i4u' 

,4z'  —     jr- 

56j:  4-  i  ,  g  ,  1  i  ,  25, 43, 5i 
56x  + 5, .5,31, 45,47,55 

P  —  i5a' 

r'  —  i5z» 
Sz-—    ^ 

60a:  +    1  ,  49 
60J:  +  1 1 ,  59 
60a:  4-    7  ,  45 
6oj:  +17,53 

(■  —  ijt^ 

r  -  ■?=• 

680:+  1,9,13,15,19:21,25,33,55, 
43:  47,  49, 53, 55,59: 67 

(.  _  iga- 

r  -  ■92- 
191'  —  j- 

761;  +  1,5,  9,17,35:45,49,61,73 
761  +  3,15,27,51,51  ;  59,  67,  71,  75 

(*  —  2ia' 

J'  —  21i' 

2.J--  r 

84x  +  1,25,37,45,67,79 
84^:  +  5,17,41,47,59,85 

i*  —  22a* 

_^*  —  aaz' 

222'-  r 

88.r+  1,3,9,25,27:49,59,67,75,81 
881  +  7,13,21,29,39:61,65,79,85,87 

C  —  a3a' 

r-=3.' 
25i'  —     7" 

a-ix  +  I  ,9,  i5,  25,29:41,49,75,77, 

8(:85 
93a:  +  7,  11,15,19, 43: 51,63,67,  79, 

^ B 

\v* 


•T  Jk  BLE  II  !'. 


a6a' 


DIVISEURS 
QUADK  ATI  QUES. 


/* 


agtt* 


2;^  —  iSz* 


DITiaStJlt»    I.IIfSAIRZ8    IKPAir«« 


T"*»^^» 


io4j;  +  i,9>i7ia5r,  a5  t49,55,  79, 
81,67  :  95,  io5 

io4x  4-  5,  II,  19,  21,37  •  45,59,67, 
85,85:95,99 


j»—  292* 


3o«' 


i» 


5iu' 


55«» 


.  '    i.    - 


Sos* 
i5z* 


502* 


y*  —  5iz» 
5iz»  —     y* 


ii&r  -f-  1,^,^,9,  i5  :  a5,  a5,  35,  35, 
45  :  49>  5ï  ,53, 57, 59:  !65, 65, 
67  ,71 ,81  :  85,91 ,9$,  io5,  ix)7  : 
109, III ,  ii5 


ijaor  + 
i2ar  -4" 

I30JB  «ifr 

1  aojc'  -f- 


I  y  ï9>  49  >    91 
29,  71,  loi,  119 

17,  83,.  107,  ii5 

7  ,  i3,  57  ,,io5 


552' 


35z' 


y^ 


i  f 


34tt* 


t»  ■—  35i«' 


;  t 


57tt' 


'  i* 


SBw 


^     ■      I    '  I  ■     «Il 


',^' 


ia4a: -4-  1,5,9,  a5,  55  :  41  ,45,49,69, 
81  :  97,  101^109,  ii5,  121 

124X  «+•  3,n,i5,a5,a7;43,55,75,79, 
85,91,99,  m5,  119,  laS 


l52X  -f- 

i32x  H- 


1 ,  a5  ,  5i ,  37,  49  :  67,  91  ,  97 , 
io3,  ii5 

17,29,55,41,65:  83,95,  lOI, 


107 


3i 


54a«        ^ 

342'  —  j*    y 

Zjr*  -|-  yf'^  -"  lïz*  ii56a;  -|- 
112»  —  3r2  —    Zj*. } 


yrz 


Â" 


-  35z» 

-  r 


72* 


r 


i36ir  Hr  ï,9%ï5, a5,55:47,49,55,  81, 
87  :  89,  io3,  m,  lai,  ia3:i 
3,5,11,27,29:57,45,61,75, 
91,99, 107,109, 125, i3i:i33 


140*  -f-   1  ,  9  ,29, 

140X 
i4ox 

140a; 


81,  109,  121 


19,  5i,5q, III, i3i, 139 
i3,  17,55,  75,  97,117 
25,  43, 67, 107,  123, 127 


r  —  372*     1 

3^*  +  yz  —  1*5*  J 

1 


i4&i; 


jf  v^.  582« 


382' 


r 


BSSB 


»^»  3,7,9,  "  '^^3  25,27,55, 
4»  :  47, 49» 53, 65, 65: 67,71, 
73,  75, 77  •  8ï ,  85,  85,^.,. 99, 

lOi,  107,.  ii5,  121  ,  123  :  127, 
i57,  159,  i4i,  145  :  147 


t524i+  1,9,11,  17,  a5:  55,  45,  49, 
75,  81  :  85  ,  99,  ii5,  lai,  laS: 
129,157-,  159  — 

i5ajc  -f-  ï5,  i5-,  25,29,51  :  57,55, 
71  ;79:to5;-io9, 117,137,15 
i4i,  143,  i5i 


rABfig  14^^ 


.«    —  r  »  ■* 


FORaVLB: 


n» 


•«5 


4xu'' 


t     ' 


DIVISEURS 


QUADRATIQUES. 


4au* 


/•  r—  45«» 


I* 


46«* 


«• 


47"' 


Sitt' 


r-^4»> 


^--45«* 


432*  —    7» 


I 

46?'—  r 


r 


r 


w 


I 


tfXYISEURS   LIITEAIRES   IMFAXAS. 


t  : 


i56x  + 
i56jc  -i-» 
i56r  + 


35,35,95,  i07,i5i,i55 
5  ,4i>89,  125,137,  149 
7  >  ï9>  3i,  67  ,n5,  i5i 


164a:  +  ï  ^  5,9,  21 ,  23  :  25, 5i ,  35,  57, 

59  :  45,  45,  49,  5i,  57  :  59,  61, 
73,  77,.  81  :  83,87,  91  ,  io5, 
io5:  107,  II?,  ii5,  ii9,-H2XV: 
125,  127,  i5i ,  i55,  159:  i4i, 
143 ,  155^  i59.>>  i63 


16&C  -f< 
168a:  H- 

t6Sx  'h 
i68x  + 


1  ,2^5  79^1  »)h,wr7^  i5i 

17^41^47589  ,  i45>  167 

II,  29^  53,107,  t49j  i55 
i5,  19,61,  ii5,i59,  157 


172X  ^f.  t,9,i3,  17,21  :25^4iV4g,5ï, 
57:81,97,  101,109^  Ï17  :  121, 


JJ20C  «+• 


i>7:Oi,97,  101,109^  Ï17  :  121, 
i55,  145,  i5!5,j65  :  169 
3>  7/19^27,^:  5i  ,'55, 65, 71 , 
75:91,  ïi5,  119,  123,  i5i  :  147 > 
i5i,  i55,  i59,  i65  :  171 


1480:+  1,3,9,  25,27:  55,  j4i, 49, 59, 
75:  75,  81 ,  io5,  121^  125:  i5i, 
159, 1475163,169: 177,  179 
5,  7, 15,^21,57:  45>53,6i,65, 
79: 105,109,111,125, i55: 145, 
149,  157,  i59, 175,  i8i,  i85 


i^/^x  -H 


1880:+  1,9,17,21,25:37,499^5^1, 
65  :  81 ,  89,  97,  101 ,  lai  :-i45-, 
i4i9,i55,i57,i65:  169,175,177 

188a:  -H  ii,i5, 19, 25, 5i  :  55^,39,43,67, 
87:91,99,  107,  123,127:  i35, 
139, i5i, i65, 167: 171, 179,187 


2o4x  -}-; 
2o4x  -H 
204^  + 
204^ 


1  ,  i5,25,49, 121,  ii5, 157,169 
55,47,59,85,  i55, 179, 191,205 
7  ,51,79,01,159,1^5,175,199 
5  ,29,41,65,115,145,175,197 


TABLE    III. 


■»— — — I 


FORVULE. 


f 


53tt' 


DIVISEURS 
QUADRATIQUES. 


T"*  —  5Zz' 


e  —  55a" 


57«' 


58u' 


<»  —  59«* 


r  -  57«* 


57a» 


r 


^*  —  58a* 


27*  —  ags* 


7*—  59a* 


Sgz* 


r 


DIVISEUKS   LINEAIRES   IMPAI&ft. 


r- 

55a* 

55a*  — 

r 

• 

—  a7a* 

vjz^  —  ayx 

-    ^ 

aiaj} -(-  1,7,9,11,13:15,17,35,39,37: 
45, 47»  49»  57, 59  :  63, 69, 77, 81 , 
89  :  91,  93,  95,  97,  99  :  io5,  107, 

xSi,  i55:  i45>  ^49 s  ^"f  i^^> 
i65  :  i65,  169,  17B,  i85,  187: 

195 ,  197  >  i99>  30ï  1  ^oï  •  20^> 
211 


Moor  +1,9,  49>  69>  81  :  89,  x4i ,  169, 

181 ,  201 
aaoo:  +  19,  Sg,  5i,  79,  i5i  :  iJg,  i5i  , 

171,  21x^:119 
aaor  +  i5,  17,  57,  75,  117  :  i55,  ï75-, 

195,197^2^7^ 
3200:  •+■  5,  25,  37,47,67»  io5,  i47>xo5, 

2o3,  207 


228a;  H-  X  ,  7,  25  y  45  ^  49  •  ^^  >  ^i  >  7^., 

85,  ii5  :  121  ,  139,  i57,  x63, 

169:  175,187,  109 
228a:  -H  29,41,55,59,65271,89,  X07, 

1x5,  145  :  i55,  167 ,  175,  179, 

i85  :  2o5,  221 ,  227 


252X  4-  I5  7,  9>  35,25:  55,49,57,65, 

65  :  71,  81 ,  io5,  III,  121  :  129, 
i5i,  i6i  ,  167,  169  :  175,  i85, 

199,  207,  209  :  225  ,  225,  25l 

2520:  •+-  5,11,  19 ,  21 ,  27  :  57  ,  45 ,  61 , 
69,  75:  77,85,  99,101,  i5i  : 
x55,  147,  i55,  107,  x65  :  171 , 
189,195,  2o5,  21 X  :  215,221,229 


256or  H-  X  ,5,9,  X7,2x  :  25,29,41,45, 
49:  55,  57,81 ,  85  ,  io5  :  121 , 

."Lk    _ïk     -«-     .//r.  .iTîr     ^a^ 


2560:  4- 


125,  i55,  i57,  145  :  i55 ,  169  , 
x8i  ,  189,  195  :  197,205,  2i5, 

225 


99 


T^A  »  L  E  Ht 


9 


fORMULE. 


D I VI SEURS 


QUADR  ATI  qUES. 


6lU' 


jr*  —  6iz* 


DIVISEURS    LINEAIRES     IMPAIRS. 


<•  —  6214' 


r»  _  Q2Z* 


344^  4"  1)5,7,9,11  : i3,a3, 25, 3i, 35: 
41,  45, 45, 49, 5i  :  55,  57, 59,63, 

65  :  67,  71,  73,77,79  :  81,  87,  91, 

97,99: 109,111, ii5,ii5, 117: 
lai,  ia5, 157,139,  i4i  :  145, 149, 
i5i,i55,i59:i6i,  169, 175, 191, 

197:305,307,311,215,217:  333, 

335,337,329,341 


62Z' 


r 


<» 


65a' 


mï' 


5^—  i3z' 


348a:  ^  1,9, 19,  35, 53  :  35,  41,  49, 5i , 
59:67,81,97,103,113:131,139, 
131,163,169: 171,187,193,195, 
311  :  319, 225,  227, 233,  235 

24ar  H-  i5,i5,3i,35,39:57,;53,55,6i, 
77:79,85, 117,119,13^:  i35,  i4i, 
i5i ,  167,181  :  189, 107, 199, 307, 
3 1 3 :  3 1 5, 333, 339, 359, 347 


26<w  +  i>9>29>49»5i:6i,'69,79,8i, 

,  i3i ,  159,  i59  : 


26o<r 


<•  —  eôM* 


101  :  121 ,  129 

179,181,  191,199,209  :  211, 25i, 

25 1 ,259 

7,33,37,47,57:63,67,73,83, 

93:97,123,137,163,167  :  177, 
187  ,  193  ,  197  ,  2o3  :  2i3  ,  335  , 
337, 353 


ri 


r 

66z' 

3r* 

3az» 


—  662* 


332* 


—    3;" 


a64jB  -f-  1 ,  35 ,  3i  ,  49 ,  97 
199 ,  333 ,  347 

3643: -f"  17)  4',  ^^,  9^,  161 
333,  339,  263 

264a?  •+■ 
364X  -l- 


io3 ,  169 , 

167,315, 

179,  303 


67M* 


5,  53,^,  135,  i55 

331 ,  345,  35l 

i3,  19,43,61,85  :  109,  139, 

3o5 -,  311,  aSg ,  ~-  - 


jr»—  672* 


672*  —  jr* 


«pi 


368x -H  1,9,17,31,35:29,35,37,49, 

65  :  73,  77,  81 ,  89,  93  :  12 1 ,  129, 
149I',  i53,  157  :  169,  173,  181  , 

189,  193  :  305,  317,  335,  337  , 

341  :  ^5j ,  361 ,  305 

368a:  -f-  3,7,11,37,31  : 43,51,63,75, 
79:87,  95,99,111,  Ii5:  119, 
139,147,175,179:187,191, 

195,303,319: 33i ,  335,  239,243, 
347  .*  35i ,  359,  367 


Ci 


A  B  L  B    1 11/ 


FORHULI. 


DIVISEURS 
QUADRATIQUES* 


6914* 


7011' 


: 


i^^—U. 


7111' 


75»' 


I 


V. 


^  ^  69a» 


%' 


70»' 

55»» 


mmmmmmtmi 


7015» 
55«» 

ar* 


y  —  7'** 


7I»*  —    jt* 


jr»  -.  754. 


MYI8KVRS  LIMiAI&ES   IMPAl&ft. 


. 


N»* 


:i76af  +  i,  i5,  aS,  3r,  49-55,75,  85, 

121,  127  :  i35,  iSg,  i5i,  i65, 

169:  187  ,  193  ,  211 ,  2^3,  259: 

265 ,  27 1 

76JC  +  5,  II,  17,  53,  65  :  83,89,107, 

I  ii3,  125  :  137,  143  j  i49>  i5S, 

'  iQi  :  2o3,  221 ,  227^1  245,  25i  : 

265,275 


28ar  +:  1 ,  9,  i;i,5i,8i  :  99^  121,  169, 

179,  211  :  219,249 
28ar  ^  3i ,  61 ,  6g^  101^  m  :  i59,  x8i 

199,229,  269:271,1179 
280X  H-  23 ,  57 ,  55, 95, 127  :  i85,  197, 

*  207,  247, 255  :  265,  ^77 
28ar  4-  5, 17,27,  35,75:85,97,  i53  , 

187,  227  : '245,  257 


284r  4-  1,5,9,25,29:57,45,49,57, 
75:  77,  8i,8p,  lOi„i09:  121, 
125,  129,  145^,  157  :  161,  169, 
i85,  217,  221  :  225,  229,  255  , 
257,  24^  :  249,  a55 ,  261 ,  275 , 
277 

ai84^  4-  7>xï>^,3i,55.-5g,47, 61,55^ 
59  :  65 ,  67 ,  09,  1 10 y  125 ,  127  , 
•  iSo,  i55^  iSg, 'i65  r  175,  i85, 
io5,  2o5,  207  :  211  j,227,  255, 
239,  a47  r  255;,  259  ^275 ,  279  , 
285 


2520:  H-  I >  5, 9, 10, 25  :  25,  27,  55,  57 , 
41  ••  ^> 55,57,  61,  65  :  67, 9a, 
7ï>  75,  77  •79^81,85,89,91  :w, 
io5,  109,  m,  119  :i2i  ,  125  , 
"-7>  ^57,  145  :  145,  i47>  149 > 

i55,  i65  :  169,  171,  175,  181  , 
i85  :  '187,  i^,.20i  y  2o5,  207  r 
àii, 2i5,2i5, 217,  221  :  225, 
225 ,  227 ,  25i ,  255  :  2S7  ,  2^5  , 
a5i ,  25d,  257  :  265^  267  ,  209, 
275,  285:289,291 


T-ArBl^  E7  tiï. 


FORHUIJS. 


DIVISEURS 


QUADRATIQUES. 


74tt* 


7* —  74»* 


iky —  37** 


— *-r 


<• 


n^  \ 


y —  77*-' 


77» 


r 


V 


781*» 


76»' 

•  * 

598» 


■*!«■ 


1«V 


i=ri 


agdr  4-  ï>7>9>^5^55:4i,  47,  49,65, 

65  :  71,75,  81,95,  121  :  127,157, 

;    145,151,159:169,175,201, 

2i5,225  :  225,25i  ,  a55,  247, 
^  -  249 :  a55^  ^65,271, 287, 289  :  295 

.  296»  •+  5,  iS,  10,  2g,  3i^:  45,4^,51 , 

59,  61  .-^,91,95,  lOCfc  X17: 125, 

îSî  ,  ï55,  i65,  i65;:  171 ,  179, 
187,  265, 2o5  :  227, 235, 287,  245, 
25i  :  j}55,  261^267,  277,  â85  :  2911 


Sodr  +  Xj9:i5,  25,25:37,55, 67,71, 
81  :  95,  ii5,  i55, 141,  \é&  :  i65, 

:i25 ,  255  ,  247  :  255  ,  267  ,  289, 
201,295 

5o8ar  4-  i5,  ïj,  19,41,53:61,  75,85^ 
fiTf  iQi  :  Ji7,.i^9^i5i^l59,.i4&: 
153,^67^^175, 195,215  :  227,257, 
a^Tiy  455,.  271  :  285j  285  ,  295  , 
^99>5o7 


5120?  4^  ip  25,45f  49>  i^i  5  »59>2rii, 

!»i7 ,  255,  àSg  :  285 ,  289 
5ï2x  •+•  25 ,  2g,  55,  77 ,  a5  :  101  ,  175, 

191,263,269:287,511 
5i2ax  ?+•  "i4i  >  Sql,  85,  89  ;  iSW,  iÇi, 

2o3,  227 ,  2715  :  281  „  5o5 
5i2jp  -|i-  7  ,5i ,  57,85,  109:  i5i ,  175, 

225,  .229,.  ^55  ;  271  y  3oi 


r     .     - 


5z*  —  2;r;5  -^  2fy*  / 


792*^^     î5i6x  +  1,5,9,  i5,2i: 25,  45^49,65,75: 
;  —  *z*  1  81,  8g,  97, 101,  io5: 117, 121, 

t^,  ^29,141  :  169,  177,181, 
189,  sieg  :  21 5-,  225,  241 ,  245  , 

aSa  :":>67,  269,  275,  277,  281  : 

2ag^,5oi,,.5oQ,  5i5 
^5i6x  Hr  3i7,t5,27,  35:  39,45,47,5g, 
63:  71, 75,gi,  io5, 107  :  127, 
i55,  i5g,  147,  175: 187,  igi  , 
ig5,  igg,  211,  2i5,  21g,  227  , 
••  255,245:25i, 267,271,291, 2g5; 
5o5,îo7,5ïi,5t5 


SB 


V 


N 


TA-BCE  rV. 

DiTisEviis  dé  la  formule  t^  -^  au'^a  étant  vu  nombre  delà  forme 4n+  i* 


K 


h 


(*  4-    5u' 


t"  +,  lyu' 


('    +    21U' 


r  +  aga' 


i*  +  57U' 


i*  +  4m' 


Dl V I SEUKS 
QUADRATI  QUES. 


r  +  ' 


y"  - 

37- ■ 


■  y=  ■ 


6z' 

3^' 


V  +  v^  ■ 


r  +  rfz 
3^  +  3/z 


t  ?:/ 


r   +    3,-2   ■ 

jr"  +  y»  • 
5r'  +  §r-  ■ 
or"  +  %!■  ■ 


22Z' 
HZ' 

6-.- 

5i' 


DIVISEURS     LINEAIRES     IHPAIRS. 


4-c  +  > 


20X  -t-    I  ,  g 

20X  4-  3>  7 


■  1,9,  "7.3 
■7,11,15,1 


9,  5i  :  47 


68a:  +  1,  9,  i5,ai,a5:  55,  49,5î 
68x  4-  3,  7,  .1,35,37  ;  5i,  59,65 


84j;  • 
84r  • 
84X  ■ 


1  ,  35,  37 
II ,  35,  71 
5  ,  17,41 
19,  3i,55 


^: 


ajrz 
5/»  +  3J-Z 
V  +  V' 


+  3oz' 
+  62- 
+  i5î- 


idi  +  1,5,9,  "5,35:55,45,49,55, 

57  :  65,  81,95,  109 
16a:  -f-  5,  II,  i5,  19,  37  ;  5i,  Sg,  43, 

47,55:  75,79,95,99 


37-3  ■ 

3/Z  ■ 

6rz- 


^  +  ir. 


■  34z- 

•  17s* 

■  i4^- 

•  7=' 


r  +  :^z  +  582- 


V'  •¥  V+  192' 


.  37s 


y  ■ 
y'  ■    - 

5/'  +  3^2  +  ; 

ir'  +  3^2  + 


■   432" 


103X 
l52X 

i33a; 
iSaj: 


I  ,35,  57,49,  97 
17  ,  39,  4i ,  65,  101 
35,47,59,71,  119 
7  ,  19,45,79,  "7 


i48x  +1,9,  31,35,35:41,49,55,65, 

73  :  77,  81,  85,  101,  131  ;  l'37 

141,145 
148X  +  i5,  19,35,31,  55:39,45,  5i, 

55,59:  79,87,91,  id3,  119: 

i5i,  i35,  145 


i64x  +  1,5,9,31,35:53,37,45,49, 
i64x 


57  :  61,73,77,81,  lo5:  ll3,  131] 

135,  i53,  141 
-  5,  7,  II,  15,19:37,  35,47,  55, 
65:67,71,75,79,95:99,  m, 
t35j  147,  iSi 


A'a/a.  Les  dWiaeur,  quad^ 
dan,  la  table  ,  dè«  diviseurs  f 
Sm-l-i,  ellEsdiWeuis  %n 


ues  contiennent  Voutre  leïi^yiseurs  inipaii^t^entionDés 
i  ;  savoiX^les  diviWrs  8n  -p»û  ,  loNQue  a  eslN<^  foime 
S  lorstjue  â^«st  de  l^me  8m  ^5.        > 


TABLE    IV. 


D  I  V 

1  S  ËU  RS 

FORHULK. 

DIVISEURS    LINÉAIRES     IMPAIRE. 

QUAD  R  A  T  I  IJUES. 

(■  +  53»' 

r + 

y»  +  54î- 

13I3X   +    1,9,13,17,35:39,57,49,57,69; 
1                       77,81,89,95,97:105,113,117, 

9r'  + 

y»  +   &■ 

121,149;  i55,i65,  169,  197, 

301  :  2o5 

îr'  + 

aj-z  -4-  a7z' 

(3123:  +  5, 19,33,  27,51  :  55,  39,51,55, 

>Sr  + 

ys  +    5ï- 

f                67:7i,75,79,85,87,:io5,iii, 
137,159,147:151,167,171,179, 
191  ;  307 

<■  +  Sju- 

r  + 

yz  +  58z' 

33&r  +  1,35,49,61,73:85,  131,  157, 

169 
328X  +  39,41,55,65,89:113,175,185, 

v  + 

yrz  +  agi- 

3r-4- 

6yz  +  ,iz- 

3380:  -f-   3l, 67,79,91,103:137,151, 311, 

•  33 

6^  + 

fyZ   +    112* 

338x  +  ii,35,55,47,85:ii9,i5i,i9i, 

3l5 

<•  +  6lB' 

ft 

2yz  ■+•  632* 
fyz+    .42* 

[3443;  +  1,5,9,13,25  141,45,49,57,65, 
75,77.8i,97,'09-"5,"7."'. 

125,157:141,149,161,169,197: 

3o5,  217,  225,  229, 241 

V-  + 

3;^  +  3iz* 
fyi4-    72* 

244^  +  7,ii,35,3i,55;43,5i,55,59,65: 
67.7>.79;87,9';99."'>'"5, 

lOjr-  4- 

159, 145;  i5i,  i55, 159,175,191, 

307,311,315,333,337 

f  +  65u- 

r  + 

aj'2  +  662*1 260J:  4-  1,9,  39,  49»  61  ;  69,81,  101  , 
107-2  4-   102*/                   131,  129  :  181,  309 

9r'  + 

V-  + 

2/2  4-  552*  360X  +  35,  57,  57,75,95:97,137,177, 

iôr2  +   5s*              195,197:315,255 

i8j-  + 

3r'  + 

2^2   +   222* 

360X  H-  3,35,37,43,87:  io3,  107,  137, 

147, 183  :  307, 345 
360a;  +   II,  19,  51,59,71  :99,  111,119, 

fy'  + 

2;-2  +   IIS* 

l5l,  171  :2I9,  359 

C  +  6<ju' 

r  + 

yrz  +  702* 
Sj-z  +    62* 

13761  H-  I,  i3,  35,49,75:85,  131,  i55, 
169,193:365 

■  5r-  + 

.4r-  + 

2/2   +      52* 

376J:  +  5,  17,53,65,89:  ii3,  135,  i37, 
■49.  "'  ■■  =45 

»r"  + 

3/2   +   55s* 
^2+      32* 

1376X  +  55,47,59,71,95:  119,  i5i,  167, 
1                 179,  3l5  ;  359 

4-  + 

ir-H- 

^i,+    102* 

3761  +  7,  '9.45,67,79  :  91,  io3,  175, 

.      -''' 

,'■ 

199,335:347 

D 

T  A«  t  B  i  V/ 


DIVISEURS 

« 

QUADRATIQUES. 


f}  ^  ySa* 


-  » 


DIVISEURS   LINÉAIRES   IxèrAïaS. 


ajrz 
yrz 


742*13930? 


^  H-  iqye  4-  !#* 


«•  4-77"* 


•    I 


•      • 


2y2X 


9/*  H-  i^«"-h«;4z*/ 


ri-  I,  9, 35, 57, 41  :  49, 57,61, 65, 

69  :  77,  81,  85,  89,97  :  io5, 109, 
131, 167,  145  :  149,165,169,175, 

181 :30I,3l3,3I7,33I,  335:337, 

357,  365,  369,  375  :  389 

4-  7, 1 J>  i5,  3i,  59 : 45,  47,  5i,  5q, 

65:83,87,95,99,  io3  :  107,  II 5, 

i5i,  155,139:  i5i,  159,163,167, 
1 75  : 1 79>  191 ,  199,  339,  347  :  359, 
3^,37i,a75-,.379;387    -  ' 


r^  1,9,35,37,53:81,93,113, 


yi   -r  iï{r» -TT  «,*»  j  ^37,  i4i  ;  iw,  177,3131,335,389 

iSr*  +    2/?  +    o2»|  3o8x  -f  i5,  t7, 4»,  75,89:113,  II 3, 139, 

'  I'  145,149:  i73>  241,357,385,293 

+  3q,45,5i,79>95:i07,i35,  137, 
i5i,i85  ;  3iij  319,339,363,303 

4-  3,37,31,47,59:  75,  i.o3»i II, 
i  i6yy  19  ;  199, 333, 345^  >5i^79 


3/*      , 

ify»  4- 


lOr' 
3^ 


.  yrz  4*  39Z' 


)3o8a: 


.  4-    yrz  4- .  M  Jq8x 


tt^ 


ï*  4-  89U* 


i .      '     •  -;  -      1       ) 

>  4t  85a*    ^^  4^    tyriH-  9^"  5/^ox 


2/*  +•    ajri  -4^452* 


tqy*  4-  i<y«  +  iLz* 


ni       I    î'i  ■    I  iil 


4-  ?»  9i  a*»49v^  î^ï»  89,  101, 
131,  149  :  161,  169,  189,  339, 

381  :  331 

5;^  4-  làjrs  4»  3az*l34o«  ^-^ij,  SjfjS,  efr,  "3  :  ï33,  173, 

■    ■■    '  ï77>»93.ï97  =  255,377,3i3, 

3ï7,  333,  337 

340a:  4-  43,  47,  67,  83,  87  j  io3 ,  133, 
137,.  i85,  2o5  :  335,  347,  365j 
387,  5o7  :  537  ' 

54oas  4-  II,  3i,  39,  71,  79  :  91,  99,  i3i, 
1,59 j^  iSg  :  199,  311 ,  35i,  379, 
399;5ii.  

4-  1,5,9,17,31:35,45,49,55,57: 


^4-  ajra  4-  9pz  j556x 

3;>.4-  3>z  4-  45zM 

5f  .4-  a/z  4-  »8z'; 

lor*  4-  ya  4-    95') 


69,  73,81,85,95: 97,  io5,  109, 

131,135:  I39,i55,i55, 157,161  : 


5r^4^ 

fy*  4- 

77*  + 


109,173,177, 189, 317:335,333, 

345,  349,  357  :  365,  369,  377  ,  385, 

389  :  Soi,  5oq,  517, 545 
3JB  4-  5oz'^356x  4-  5,7,  i5, 10, 35.:37,5i, 35,45,51: 

59,65,7^85,95:  io5,ii5, 119, 
137,155:  i45,i47>i5i,i55, 159: 


3;'«  4-  i5z*> 

€jrz  4-   1427 


i65, 171, 175, 191 ,307  :  31 1 ,3i5, 

1*9, 

5i5: 519,535,337, 


3*9,359,345 


:355,^ 


,391,395, 


TABtE  ly. 


SSSEESB3EZ 


ES 


FOEMULC. 


/• 


95w* 


DIVISEURS 


QUADRATIQUES. 


DIVISEURS    LINEAIRES    IMPAIRS. 


^mm 


i»  +  97»* 


37Z  +  942;' 

4      ' 

6^  -f-  5z*| 


8720:  4-  i>^5,49>97>^^''^ï>*55, iSj, 
169, 193  :  iK)5,  255,  289, 549, 36 1 

ij2x  -f-  17, 29, 55, 65, 77  :  89,  i57, 161 . 
1 85, 197  :  209, 209, 5o5, 555, 565 

572a:  -H  35,47,59,71,95:107,151,145, 
191 ,  2*27  :  287, 299, 5ï  I,  555,  559 

572X  ■+•  43>55, 79,91,115  :  i27,i59,i5i, 
199,^25;  247,259,271,351,567 

V^  4-  98z*\388ar  4-  1^9,25,55,49  :  55,6i,65, 75,81  : 


v^  +  492'j 


85,89^95,  101,  io5: 109,  izS 
121,129,135,:  141^  14^/161, 16^ 


,  1U7,  :iu;i,  :'3i,  2:1^1  :  229, 
1^09,273  :  285,289,295, 

207,509:  5i5, 541,545,555,557: 


287 


i' 


lOlW* 


i85  i  iû5, 197, 2o5, 221^ 225 : 229, 

~  ^241, 
207, 

861,577,  585 
'IX*  +    %jrz  ^  142»  388a:  +  7, i5, 19,^5,59:51,55,59,65,67: 

71,85,87, 107, 1 1 1  :  I25,i27,.i5i, 
i55, 159: 145,  i55, 171, 175,179: 

187, 199,207,21 1,  2l5  :  225,  25l, 
:25d,259,25i  :  265, 271,511,519, 
35i:  545,547,551,559,367:371^ 

575, 585 


97*  4- 


10 


^z  +i022*24o4x  +  1,  5, 9, 1  i,  1 7 :  2 1 , 25,  55, 57, 45 : 
'Ofz  +  222*[        49^65,77,81,85:97, 105,117,121, 

125: 157,  i53,i57,io5, 169: 177,181, 


2jrz  +     62* 

lOjrz  ^  142 


185^189,  195:  107,201, 2^1,225,255: 

^45,349,275,281,289:207,505,515, 
521,529:557,561,575,581,585  . 
2jrz  -H  5iz*54^4^  -f-  5,7,11,15,27:55,59,51,55,59: 

65, 67,  75,  85,  91  i  99,  io5,  1 1 1,  1 19, 


e  4-  io5i? 


2^; 

Ojrz  -4-    IIZN 
2/ifc  4-     5z* 


107-* 

5^*  4- 

iSj^»  +  lo/z  +    yz*)        175,187,191:195,199,23 

259,265,271,275,291:295,511,515, 
35i,  555:545,347,  55i,  565,575 


1 27  : 1 55, 1 59, 145, 147,  i5i  :  165, 167, 

1,245,^55: 


2^3.  -f-io6z* 

2jrz   -|-   55z* 

iq;^z  -f-  i5z* 

i07"j3  -f-  262* 

orz  -j-  58z* 

fyz  +  192* 

i4yz  +  22JS* 
147^^  H-  IÏ2* 


42ar  -f-   I  ,  109,  121,  169,  289,  56i 
420J:  -f-  55,  1 15 ,  157  ,  ÏQ7  ,  255 ,  517 


42o<r  +  i5, 
420a:  -f-  4^> 
420a:  -|*  47  > 
420X  4~  i9> 
420a:  -f-  45, 
420X  -f-  II, 


^^  9  97  >  ^^7 ,  5iô ,  597 
89,  loi ,  209,  269,  541 
85,  145,  167,  227,  385 
5i,  iSg,  109,271,591 
67,  127 ,  i65 ,  247  ,  4o5 
7^  y  ^79>  ^9^>  ^^9 y  359 


■iip 


i^^WWW 


Ng» 


TABtE  V. 

Dzyi6svlts  de  la  formule  t^^aa^^  a  ëUnt  un  nambre  de  la  Ibrme  ài^- S^ 


FORKULE. 


e  +   5ii* 


£•  H-    7ï<* 


I*  +  lia* 


<•  H-  i5ii* 


DIVISEURS 
qUADRATI  QUES. 


7*  +7«  +  z' 


J^+   7^* 


J^  4- J'^  +  5z' 


^  4-    igu* 


I»  4-  a5a' 


!•  +  5ia' 


r*  •+•  i5z' 
^  +    5z» 


DIVISEURS     LINEAIRES     IMPAIRS. 


6a;  +  I 


i4x  +  1,9,  II 


220:  H-  1,5,  5,9,  i5 

I 


/*  H-7«  +  5z^ 


5oj:  +   I  >  '9 
5oa:  +  17,  25 


-I- 


58x 


j^H-  a5«'        1  46a: 
3^  _j-  ajr*  +  8z*    / 


+  i>5,  7,9,  11  :  17,  a5,  a5,55 

•^  1 ,  5,  g,  i5,  aS  :  37,  39,  5i ,  35, 
59:41  I 


e  4-  55a* 


«•  -f-  59»» 


«•  4-  45tt* 


—  I 

jr*  4-  5iz*        1  6ax  +  1, 5 ,  7, 9, 19  :  a5,  55,  55,59, 
S;'*  4- 4;^» -H  7»'    /  41:45,47,49,51,59 

, 


/•  4-  /^z  +  9*" 

5r  +  ^2  +  52' 


70X  4-  «  >  9  »  ï*  *  39,  59,  5i 
70X  4-  5,  i5,  17,37,35,47 


^«  î  iS*       /  7^  +  «  »  a5 ,  45 ,  49,  55, 61 

78x4-5,11,41,47,59,71 


5y*  4-  ayz  4-  Sa* 


«•  4-  4711* 


e  4-  5iii* 


<•  4-  55tt' 


/•  4-  J'2  4-  lia' 


86x  4"  1,9,1 1,i5,i5:i7,ai,a5,a5,5i:55 
4ï>47>49>53:57,59,67,79,8i  : 


85 


^       J^+472*       '\9^  -h  1,5 
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DiyiSSURS 
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QUADRATIQUES. 


j^*  H-  /*  4-  17a* 


^  H-  2jrz  H-    8z* 
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DIVISEURS   LIICEAiaES   IMPAIRS. 


i54x  H-  1,9,15,17,19:21,25,35,20,35, 
55,  57,  59,47,40:55,59,65,71, 

75  :  77,81,  85,  89,91  :  95,  io5, 
107,  121,125:  127,  129,  i5i 


ly^  -f-  ^z  -i-     8z* 


ii42x  +  i,5,5,9,i5:  19,  25,  27, 29,  S^r  : 

45,45, 49>57i7j-75>77>79fSii 
85  :  87,89,  91,  95,  loi  :  io5,  107, 

109,111,1x9: 121, 125, 129,  x5i, 

i5S  ■ ■ 

T58jc  +  1,5, 9,11,  i5: 10,21,25, 25,  5i: 
45, 49, 5i,  55, 6ô  :  67, 75,81,85, 
87  •  89,95,97,99,101  :  io5,iii, 
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i5i:i4i,x45,x5i,i55 


J"*  -t-   ^«  +  ^i^* 
^'  4-  7«  4-    72' 


166a: 


7*  +  87Z* 
27"*  +  4r^  4"  ï5z' 
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DîTîAïuRS  de  la  formule  t^ -^  2au^ y  a êtBoil vai  nombre  delà  ferme 4^ -f-î« 
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i56a;  +  5,7,  25,'a9,'5i  :  87,  59,  45, 
6i,  65  :  71,  79,95,  109,  ia5  : 
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»  i33,x4i:i5l,f57,i67, 173, 181  : 
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jr^  *f-*   1022* 
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i'+Syii- 
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49+4+4 
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(■+58o' 
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49+9 

P+Sgu- 
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35+25+9 
49+9+  ■ 

(•+6iu- 

_y'+6is'=    r'+36z'+352- 
57-+4rz+i52-=  4-+(7+a2)'+9J' 

36+25 
56+16+9 

/•+63U' 

V+aj3+aii-=  (^— 3j)-+(^+4j)-+(^— 2V 
(^-+4rï+"ï'=  (7+  z)--K7+5z)-+(y-:> 

36+25+  1 
49+9+4 

(•+65u- 

64+  ■ 

49+>6 
56+25+4 
36+25+  4 

p+e&i- 

64+  ■+  I 
a5+25+i6 
49+i6+  I 
4^.6+1 

c+e;»- 

3/'+2jï+542-=  C7+4s)-+<7— 32)-+9î- 

49+9+9 

C+egu- 

^•+a---4=-{[^i;î^-;i:]:Î4Ï 

64+  4+  , 
49+16+4 

Ï-+70U- 

^•+-42-{[-±:1:î[^+^!]:î-: 

56+25+9 
56+25+9 

(•+75u' 

^•+-752-=  /■+64!+9»-    ,^ 

64+9 
36+56+  I 

<M-74»- 

j'+742'=   7-+49î'+25s- 
5j-+y2+=52-=  (j_Î2^-+r-+(^+42). 

aj-'-Hr^+'o-—  (=!r+5î)"+(y— »)'-hr' 

49+25 
49+16+9 
64+9+  ■ 

i'+jSu' 

srHM^w-.4-{^-î:l:]:î^^:rLi::t[.^ï4: 

49+25+  I 
49+25+  I 
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FORMULE. 

DIVISEURS    QUADRATIQUES    TRINAIRKS. 

VALEURS 
TBINAIRES  DEC. 

C+77U' 

6..+.,H-3..={(^±-]:+[,^-);+^: 

36+25+16 

64+9+4 

■  f+l8u- 

^■^^^{\^ï^r^l$^^ 

49+25+4 
49+35+4 

f+Siu- 

2r-+y^/,,z-=  (  J-+4aV+(7-5^)•+I6^■ 
5)-+4r^+I7^•=  (ar+  z)'+r+>6»" 

iXVZ'' 

f+Buu- 

j-+82ï-=   jr-+«ii'+i' 

8i+  I 
64+9+9 

r+83u' 

3/-+arj+4^'=  (r+5»)"-K  J— 4»)'+î- 

(!)-+ar=+.4='=  (y+  z)-+(j+as)-+(jr-3j)- 

8i+  1+  I 
49+a5+  9 

«•+85z.- 

r-H5.^{/::+4-+£ 

8i+4 
49+36 

f+muf 

V■+45=^=(^+S=)■+(J-3^)■+35-• 
y+2r5+jgï-=  p+52r-H7+^ï)'+(j— 4»)' 
.'5-+47=+.8ï-=  (y-  z)--Kj+4»)'+î- 

56+25+35 
49+56+  I 
8i+  4+  1 

C+Sgu' 

j'+89s'=    r'+64i'+25z' 
y+27s+45='=  (  j+52)'+(  j-— 4î)'+  4^- 
&r'+2,:H-iSz-=  (y+  ï)'+(^—  î)-+i62' 

9r-+îr^ioj-=  (v—  ï)-+(7+3î)'+  4r" 

64+25 
8i+  4+  4 
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49+36+4 

l'+gou- 

a,.4^.+ii.^{^^/+^:]:+^=^-g:+[p^): 

64+25+  . 
49+25+16 

I-+9IU' 

^or-^,^+ro.^{^+f^X4t^- 
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C+gSa- 

6..+a,^,.^{c^±Ê]:+[^-4:î4r_^„, 

64+25+  4 
64+25+  4 

!'+94ji' 

57'+3;-:+i9s'=  fjr—  zV+f  J+3=)-+9=' 
ior'+^2+iij'=  (ir+  zy+(j+  j)'+9»' 

49+56+9 
8.+ 9+ 4 

'■+97"' 

^'+973'=:   _7''+8is'+i6s" 
3r'+aj=+49!-=  (  /+5i)-+C  /-a=)'+36î- 

81+16 
56+3^25 
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Diyi»KVRS  ^VAi>RA.TI<^UCS   VHilf  AtTtXB. 


:  ^+ v^^^+^5+^•+4^^. 


▼ALEUK8 
XtUNAIRES  DEC 


+a5a^ 


j^-^ioiz' 


»    u 


^*Hrïâ3tt* 


^*+io5w? 


/*Hrix»6f^* 


I0O+-  V     ' 

8i+i6-f-  4 


?+iQl«*|^^  2rz4->7s'=(>+32>+(>+5zyH-(a;'— az)*   64+56+  i 


2r*-+-  Sjr&-j-i5zr=  (  j'--23)»+(27+3z)H-4r' 


^^ 


^+s-Hf:^]^?=^?t4^' 


49-HH-  I 
49+25+25 


49-Ht^i6 


10O+   1+   1 

49+49^  41 


■  "m^  I 


5j^'\-2lZ* 


2j:— 3;5V+(  ^4.42)»^     ^ 


^r»^ 


J*+1q6z»=^      ie»+3ïZ*+25z* 

i07'*+  4^z+iia»=  ( ,?«—  »)'+(3^  z)*+9»*' 


8i+a5; 
'  81+16+ 


t*+ui9»* 


■•■■^ 


^-Vll(QÀ6« 


/»-f-ll3«* 


t*-^>^4li!' 


r-^i  iSu* 


y  Vf- 1  ooz^-f-gjç* 


TT" 


^•+ii5z^=:    r'+64£*+49e'' 
2;^*+  2;rz+57z*i=  ^j+5a>+/  j« — 4z)*+i6z* 

^•+  4rz+i5z*=  (2^— 2z)*+Car+52/+  7* 


af  +-:>7a  —^  v  ^^.425.+^  >--4z5«+2i 
3J^+^»"==t  (  j._5z)»+(  ^+5z)»+C  J-f-aa 


64+25+161 

64+35+1' 
100+  4+  1 

100+  4+  I 


100+  Q 
64+^+, 


100+  9+   li 
100+  9+    ïj 
81+95+ 

49+36+2. 


>  64-^49: 
81+16+16 

100+  9+  4 


49+-49-f-' 

64+25+2 

€4+49^  » 
64+49+  » 


^.<^.4H{|î^m;H-»]^ 


6i+a&+ 
I  81+25+ 


Il    im  iHé 


tvio7»^ 


T  ABLT    VII  t 


FORHULE. 

DITlSEUftS    QIJArSATTQCES    TRINA1RB9. 

VALEURS 
XaiNAIRESDEc 

I"+1 170- 

3;..+  6,.+.4..={[|j+^):+[|qrf]:î[^4: 

10O+l6-f-    I 
64+49+4 

C+I180» 

qr+sy—  C/+5=)'+(7— î^'+ar- 

iij'+!07J+i3z'=  ( /+a-)'+(  j+3j)'+^' 

'IZ^^, 

!'+12m' 

3;'+  yz+6iz-=  (_;-+4:l-+(_;—3j)-+36l' 
.or'+  (j;j+i3=-=  C  j+3=)'+2r*+42" 

49+36+36 
81+36+  4 

i'+ISOJl' 

7'+iaai'=    r'+!ai2-+ï' 

3j-+  ajz+4.i-=  ('^_4s)--H;_^-|-5j)i-hr' 
9,-+  4rî+i4=^  (ar+3=)-+Eî,-  j)m-<  t-m)- 

iai+  I 
8i+a5+i6 
64+49-)-  9 

*M-i23«' 

a,.+  a^.4^aH[^;l3:î[j=^î]:î^^; 

49+49+^5 
iài+  1+  I 

/'+ia5M' 

^•+135=-=     T'+iai;'+4i' 
6r-+  a,j+a.î-=  rjr+^zY-Ur+  i)'+(ar— az)" 
ar'+  3/2+i4î-=  (ar+  ï)-+{aj— az)-+(.H-3=)- 

iai+4 
100+16+  9 
64+36+a5 

(■+ia6u> 

5,-+4.^+a6=.=[C;r+g::+(^+5£;+.- 

iai+  4+  I 
lOo+aS-l-  I 

f+iagp- 

5,.+  a,.+ac>-.-=(g;+(,5+:^+-;.^.^. 

64-J-64+  . 
131+  4+  4 
too+a5+  4 

64+49+16 

C+iSojj- 

•^+''^-l7-+8i.-+4^- 

iai+  9 
8. +49 

C+iSiu- 

ar-+  a/-+6&-=  Ç_;-+5=)-+(j-4;)'+a5=' 
6j-+  a^3+a3='=  {a7+3--)-+(/— 3;)'+C7— M)- 
io;-'+  6/H-i4»"=  (3;+as)'+(  J— 3j)-+     s- 

8,-+-a5+a5 
81+49+  " 
rai+  9+  I 

(■+i53«' 

'^^■-'+-HSIÎ"]:ï?^ 

g,+864.,6 
81+36+16 

(■+»34«' 

2r-+672-=  (  j+3sV+(j— 35)-+49î- 
3r-+  372+452'=  f/+a2)-+r  j_5=}'+{  r+42)' 
5r>+  a,-2+a7J-=  Ir—  2>+(aj+  2)'+a5.' 
.ij'+fy2+.52-=(Sr+a=>+(jr— 32)'+    j,- 

,49+49+36 
8.+(9+4 
ioo+a5+  9 
iai+9+4 

TABLE    VIII. 


FORMULE. 

DIVISEURS    QUADRATIQUES   TSINAIRES. 

VALEURS 

trin/aresdec 

(•+i37»' 

^■+i57='=     T*+I2IZ'+l6z- 
ar'+  yj+69=-=  f^+aj).+(_;._  2)'-|-64j- 
9r'+  8rs+i7='=  (q;-— ai)'+(3r+3z)'+{^+az)' 

I3I  +  I6 

64+64+  9 
,00+36+  . 

C+iSSu" 

..,.+  8,^i4.^[|+4:+^^-]:+[^î^^]: 

64+49+25 
,2,+ié+  ■ 

f+.59»- 

y+  y;+70ï-=  (  r+6=)-+(7— 5î)'+gî- 
IOJ-+  a;ï+i4s-=  (îr+  3).+(j_3j).+g,. 

131+  9+  9 
81+49+  9 

i'+i4iu' 

5r+4r^39=-HC^tf)H-(5r-f,):+4.- 

,31+16+  4 
100+35+16 

l'+l43U' 

ii^'+  aj-i+ii-.-=  g^-+(  ■y—i,Y+(  j+uy 

81+36+35 

(•+i45«- 

r+.45.-={;:+-4f!:+4: 

.44+  ■ 
8i+<>4 
■00+36+9 
■0O+36+9 

I'+i46u- 

^■+1465'=    r'+i3iz'+a5z' 
=r-+  73j-=  /'^+6îl-+(;r-6=)-+z- 
y+  ar=+49c-=  ?_^_3z)'+(_;— 22)-+(  j+6j)- 

fy'+  4r=+35='=  _;-+(3r+3is)-+(  7— 4s)- 
9r-+  f^s+i8=-=  (y+  zy-Hv~  =)■+(  j+4:)- 

i3,+a5 
■44+  1+  I 

81+64+  ■ 

,31+16+  9 
81+49+16 

l*+i47u- 

6,.+6,^.a=^{[^^l;^:+[^:;:4.|:+(y+3.)- 

131+35+    l 
,31+35+    . 

(•+i49»' 

^•+i49«-=   r+'Oû='+492* 
V+  arz+5oï'=  (^+5îV+(3r— 3z}'+  s" 
(5-+  «•j+255'=  (jr+4i;)'+(  J— 5=)-+4;-' 

9r-+  4rM-i7='=  4r'+(y-4-+(.r+4î)- 

.00+49 

81+64+  4 

(•+l50B' 

.ir+4r^.4.-{[i^±t1:[^+3:]-"i[?+S]: 

131+35+  4 

100+49+  i 

!'+i53«' 

.r+^.r^77=-l[^+|?;i[;;;zs]::î^r. 
ar-+.7Hte:î^^:?=3i:îf^+L:]: 

64+64+35 
121+16+16 
100+49+  4 
,00+49+  4 

TABLE    V  II  I. 


FORHULE. 

DIVISEURS    QUADRATIQUES    TRINAIRES. 

VALEURS 
TRINAIRES  DEC 

(•+i54ii- 

ior+8,.+i,=^(j±4.]:+^^+^^.^. 

'¥,+  9+  . 
81+64+  9 

i'+i55i<' 

6..+  ^H-26.-=;(^-]:î(^7fi):î[^,=): 

.21+25+  g 
81+49+25 

i'+lSyu" 

j'+.572'=     _7-'+I2.2-+365' 

i3;-'+iojï+i43'=  (3j+5i)'+(27— 2=)-+z' 

121+56 
144+  9+  4 

/•+i58u' 

5r+  2r2+532-=  (^_4j).+(j+62V+(j-s)- 

fy'+  4r=+272-=  (2r—  -.)+(^+5=)-+(  j— s)- 

ioo+4g+  9 
121+56+  1 

l-+i6in' 

5r+4r=+33=^{[^;r+3|+<.-^)H-2^5: 

,„r+6..+.,.-={^i;+§-+:^-+lt-.^^. 

.00+36+25 
81+64+16 
.44+.O+  1 
121+36+4 

(■+l62U' 

27-+8i=-=  (jr+4jy+(_7— 42)'4-49=" 
1  i7'+iojH-i72  —  (  ^+2=)'+(37+2s)+(  j— 5;)- 

64+49+49 
121+25+16 

(■+i53u- 

2_r'+  2,ï+82J-=    7+(  j+  z)-+8i2- 

81+81+  1 

I-+.651.' 

ff^+55)-+(^— 2=)'+4r- 

«^•+«^H^SîlP^-îfc2:]: 

K  j+'i^j+C  jr+3=)+(2^-22)- 

100+49+16 

100+64+ 1 

!-+i66u' 

5r+  4/1+542-=  (2r+52)-+(  J— 4=)'+  0=' 

.5^-+  8/2+142-=   (^+22)-+(2/—   2)-+   92- 

81+8, +4 

,2. +56+  9 
8.+49+36 

!'+i69u' 

J-+.692-=     ^-+.442-+252' 

,oj-+  2r2+.7s-=  (_r+  2)-+9r-+i62- 

144+25 
144+.6+  9 

C+.yOK- 

r+.702.={r+;69=:+^=: 

9;-+2,2+.92.={(^^±'^):+(^-^-^^):+[^j:4: 

169+. 

.21+49 

.44+25+  . 
81+64+25 

l'+i;.» 

.4,-+„^2+.4.-{(i;±=^S:+(^4:+^^^=): 

121+25+25 
169+    1+1 
121+49+    1 
121+49+   ■ 

TABLE   VI  II 


H  FORMULE. 

DIVISEURS    QUADRATIQUES   TRINAlRES. 

VALEURS 
TRINAlRES   D£C. 

l'+ijîu- 

^■+175=-=   7'+,692-+4z' 
6r-+2j'^2gz-=    r-+(  j+5i)-+(v—2-y 
<ir'+8r=+2.s-=  (y—  2)-+0—2=J-+(2r+42)' 

iîr'+<y»+!4="=  {S;-î)-+(v+5sJ'+4=' 

.69+4 
.44+25+  4 

(■+i74«' 

.31+49+4 
13. +49+  4 
.00+49+35 

169+4+  1 

644-64+49 
"59+  4+  4 

'•+.77«' 

^.+,^w-s9='={[5:t^!):î[pi:]:n: 

(•+I781-' 

ij'+  89=-=  (  j+22)'+{  r-aî)-+8.j' 
.ir+6rr+,7:.-=  9r-+{/+40'+(7-«)' 

■69+9 
8,-)-8,+.6 
144+35+  9 

''+'79"' 

jr+ajH-go^^  (  j7+5î)'-K  j— 4z)'+49z' 
6r-+y=+5o='=  (a/—  z5-+(j— a=}--|-0-+5:)' 
io;-+3;-;+,8s'=  (S;-—  i/+(  _r+4si)-+2- 

81+49+49 
'3.+4(>+  9 
.69+9+  I 

!'+j8ni- 

jr'+i8li;-=     T'+i0Oï'+8i3- 

5r'+4r=+57='=  (3r+  2)'+j'+36!' 

.Sr+a^ï+i4='=  (^—  z)+{3;+35)'-f9s' 

100+81 
1.14+56+  1 
8,-1-64+56 

C+iSao- 

■69+9+  4 
i6y+  9+  4 
,oo-)-8.+  1 
,31+36+35 

(•+i85a- 

r+.85.-={;:+;^:+jj: 
3,-+4..+..^{[^;+:):+(^^:+^:]:t[j;$): 

169+16 
i3,-H54 

100-1-81+  4 

100+49+36 

C+i86u' 

5..+6.H[^+:j:î[,-i!:]:î[j;+£]: 
.,.+.^.7-.;(Çtii,t^);ifg5:^)^_, 

131+49+ifi 
13, +49+16 
,69+16-i-  1 
131H-64+  . 

"TABx»  ynn 


FORMULE. 

'     DlTiaSDaa  QUADRATIQUES    TRIHAlRlS. 

VALEURS 
TRINAIRESDEC 

I+1«7U' 

^.+  ,^4.H[-t^;):î[^):î-: 

81+81+25 
■69+9+9 

f+iSga- 

.4r+.4r^.7.--j|^±t]:45(|l:3$î(*:;3=). 

,69+16+4 
1  oa+64+35 

.21+64+  4 
131+64+  4 

«•+i90ii' 

.^.+  i,qj|î^)-c^^:):+g: 

,„o+8i+  9 

100+81+  9 

(•+I93a' 

r-+.93î-=    r'+i44î'+49»" 
3r"+V?+  972-=  (  r+6«)"+(  /— 5s)'+3&' 

■44+49 

■  31+56+36 

(■+194K- 

J'+i94»"=    r'+i692'+a52' 
V+  97*'=  C.r+C=)"+{  .r— 6")+353' 
3^.+a^s+  S5z-_  f;r-6i)-+(  J+5î)-+(  7+3=)- 
6>-*+4r^  S3s-=  (3^-+  /jM-(7+4=)'+(/— 4»)- 
9r+4r^  ^22—  (37+:.j>+(y— 3=)'+(7+3s)' 
llj'+4r^   i8j-=  (  7+4;)-+(î^_  =)•+{>+  1/ 

■69+25 

■  44+35+25 
131+64+  9 

81+64+49 

C+igSo- 

(f3j,+az)-+r3j-5=)-+r  7+  ,V 

.4r+.^.4.-i|q:^^j-|^^'^):g^3»|: 

l(?r-  =/+(3r+3s)-+(  7-3=)- 

169+35+ , 
169+35+  1 

121+49+25 
131;+49+25 

(■+197U' 

r-+i97s-=    r-+i96s'+2' 

6j'+ajri+   33»'=   (7_52)-+{  y+32)-+(3^+3jl- 

g;-+3_/-»+  32ZV=  (a;.+„)-+(a7_3z)'+(  j+Sj)- 

.96+  ■ 

■44+49+  4 
io.H-81+16 

f+igSu' 

^r+99.-={[^Si:î^j:z?--]:î49!: 

.96+  1+  I 
■  00+49+49 

('+30  lit' 

3r+37H-.o.z.={r+(jï);t:^5:^,,, 

lOO+ÏOO+l 

.69+16+16 
.96+4+ . 
121+64+16 

TABLE   VÏM.' 


('-f-aoau* 


IVISEUR8    QUADRATIQUES   TRINAIRES. 


VALEURS 
TRINAIRCSDEc 


ai+8i 

44+49-1-9 


o,-■+,^34=^=[fî'±a:+^^-s)^tr. 


l(v-3s)-4-(  j+4:y-H  r+sz)' 


69+a5-(-  g 
21+81+  1 


(•+2o5a' 


^•+ao5:'= 
5,-'+4.»-= 


(  7-+.n6i-+ ()3- 
^  /■+.692-+56Z' 

Kv+ïV+rj-3j)-+36î- 


96+  9 
69+56 
44+36+35 
44+56+25 


/*+ao6K 


3/'+  ari+69:"= 
Sr'+  47=+42=-= 
fy-+  4r=+55='= 
11'+  4r3+2i='= 

;ij'+iq;i+31="= 


(  7— 4=)'+(  7-a-)'+(  >+7^)' 
^  (2/—  2)'+(.r+4:5'+25=' 

i„+5j>+?jr+  =)■+(  j_5z). 

:   ?fy+2jV-i-(  J-4s)-+      - 

:   {3j+  =,5.+(^+4z).-(-{^_2j). 


2I+8.+  4 
00+81+25 

6Q+36+ 
90+  9+  : 
21+49+36 


('+209»*' 


2;*+2_;'c+i  o5s^ 
'>?■■+  2;■^+al^^ 
:3j-+ioj=+,8;^ 


_((  J+22)"+(7—   J)'+I002' 

-\fr+5=V-rij-4zY+  64=' 

-K^'— *)"-K^+4=)-+  4=' 

-l(3j+  ;)■+?  7— 2=)-+  i6s' 

-f(5r+  s)'-W2r+  î)'+  i6z' 
"l(3r-  =)'+{y+42)'+     =' 


00+100+9 
81+64+64 
69+56+  4 

44+49+16 
44+64+  > 
98+9+4 


('+2iou' 


6j-+35=- 


r  j+52)-+(„-_52V+(7+  -.y 
Lr-5=)-+fe+52  +?^-  2V 
(7-+5=)"+(7— '=)"+(y—  =)' 

(r— 5î)'-K7+5^)'+(V+  =)' 


6g+25+i6 
69+25+16 
21+64+25 
21+64+25 


;o;»+  (y-s+aas' 


:^^ 


+42)'+f  7-5ï)-+8iz- 

îr+22)'+(7— 52)-+92- 


81+81+49 
21+81+9 


(•+2i3u' 


_f(2r+42)-+{3r-  2)-+r' 

-\(5j-+22)-+(27-22)'+(  J+32)- 


96+16+ 
00+64+49 


I'+2l4u' 


2J>+107I'=  (7+72j-+(j— 7j)'+95' 
Sj-+  2r2+43=-=  ly+Ssy+(  j—Szy+gz- 
etc. 


96+  9+  < 
69+36+  91 


TA  B  L  E  I  X. 


Valeubs  da  produit  ï  •  5  •  :  •  7^- 


T  A  B  L  E 

X.- 

■ 

pRACTioiiS  les  plus  simples—  qui  satisfont  à  l'équation    m*  — -ii^ii^ssdri  ^ 

1 

pour  tout  nombre  non  quarré  A  y  depuis  :2  jusqu'à  1 35.       •  ^ 

1 

A 

m 

A 

•  m 

■■^K 

A 

m 

A 

2       1 

n    ' 

n 

n 

n 

m 

3 

I 

r 

58 

Ë2 

6 

'7» 

3480 
41J-    . 

104 

5i 
5 

5 
5 

a 

1 

a 

î 

59 
40 

a5 
T 

7a 
75 

12 

a 
1068 

•  laS 

io5 
106 

f>o5 
389 

6 

5 
a 

41 

3a 
5 

74 

43 

T 

107 

^ 
^     r* 

7 

8 
3 

4a 

22 

a 

75 

a6 
3 

108 

S5i 

"ne    ' 

' 

8 

3 

T 

43 

348a 

76 

5779? 
663o 

109 

889018a 

85i5a5 

1 

lO 

3 

7 

44 

3o 

11 

35i 
40 

IIO 

ai 

a 

II 

10 

3 

45 

161 
4 

78 

5^ 
6 

III 

395 
a8 

la 

2 

a 

46 

34335 
358à 

79 

80 
9 

1 

113 

137 
la 

i5 

18 
5 

47 

48 

7 

80 

8 

I 

ii5 

776 

73 

i4 

i5 
I 

48 

2 

I 

8a 

s 

I 

114 

ioa5 

15" 

i5 

5o 

2 

I 

83 

8a 

6 

378 

ii5 

na6 

io5 

'7 
i8 

j 
\ 

5i 

52 

50 

9*> 

84 

85 

116 

117 

9801 

60 

»9. 

170 
39 

53 

i8a 
a5 

86 

io4o5 
iiaa 

118        **î"'        1 

* 

ao 

9 

a 

54 

4a5 
m 

87 

a8 
T 

"9 

lao 
II 

ai 

55 
la 

55 

la 

88 

ai 

lao 

II 

1  . 

aa 

'97 

4? 

56 

î5 

a 

89. 

5oo 
53 

laa 

11 

I 

53 

# 

57 

i5i 
ao 

90 

12 

a- 

làS 

laa 
II 

a4 
a6 

5 

I 
5 

7 

58 
59 

53o 

91 
9a 

'574 

i65 
ib5i 

lao 

"4 
ia5 

4ft»799 
61 

37 

a8 

a6 
5 

122 

60 
61 

3? 

4     „ 

a97i8 

38^? 

94 

• 

iai5r 

1360 
ai43a()5 

aaio64 

ia6 

ia7 

4fe 

|73o6a4 

i'9::5 
577 

5i 

39 

70 

i3 

62 

63 
T 

95       ?           1 

ia8 

3o 

II 

a 

63       5 

I 

96 

49 

5 

,-_.         »6855      ,     il 

'^9      -Tîsr       II 

3i 

i5ao 
273 

65       2 

I 

97 

56a4 

i3o 

5r 

6.' 

3a 

12 

3 

66 

65 
T 

98 

lO 

i3i 

I06IO 

03*7 

33 

03 

35 

6 
6 

7 

67 

4884a 

99       t" 

.5.  r    1 

34 
55 

69 

33 

7775 

3o 

lOl 
102 

10 

I 

lOI 

10 

i35 
i34 

laSofiT 

L 

57    1 

6 
I 

70 

io5 

aa^SaS 
aa4i9            1 

i35 

ai 

Flli     DES    TABLES. 
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